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PRrRACTICO 3

1. Sea B:={(z1,22) €C?:|21| <|22|}. Mostrar que B es balanceado pero su interior no lo es.
2. Sean py g seminormas en el espacio vectorial X . Los asertos siguientes son equivalentes:

a)p<gq. b) By(0,1) C B,(0,1). ¢) By(0,1) C B,(0,1). d) B,(0,1) C B,(0,1).

3. Sean p una seminorma en el espacio vectorial topolégico (X, 7). Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) p es continua. b) B,(0,1) es abierto. c) 0 € B,(0,1)°.

d) 0 € (By(0,1))°. e) p es continua en 0.

Cada una de las afirmaciones anteriores es equivalente también a la siguiente: existe
una seminorma continua g en X tal que p < gq.

4. Sean X e Y espacios vectoriales topoldgicos y T : X — Y lineal. Probar que, si Y de
Hausdorff, entonces T' es continua siempre que ker T" sea cerrado y dim 7'(X) < co. En
particular si ker T' es cerrado y dim (X) < oo o dim (Y') < oo, entonces T' es continua.

5. Sea 0 < p < 1. Probar que todo subespacio de codimensién finita es denso en LP(0, 1).

6. Sean Y y Z subespacios vectoriales del espacio vectorial topolégico de Hausdorff X,
talesque YNZ =0y X =Y + Z (es decir: X es la suma directa algebraica de Y y
Z). Se dice que Y y Z son complementarios topoldgicos en X si el mapaY x Z — X
tal que (y, z) — y + 2z es un isomorfismo topoldgico, donde se considera Y x Z con la
topologia producto (observar que la condicién equivale a que el mapa en cuestién sea
abierto).

Sea P la proyeccién de X sobre Y a lo largo de Z, es decir, P(y+z2) =y Ve =y + z
cony €Y, z € Z. Probar que:

a) Y y Z son complementarios topoldgicos si y sélo si P es continua.

b) si Y y Z son complementarios topolégicos, entonces Y y Z son cerrados, y X/Y
es isomorfo topoldgicamente a Z, y X/Z lo es a Y (por lo tanto todos los comple-
mentarios topolégicos de Y son isomorfos topolégicamente entre si).

c¢) Probar que, si X es de Hausdorff e Y es un subespacio cerrado de codimensién
finita, entonces Y admite un complementario topolédgico.

7. Sean D = D(Q) el espacio de las funciones test en el abierto @ C R¥, y ¢ : D — [0, 00)
una seminorma. Diremos que ¢ es admisible si es continua con respecto a la topologia
del limite inductivo 7; en D. Probar que:

a) q es admisible si y sélo si para todo m € ZT existen N € ZT y C > 0 tales que
Q(¢) < CPN(¢)7 qu € Dm



b) las siguientes son seminormas admisibles en D(R):
= 0= 9]¢ := [|£@]|oo, donde £ : R — (0,00) es una funcién continua.
= o o]l =052 (0™ (k)]
¢) el conjunto ¢ de seminormas admisibles en D es un cono (es decir ap + bqg € €
Va,b > 0y p,q € €) tal que si ¢q1,q2 € €, entonces méx{qi, g2} € €. Mostrar
ademds que si ¢ € ¥ y « es un multiindice, entonces ¢y, tal que ¢, (¢) := ¢(Da¢)
V¢ € D, también estd en €.

8. Probar que los operadores diferenciales D, : D — D son continuos. Probar también
que, si f € C°(Q) y My : D — D es la multiplicacion por f, es decir M¢(¢p) = fo
V¢ € D, entonces My es continua. Mostrar que las afirmaciones anteriores se mantienen
validas si se sustituye D por C*°(12).

9. Probar que la topologia en D(2) heredada de la definida para C°°(Q2) en el Ejercicio 9
del Préactico 1 es estrictamente més débil que la que D(2) tiene como limite inductivo
de la sucesién {Dy, () }p>1.

10. Sea A una distribucién en Q C R¥ tal que A(¢) > 0 V¢ € D tal que ¢ > 0. Probar que
A es una medida de Radon. ;Se puede expresar la distribucién ¢’ como diferencia de
dos distribuciones positivas?

11. Si f € LY(6 < |t| < o) ¥d > 0, se define su integral valor principal como

PV/Z f(t)dt::%f_r)r(l)(/:Jr/;O)f(t)dt,

supuesto existente dicho limite. Para cada ¢ € D(R) sea A(¢) := [~ () log|t|dt.

Demostrar que A'(¢) =PV [* o)L y A'(¢p)=—PV [* L(t)t*f(o) dt.

12. Distribuciones periddicas. Se considera P := {¢p € C°(R) : ¢(t + 27) = ¢(t), Vt € R}
con la familia de seminormas dadas por pi(¢) := [|¢®*) ||, v también el espacio vectorial
S(Z) :=={c= (cn)nez : D00 lenlln|F < 00, Vk > 1} con la familia de seminormas gy
dadas por qi(c) :==>.°° ___|cnln|*.

n=-—o0o
a) Probar que Py S(Z) son espacios de Fréchet.

b) Dada ¢ € P, se define su transformada de Fourier ¢ : Z — C como ¢(n) =
L [T (t)e~™dt, Yn € Z. Probar que ¢ € S(Z).

2r J—m

¢) Probar que F : P — S(Z), tal que F(¢) := ¢ es un isomorfismo de espacios
vectoriales topoldgicos.

d) Los elementos del espacio dual P’ de P se llaman distribuciones periddicas. Mostrar
que si ) € Py Ay(¢) := 5= [ _1h(t)p(t)dt entonces Ay € P’

e) Si A € P’ se define su transformada de Fourier A/A\A: Z — C como A(n) == Ale_n)
Vn € Z, donde e,(t) = ™ Vt € R. Notar que Ay, = ¢ Vi) € P. Para ¢ € P
y A € P, considerar las respectivas series de Fourier Sn(¢) = > <, d(k)ex y
Sn(9) = 2 jkj<n A(k)ey,. Probar que se tiene S, (¢) L y Sn(A) 2L A. Deducir

A~

que A(¢) = X°,c A(n)d(—n).



