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10.

PrAcTICO 7

. Sea p una medida o-finita. El operador de multiplicacién definido por ¢ € L™ (u) esta

dado por My : L?(u) — L*(u) tal que My(f) := ¢f. Probar que My es un operador
lineal acotado cuya norma coincide con el supremo esencial de ¢, y que el mapa ¢ +— M
es un operador acotado y homomorfismo unital de *-dlgebras (es decir: Mgy, = MyM,y,
M:; = Mgy M = Id).

. Si¢e L>®(0,1) es tal que M, : L?(0,1) — L?(0,1) es compacto, entonces ¢ = 0.
. Sea Q = Q? € B(X). Probar que @ es compacto si y s6lo si Q es de rango finito.

. Probar que si H es un espacio de Hilbert y 7' € B(H) conmuta con cualquier operador

compacto entonces T' = AId, para algin A € F.

. Sean H un espacio de Hilbert, Y un espacio de Banach, T € B(H,Y),y B := Bg(0,1).

a) Probar que T' es compacto si y sélo si T'|g : (B,w) — (Y,]| ||) es continuo.

b) Probar que T' es compacto si y sélo si T'(B) es un subconjunto compacto de Y.

. Probar que si T : H — K es un operador compacto entre espacios de Hilbert, entonces

para todo conjunto ortonormal (e,) en H se tiene || Te,|| — 0. ; Vale lo reciproco?
El operador de Volterra V : L?[0,1] — L?[0, 1] est4 dado por Vx(t) = fg:z(s)ds.

a) Calcular V*, V + V* yran(V 4+ V*)

b) Hallar los valores y vectores propios de VV*, y demostrar que ||[V| = 2 (notar
que si z es un vector propio, entonces x es una funcién de clase C'°>° que satisface
cierta simple ecuacién diferencial, y tal que 2:(0) y 2/(1) se conocen).

. Si H es un C-espacio de Hilbert, diremos que T' € B(H ) es positivo siy sélo si (Tx, z) >

0, Vz € H. Probar que un operador compacto T es positivo si y sélo es autoadjunto y
op(T) C [0, 0).

. Sea T un operador compacto autoadjunto.

a) Probar que existen tinicos operadores positivos y compactos Ay B talesT = A—B
y AB =0 = BA (los operadores positivos fueron definidos en el Ejercicio [§).

b) Probar que T es positivo si y s6lo si existe un tinico operador compacto y autoad-
junto S tal que T = S2. El operador S se denota por /7.
Descomposicion polar. Sea T' € B(H, K) un operador compacto, con H y K de Hilbert.
a) Probar que T*T y TT* son operadores compactos autoadjuntos, cuyos valores
propios son todos no negativos.

b) Usando el ejercicio anterior, definimos |T'| := +T*T. Demostrar que existe una
unica isometria parcial V : H — K tal que T = V|T| y ker V = ker T' (= ker |T]).
La descomposicién T' = V|T'| se llama descomposicion polar de T'.
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Valores singulares. Sea T € B(H,K), donde H y K espacios de Hilbert. Si z € H,
y € K, definimos 0, , € B(H,K) como 8, ,(z) := (2, 2)y, Vz € H. Probar que T es
compacto si y sélo si existen sucesiones ortonormales (z,,) € H e (y,) C K, y una su-
cesién decreciente (s,,) € cg, tales que T =Y 8p0y, x, (sugerencia: la descomposicién
polar puede ser util). En este caso se tiene ||T|| = s;. Los coeficientes s, se llaman
valores singulares de T (observar que s2 € o,(T*T) ).

Operadores de Hilbert-Schmidt. Sean H y K espacios de Hilbert.

a) Supongamos que (e;) y (f;) son bases ortonormales del espacio de Hilbert H.
Probar que si T' € B(H, K), entonces >, || Te;||> = >, I T f: .

b) SiT € B(H, K), se define ||T||2 := />, [|[Teil|?, y se dice que T" es un operador de
Hilbert-Schmidt si || T||2 < co. Denotaremos por L?(H, K) el conjunto de opera-
dores de Hilbert-Schmidt de H en K, y simplemente por L?(H) si H = K. Probar
que F(H,K) C L*(H,K) C K(H,K), y que F(H,K) es denso en L?(H, K)

¢) Probar que (L?(H, K), || ||2) es un espacio de Hilbert, y describir el correspondiente
producto interno.

d) Probar que ||T|| < ||T||2, y deducir que L?(H) C K (H). ;Estos espacios son igua-
les? (sugerencia: caracterizar los operadores autoadjuntos de Hilbert-Schmidt).

Operadores de clase traza. Sea H un espacio de Hilbert separable. Se dice que T' € B(H)
es de clase traza si existen sucesiones (Yn)n>0 ¥ (2n)n>0 contenidas en la bola unidad
de H, y una sucesién (A, )n>0 € ¢! tales que:

Ty = Z A, yn)2n, Yo € H.

n=1

Se define entonces: || T, := f{}_, > [An|: (An)n>0 como arriba}.

a) Probar que T es de clase traza siy sélo si T* lo es, y entonces ||T'|| < ||T||, = ||T*]|.-

b) Mostrar que si T es de clase traza, To = Y 7 | Ay (@, Yn)2n, Vo € H, y si (e)r>1 €s
una base ortonormal de H, entonces Y 2, |(Tex, ex)| < ||T||, (sugerencia: recordar
que las sucesiones ({ex, Yn))k>0 ¥ ({€k, 2n))k>0 estdn en £2, y usar la desigualdad

de Cauchy-Schwarz).
¢) Mostrar que todo operador de rango finito es de clase traza.
d) Probar que todo operador de clase traza es compacto.

e) Sea T : ¢? — (2 tal que Tx(n) = n%rlx(n) Mostrar que 7' es compacto pero no es
de clase traza (sugerencia: usar la parte b) ).

f) Sea N € B(H) un operador normal. Demostrar que N es de clase traza si y
sélo si existe una base ortonormal (e)r>1 formada por vectores propios de N,
tal que si (ap)n>1 es la sucesion de los correspondientes valores propios, entonces
Y n>1 lan| < 0o. Mostrar que en ese caso se tiene ||N||, = >, <, |on|. Los opera-
dores de clase traza en H forman un espacio de Banach con || ||,, que se denota
L'(H).



