
Ejercicio 1. 

(a) El desplazamiento 𝑦(𝑥, 𝑡) de la cuerda lo podemos escribir como la suma de dos ondas, una 

que viaja en sentido positivo del eje 𝑥 y otra en el sentido negativo: 

𝑦(𝑥, 𝑡) = [𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑥]𝑒𝑖𝜔𝑡 

En el extremo 𝑥 = 0 la condición es de borde fijo. 

𝑦(0, 𝑡) = [𝐴 + 𝐵]𝑒𝑖𝜔𝑡 = 0 ⇒ 𝐵 = −𝐴 

⇒ 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝐴[𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝑒𝑖𝑘𝑥]𝑒𝑖𝜔𝑡 = −2𝑖𝐴 sin(𝑘𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

La fuerza 𝑓 en cualquier punto de la cuerda está dado por: 

𝑓 = |𝑇⃗ |
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= −2𝑖𝑘𝐴|𝑇⃗ | cos(𝑘𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

donde |𝑇⃗ | es el módulo de la tensión en la cuerda. En el punto medio 𝑥 = 𝐿/2 tenemos: 

−2𝑖𝑘𝐴|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿

2
)𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐹0𝑒

𝑖𝜔𝑡 

⇒ 𝐴 =
𝑖 𝐹0

2𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2 )

 

La velocidad 𝑣 en cualquier punto de la cuerda está dada por: 

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 2𝐴𝜔 sin(𝑘𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑡 =

𝑖𝐹0𝜔

𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2

)
sin (𝑘𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 

Por lo tanto, la impedancia mecánica en el punto medio vale: 

𝑍𝑚 (
𝐿

2
) =

𝑓 (
𝐿
2)

𝑣 (
𝐿
2)

=
𝑘|𝑇⃗ | cos (

𝑘𝐿
2 )𝐹0𝑒

𝑖𝜔𝑡

𝑖𝐹0𝜔 sin (
𝑘𝐿
2 ) 𝑒𝑖𝜔𝑡

= −
𝑖𝜌𝑐

tan (
𝑘𝐿
2 )

 

Donde hemos usado |𝑇⃗ | = 𝜌𝑐2 y 𝑐 = 𝜔/𝑘. 

(b) El desplazamiento en cualquier punto de la cuerda está dado por: 

𝑦(𝑥, 𝑡) =
𝐹0

𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2 )

sin(𝑘𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑡 

Por lo tanto, la amplitud del desplazamiento en el punto medio está dado por: 

𝑦 (
𝐿

2
, 𝑡) =

𝐹0

𝑘|𝑇⃗ |
tan (

𝑘𝐿

2
) 

(c) Si la frecuencia del forzante coincide con alguna de las frecuencias de los modos normales 

tenemos: 

𝑘 =
𝑛𝜋

𝐿
 

con 𝑛 = 1,2,3,… 



⇒ tan (
𝑘𝐿

2
) = tan (

𝑛𝜋

2
) = {

±∞   𝑠𝑖 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟
0 𝑠𝑖 𝑛 𝑝𝑎𝑟

 

En estas condiciones, el punto medio o bien es un nodo o un antinodo del modo normal 

correspondiente. En el caso del antinodo, el forzante introduce energía en un sistema cerrado 

que no tiene pérdidas, y como consecuencia la amplitud se vuelve infinita. Obviamente este 

resultado no es físicamente posible y es consecuencia de asumir un sistema lineal, cerrado 

(que las ondas no se “escapan” en los bordes) y sin pérdidas. 

 

Ejercicio 2. 

(a) La presión acústica de una onda esférica la podemos expresar como: 

𝑃′(𝑟, 𝑡) =
𝐴

𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) 

En virtud de la ecuación de Euler 

𝜌0

𝜕𝑣 

𝜕𝑡
= −∇𝑃′ 

tenemos: 

𝑖𝜔𝜌0𝑣 = − [−
1

𝑟2
−

𝑖𝑘

𝑟
] 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)𝑒̂𝑟 = [𝑖𝑘 +

1

𝑟
]
𝐴

𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)𝑒̂𝑟 

⇒ 𝑣 =
𝑖𝑘

𝑖𝜔𝜌0
[1 −

𝑖

𝑘𝑟
]
𝐴

𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)𝑒̂𝑟 =

1

𝜌0𝑐
[1 −

𝑖

𝑘𝑟
]
𝐴

𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)𝑒̂𝑟 

A una cierta distancia 𝑟0 de la fuente, la amplitud de la presión 𝑃0 vale 

𝑃0 =
𝐴

𝑟0
 

 mientras que la amplitud de la velocidad vale 

𝑣0 =
𝑃0

𝜌0𝑐
[1 + (

1

𝑘𝑟0
)
2

]

1/2

 

⇒ [1 + (
1

𝑘𝑟0
)
2

] = (
𝜌0𝑣0𝑐

𝑃0
)
2

 

⇒
1

𝑘𝑟0
= [(

𝜌0𝑣0𝑐

𝑃0
)
2

− 1]

1/2

 

⇒ 𝑟0 =
1

𝑘
[(

𝜌0𝑣0𝑐

𝑃0
)
2

− 1]

−1/2

 

En aire tenemos 𝜌0 = 1,2 𝑘𝑔/𝑚3 y 𝑐 = 340 𝑚/𝑠. Además, sabemos que la frecuencia de la 

onda es 𝑓0 = 100 𝐻𝑧 

⇒ 𝑘 =
2𝜋

𝜆
=

2𝜋𝑓0
𝑐

= 1,484 𝑚−1 



A esa distancia tenemos 𝑃0 = 2 𝑃𝑎 y 𝑣0 = 1,0 × 10−2 𝑚/𝑠. Sustituyendo estos valores en la 

ecuación para 𝑟0 encontramos: 

𝑟0 ≅ 0,30 𝑚 

(b) Saber la dirección de propagación de la onda en el punto 𝑟0 es equivalente a encontrar la 

posición de la fuente. Del resultado anterior sabemos que la fuente se encuentra en la 

superficie de una esfera de radio 𝑟0 centrada en el punto de medida. Una posibilidad para 

hallar la posición de la fuente es medir la amplitud de la presión acústica y la velocidad 

particular en tres puntos vecinos a 𝑟0, a una distancia 𝑑 de él y perpendiculares entre sí como 

se muestra en la figura.  

 

Con el mismo procedimiento del punto anterior podemos hallar la distancia 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 de la 

fuente a los puntos 1, 2 y 3 respectivamente. En un sistema de coordenadas con origen en 𝑟0, 

es posible determinar unívocamente la posición (𝑥𝑓 , 𝑦𝑓 , 𝑧𝑓) de la fuente pues cumple con las 

siguientes ecuaciones: 

𝑥𝑓
2 + 𝑦𝑓

2 + 𝑧𝑓
2 = 𝑟0

2 

𝑥𝑓
2 + 𝑦𝑓

2 + (𝑧𝑓 − 𝑑)
2

= 𝑟1
2 ⇒ 𝑟0

2 + 𝑑2 − 2𝑧𝑓𝑑 = 𝑟1
2 ⇒ 𝑧𝑓 = −

1

2𝑑
(𝑟1

2 − (𝑟0
2 + 𝑑2)) 

En forma análoga tenemos: 

𝑥𝑓 = −
1

2𝑑
(𝑟2

2 − (𝑟0
2 + 𝑑2)) 

𝑦𝑓 = −
1

2𝑑
(𝑟3

2 − (𝑟0
2 + 𝑑2)) 

Por lo tanto, la dirección de propagación de la onda se da en el sentido de la recta que une los 

puntos (𝑥𝑓 , 𝑦𝑓 , 𝑧𝑓) con el origen. 

En la práctica este procedimiento no se utiliza a menudo pues los detectores de onda tienen 

cierta directividad, lo que permite restringir la zona inicial de búsqueda. En lugar de una esfera, 

la zona inicial se restringe a una pequeña porción de la superficie de manera que, con medidas 

adicionales en la misma posición espacial, pero con diferente orientación angular del sensor es 

posible determinar la dirección de propagación de la onda.   



 

 

Ejercicio 3.  

(a) En 𝜃 = 0, sin(𝜃) = 0 ⇒ sin(𝑘𝑑 sin(𝜃)/2) = 0. Por lo tanto, la presión acústica vale: 

𝑃′(𝑟, 0) =
𝑁𝐴

𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) 

Este valor se repite cada vez que sin(𝑘𝑑 sin(𝜃) /2) = 0 ⇒ 𝑘𝑑 sin(𝜃) /2 = 𝑚𝜋 con 𝑚 entero. 

Por lo tanto, las posiciones angulares 𝜃𝑚 para las cuales la presión tiene el mismo valor que el 

lóbulo central están dadas por: 

sin(𝜃𝑚) =
2𝑚𝜋

𝑘𝑑
= 𝑚

𝜆

𝑑
 

(b) La condición para que la presión acústica sea nula es que se anule el numerador pero no el 

denominador del diagrama de directividad. Esto sucede en las posiciones angulares 𝜃𝑛 tal que 

sin((
𝑁

2
)𝑘𝑑𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑛)) = 0 

⇒
𝑁

2
 𝑘𝑑 sin(𝜃𝑛) = 𝑛𝜋 

⇒ sin(𝜃𝑛) =
2𝜋

𝑘𝑑
(
𝑛

𝑁
) = (

𝑛

𝑁
)
𝜆

𝑑
 

con la condición 𝑛/𝑁 ≠ 𝑚, con 𝑚 entero y además 𝑛 < [𝑁𝑑/𝜆], donde [] indica la parte 

entera de la cantidad. 

(c) Si se desea lóbulos principales en 𝜃𝑚 = ±𝜋/3 se debe cumplir 

sin (±
𝜋

3
) = ±

𝜆

𝑑
⇒ 𝑑 =

𝜆

sin (
𝜋
3
) 

 

La frecuencia de trabajo es 𝑓0 = 5000 𝐻𝑧 y la velocidad del sonido en agua 𝑐 = 1500 m/s 

⇒ 𝜆 =
𝑐

𝑓0
=

1500 𝑚/𝑠

5000 𝑠−1
=

3

10
 𝑚 

Además sin(𝜋/3) = √3/2. 

⇒ 𝑑 =
3

10

2

√3
=

3

5√3
=

√3

5
≅ 0,35 𝑚 

Si se desea que el ancho Δ del lóbulo central sea 3,1 º tenemos para la condición de campo 

nulo hallada en (b): 

sin (
Δ

2
) =

1

𝑁

𝜆

𝑑
⇒ 𝑁 =

𝜆

𝑑

1

sin (
Δ
2)

=
√3

2

1

sin(1,55º)
≅ 32 

Por lo tanto, para construir un arreglo lineal con las condiciones especificadas se necesitan 32 

fuentes simples separadas 0,35 m entre sí. 


