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Notaciones. En estas notas trabajaremos sobre un cuerpo arbitrario k de caracteristica cero. En el es-
tudio de las representaciones de sl, (k) asumiremos ademds que k es algebraicamente cerrado. Si A es un
subconjunto de un espacio vectorial V', escribiremos kA al subespacio generado por A. Si V' y W son dos es-
pacios vectoriales, escribiremos L(V, W) al espacio de transformaciones lineales de V en W, L(V) = L(V, V)
y V* = L(V,k). En general escribiremos zy en vez de x oy para la composicién de transformaciones lineales.

1. Conceptos basicos
Un corchete de Lie en un espacio vectorial L es un mapa bilineal [, | : L x L — L que verifica:
1. Antisimetria: [x,z] = 0, para todo = € L,

2. Condicion de Jacobi: [z, |y, z]] + [y, [z, x]] + [#, [z, y]] = 0, para todo x,y,z € L.

La primera condicién equivale a [z,y] = —[y,z], para todo x,y € L. Un dlgebra de Lie es un par (L,[, ])
en el cual L es un espacio vectorial y [, ] es un corchete de Lie en L.
Ejemplos 1.1. 1. El producto vectorial u A v es un corchete de Lie en R3. A R? con la estructura de

algebra de Lie inducida por el producto vectorial lo escribimos R3.

2. A todo espacio vectorial V' se le puede dar estructura de élgebra de Lie definiendo [u,v] = 0, para
todo u,v € V. El dlgebra de Lie asi obtenida se llama abeliana. Toda algebra de Lie de dimensién 0 o
1 es abeliana.

Cuando consideremos k™ como algebra de Lie, siempre supondremos que tiene estructura de algebra
de Lie abeliana, a menos que explicitemos lo contrario.

3. Si A es un algebra asociativa, entonces [z, y] = zy — yx es un corchete de Lie en A. A esta élgebra de
Lie la escribiremos Ay;.. Notar que A es conmutativa si y solo si Ap;e es abeliana.

4. Si V es un espacio vectorial, entonces el espacio L(V') de las transformaciones lineales de V en V' con la
composicién es un algebra asociativa. Escribimos gl(V') := L(V')Lie al dlgebra de Lie correspondiente.
Cuando V tiene dimension finita, a gl(V') se le llama el dlgebra general lineal.

5. El espacio de las matrices cuadradas M, (k) con el producto de matrices es un dlgebra asociativa, luego
le podemos asociar el dlgebra de Lie gl,, (k) = M, (k)pi. Al dlgebra gl, (k) también se le llama dlgebra
general lineal. Si B = {e;; : i,j = 1,...,n} es la base candnica de My (k), entonces e;jer = djreq y
por lo tanto

[eij, er) = djkei — Oueky, Vi, j,k,l=1,...,n.

Relacién con los grupos de Lie. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable (real o compleja) que
tiene estructura de grupo, de forma tal que las operaciones (g, f) = gf y g — g~ ! son mapas diferenciables.
Sea G un grupo de Lie con neutro e y g = T, G el espacio tangente a GG en e. Para cada g en G consideremos
el mapa int, : G — G definido por int,(f) = gfg~'. Sea Ad : G — L(g) definido por g — Ad,, siendo
Ady = d. (inty) : g — g. Consideremos ad = d.Ad : g — Tiq(L(g)) = L(g). Luego g tiene estructura' de
algebra de Lie definiendo [z,y| = ad,(y). Por ejemplo si consideramos el grupo general lineal GL,(R) =
{g € M,(R) : det(g) # 0}, entonces Tiq GL,(R) = M, (R). Si z € M,(R) es z = &(0), siendo a(t) = e'* la
exponencial matricial. Usando esto se prueba que vale ad,(y) = zy — yz; luego Tiqg GL,(R) = gl,,(R).

!Otra forma (equivalente) de obtener esta estructura, que es ver que g es isomorfa al espacio de los campos vectoriales
invariantes por traslaciones a la izquerda, el cual es un algebra de Lie con el corchete de campos.



Nota 1.2. A partir de ahora asumiremos que las dlgebras de Lie son de dimensién finita. Ademaéas, como
las algebras que nos interesan son las de Lie, en general abreviaremos “dlgebra de Lie” y “corchete de
Lie” por “algebra” y “corchete”, respectivamente. Cuando trabajemos con otro tipo de algebras lo diremos
explicitamente.

Si K y H son subespacios de un algebra L, definimos

(K, H] :=k{[k,h] : k€K, hEH}:{Z[kzi,hi]: kie K, hye H, i=1,...,m, m:1,2,...}.
i=1
Claramente [K, H| = [H, K].

Subailgebras. Un subespacio H de un &lgebra L se dice que es una subdlgebra si verifica [H, H] C H.
Escribiremos H < L para indicar que H es subalgebra de L. La restriccién del corchete de L a H induce en
H una estructura de algebra de Lie.

Proposicion 1.3. Sea L un dlgebra.

1. Si Hy < L, para todo o € A, entonces () ,cp Ho < L.

2. St H<LyK<H, entonces K < L. O
Ejemplos 1.4. 1. Si L es un algebra y x € L, entonces kx = {ax : a € k} C L es una subdlgebra
abeliana.

2. A las subdlgebras de gl,,(k) o de gl(V) se les llama dlgebras de Lie lineales. Veamos algunos casos impor-
tantes. Consideremos by, (k) el subespacio de gl, (k) formado por las matrices triangulares superiores,
n,, (k) el de las estrictamente triangulares superiores y 0,,(k) el de las diagonales:

I 0 = ... =« * 0 . 0
0 % ... =« 0 0 ... =x 0 * . 0
b (k) = S , ma(k) = S , (k) = .o
0 0 ... =% 00 ... 0 0 0 ... =

Es claro que 0, (k) es una subdlgebra abeliana de gl, (k). Los conjuntos {e;; : i < j} y {ej; - i < j}
son bases de b, (k) y n,(k), respectivamente. Notar que si i < jy k <1, es

€il, sik=j, 1<,

[eij,ekl] = 9§ —€kj, sik < j, 1= l, (1)
0, en otro caso.
Por otro lado si i < j es e;; = [eij, ej5]. De estas féormulas se deduce [b,,(k), b, (k)] = n,(k) y por lo

tanto by, (k) y n, (k) son subdlgebras de gl,, (k). Observar b, (k) = n, (k) @ 9,(k), como subespacios. Al
algebra n3(k) se le llama el dglgebra de Heisemberg.

3. Otro ejemplo importante de dlgebra de Lie lineal es el subespacio de gl,, (k) formado por de las matrices
de traza nula que escribimos sl,, (k) y llamamos el dglgebra especial lineal. Como la traza verifica tr(zy) =
tr(yx), entonces es claro que [gl,(k), gl,,(k)] C s, (k) y por lo tanto s, (k) es una subdlgebra de gl,, (k).

Anidlogamente, si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces al conjunto de los operadores
de V de traza nula se le llama también el dlgebra especial lineal y se le escribe sl(V).

Un morfismo de algebras de Lie entre dos algebras L; y Lo es un mapa lineal ¢ : L1 — Ly que verifica
o(lz,y]) = [p(z), o(y)], para todo z,y en L;. El morfismo se dice que es un monomorfismo, epimorfismo o
isomorfismo si es inyectivo, sobreyectivo o biyectivo, respectivamente. Un automorfismo es un isomorfismo
de un algebra en si{ misma.



Algebras de Lie clasicas. Sea (8 una forma bilineal en un espacio V' de dimensién finita n. Si definimos
gl(V)g := {x egl(V): ,B(J:(u),v) + ﬁ(u,x(v)) =0, Yu,v € V} ,

entonces gl(V)g es una subélgebra de gl(V'). Si fijamos una base B de V, entonces el isomorfismo natural
[ |5 : gl(V) — gl,(k) induce un isomorfismo gl(V)s ~ gl, ,(k), siendo b € M, (k) la matriz asociada a la
forma bilineal 5 en la base B y

gl (k) := {x € gl, (k) : 2'b+bx=0}.

Notar que la forma [ es simétrica, antisimétrica o no degenerada si y solo si b es una matriz simétrica,
antisimétrica o invertible, repectivamente.

Sea 3 : V x V — k una forma bilineal no degenerada. Si 3 es simétrica, diremos que gl(V')3 es un dlgebra de
tipo ortogonal y si es antisimétrica, diremos que gl(V') g es de tipo simpléctico. Si gl(V') 3 es de tipo simpléctico,
entonces la dimensién de V' es par. Las dlgebras simplécticas de la misma dimensién son isomorfas entre si.
Para las algebras ortogonales depende del cuerpo k; si k es algebraicamente cerrado, entonces son isomorfas
al dlgebra de las matrices antisimétricas, pero en otros casos hay mas clases de isomorfismo. Un ejemplo de
esto ultimo es el dlgebra de Lorentz gl ,(R), siendo b = diag(1,1,1, —1) € My(R).

En general se toma como modelo del dlgebra simpléctica a spy, (k) := gly, ,(k) y como modelos de las
dlgebras ortogonales a 502, (K) := gly, (k) y $02n41(k) := gly, 11 o(k), siendo?

. . 1 0 0
a={( % )y cop @, b=(Y ) cg@), e=[0 0 idi] € gl
—id,, O id, O .
0 id, O
Estas algebras se pueden describir explicitamente:
a b e
509, (k) = { <c —at> :a,b,ce My(k), b,c antlslmetrlcas} ,
a b g
5po, (k) = {<c —at> : a,b,ce My(k), b,c snnetrlcas} ,
a b ¢
s09,41(k) = —ct e f |:aek, bce Mixy(k), e, f,h € Myxn(k), h, f antisimétricas
bt h —et

Las siguientes familias de dlgebras son las algebras de Lie cldsicas.
A, : es el dlgebra especial lineal sly,41(k); dimsl,41(k) = n(n +2).
B, : es el dlgebra ortogonal s02,,41(k); dimsog,11(k) =n(2n +1).
Cy : es el dlgebra simpléctica spy, (k); dim spy, (k) = n(2n + 1).

D,, : es el dlgebra ortogonal s09,(k); dimsog, (k) = n(2n — 1).

*Hay cierta ambigiiedad en las notaciones: algunos usan so, (k) para las matrices antisimétricas o sp,, (k) para sp,,, (k).



Ideales. Un subespacio K de un dlgebra L se dice que es un ideal si verifica [K, L] C K. Notar que esta
condicién equivale a [L, K] C K. Escribiremos K < L para indicar que K es un ideal de L. Es claro que
todo ideal es una subdlgebra. Los subespacios 0 y L son ideales. Un ideal de L distinto de 0 y L se llama
propio. El ideal trivial es 0.

Proposicion 1.5. Sea L un dlgebra.
1. Si K<L yH<L, entonces [K, H <L y ademds [K,H C KN H.
2. Si Ko < L, para todo o € A, entonces (yep Ko < Ly D> ocn Ko < L. O

Ejemplo 1.6. Si A es un dlgebra asociativa, H C A una subdlgebra y K C A un ideal bilatero, entonces
H es una subélgebra y K es un ideal del dlgebra de Lie Ar;.. Considerando M, (k) como algebra asociativa,
se observa que b, (k) es una subdlgebra (asociativa) de M, (k) y que n,(k) es un ideal (asociativo) de by, (k);
luego b, (k) es una subdlgebra (de Lie) de gl,,(k) y que n,(k) es un ideal (de Lie) del dlgebra de Lie b, (k).

Sea L un algebra. Veremos algunas definiciones.
1. Dos elementos x,y € L conmutan si [z,y] = 0.

2. Si H es una subdlgebra de L, el centralizador Cr(H) y el normalizador Np(H) de H se definen®
mediante

CL(H)={z€eL: [x,h] =0, Vhe H},  Np(H)={xe€L: [z,h] € H, Vh € H}.

Notar que Cp(H) y N1 (H) son subalgebras de L; ademés H y Cp(H) son ideales de N, (H). Claramente
H es un ideal de L siy solo si Ni(H) = L; en este caso Cr,(H) resulta un ideal de L.

3. Elcentrode Les Z(L) :={x € L: [z,y] =0, Yy € L}; es un ideal abeliano de L. Notar Z(L) = CL(L).

4. El dlgebra derivada de L es el ideal L' = [L, L]. Notar que L es abeliana sii L' = 0 sii Z(L) = L.
Ejemplos 1.7. Los siguientes son ejemplos de algebras derivadas.

1. En el ejemplo 1.4 vimos que vale [by,(k), b, (k)] = n,, (k). Luego b, (k)" = n, (k).

2. Vale [gl,,(k), gl,, (k)] = [sl,(k), sl,, (k)] = sl (k) (ejercicio).

Un algebra L se dice simple si no es abeliana y no tiene ideales propios. Equivalentemente, L es simple si y
solo si L no tiene ideales propios y dim L > 2.

Observacion 1.8. Si el cuerpo k es algebraicamente cerrado y de caracteristica cero, entonces se prueba que

toda k-dlgebra de Lie simple es isomorfa a un dlgebra clasica 4,, (n > 1), B, (n > 2), C,, (n > 3), Dy, (n > 4),
o a una de las algebras excepcionales Eg, E7, Eg, Fy y G2. Estos nombres vienen de los diagramas de Dynkin.

Derivaciones. Una k-dlgebra abstracta* es un par (A, u) en el cual A es un k-espacio vectorial y p :
A x A — A es un mapa k-bilineal. Las algebras asociativas y las de Lie son ejemplos de dlgebras abstractas.

Si (A, ) es un dlgebra abstracta, una derivacion de A es un mapa lineal D : A — A que verifica

D(u(x,y)) = w(Dx,y) + p(z, Dy),  Vx,y € A

3Se puede definir un concepto més general que es el del centralizador C'x (X) o normalizador Nk (X) de un subespacio X en
una subdlgebra K de Lj; la definicién es la que uno se imagina y valen propiedades similares a las descritas.

4Se suele llamar “algebra” a lo que estamos llamando “dlgebra abstracta”, pero nosotros le llamamos asi porque la palabra
“algebra” la estamos usando para las dlgebras de Lie




Proposicién 1.9. Si (A, p) es un dlgebra abstracta, entonces
Der(A) :={D:A— A: D es una derivacion}
es una subdlgebra de Lie de gl(A); luego Der(A) es un dlgebra de Lie. O

Ejemplo 1.10. Si L es un &lgebra, entonces para cada = € L, el mapa ad, : L — L definido por ad,(y) =
[,y] para todo y € L, es una derivacién de L. Las derivaciones de este tipo se llaman internas y las otras
externas. Al espacio de las derivaciones internas lo escribimos ad(L).

Proposicién 1.11. Sea L un dlgebra. Si 6 € Der(L) y x € L, entonces [§, ad,] = ads(,). Luego ad(L) es un
ideal de Der(L). O

Ejemplo 1.12. Si A es un dlgebra asociativa, entonces Der(A) := {D : A — A : D es una derivacién} es
una subdlgebra de Lie de gl(A). Ademés para cada x € A el mapa ad, : A — A definido por ad,(y) = zy—yz
para todo y € A, es una derivacién del dlgebra asociativa A. Notar Der(A) C Der (Ar;) es una subédlgebra
de Lie y que ad, pensado en Der(A) coincide con ad, pensado en Der (Arje).

Operaciones con morfismos. Recordar que un morfismo entre dos algebras L1 y Lo es un mapa lineal
¢ : L1 — Lo que verifica p([z,y]) = [¢(z), ¢(y)], para todo x,y en L.

Proposicion 1.13. 1. El mapa identidad es un automorfismo.

2. La composicion de morfismos es un morfismo.

3. Si@: Ly — Ly es un isomorfismo, entonces ¢~ : Ly — Ly es también un isomorfismo. O
Proposicion 1.14. Sea ¢ : L1 — Lo un morfismo.

1. Ker (¢) es un ideal de L1 y Im(p) es una subdlgebra de Lo.

2. Si Hy < Ly, entonces ¢(Hy) < Lo. Si Hy < Lo, entonces p~*(Hs) < L1 y Ker () C =1 (Hs).

3. Si Ky <1 Ly, entonces (K1) <Im(p). Si Ky <1 Ly, entonces ¢~ (K3) <1 Ly y Ker () C p 1 (Ks). O
Observacion 1.15. 1. Dos élgebras de Lie abelianas son isomorfas si y solo si tienen la misma dimension.

2. Si ¢ : A — B es un morfismo de algebras asociativas, entonces ¢ : Arje — Brie €s un morfismo de
algebras de Lie. Los dos primeros ejemplos que siguen son un caso particular de esta construccion.

Ejemplos 1.16. 1. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita n y B es una base de V, entonces
[18:8l(V) — gl,(k) definido por z — [z]p, es un isomorfismo

2. El mapa gl,,(k) — gl(k™), A L4 (siendo L4(v) = Av, Yv € k™) es un isomorfismo.
3. La traza tr: gl,,(k) — k es un morfismo y su ntcleo es sl (k).
4. El mapa ad : L — gl(L), = — ad,, es un morfismo cuyo ntcleo es Z(L) y su imagen es ad(L).

Si B = {v1,...,v,} es una base de un algebra L, entonces existen escalares afj ek, i,j,k=1,...,n,
llamados constantes de estructura de L respecto a B, definidos por

n
[vi,v] = Zafjvk, Vi,j=1,...,n. (2)
k=1



Las propiedades del corchete implican

n
! l l § : k _m k m k. _m .
a’i’i = 0, aij = —aij, aijakl + ajlaki + aliakj = 07 VZ,], l, m = 1, oo, n. (3)
k=1
Reciprocamente, dado un espacio vectorial L de dimensién n, una base B = {v1,...,v,} de L y escalares

afj € k que verifican (3), entonces L admite estructura de algebra de Lie definiendo el corchete en la base B
mediante (2) y extendiéndolo bilinealmente.

Proposiciéon 1.17. Si Ly y Ly son dos dlgebras de la misma dimension, entonces Ly y Lo son isomorfas
si y solo si existe By base de L1 y Bo base de Loy tales que las constantes de estructura de Ly respecto a By
coinciden con las de Lo respecto a Bs. ]

Cocientes. Sea L un élgebra e K un ideal de L. Consideremos el espacio cociente L/K = {Zz: z € L},
siendoT =2+ K ={x+k: k€ K}. Entonces L/K tiene estructura de algebra definiendo [z, 9] := [z, y];
la proyeccién canénica m : L—L/K definida por x + T, es un epimorfismo de dlgebras de Lie.

Proposicién 1.18 (Propiedad universal del cociente). Sea ¢ : L1 — Lo un morfismo. St K es un ideal de
Ly tal que K C Ker (p), entonces eziste un tinico morfismo ¢ : L1 /K — Lo tal que ¢ om = . O

Proposicién 1.19 (Teoremas de isomorfismo).

1. Si @ : Ly — Ly es un morfismo, entonces Im(p) ~ Ly /Ker (¢), identificando ¢(x) <> .

2. i K<LyH<L, entoncesK+H<L,KﬂHQHyK—;;H:KﬁH.

3. Si K y H son ieales de L con K C H, entonces H/K es un ideal de L/K y Zé—f{ ~L/H. O
El segundo teorema de isomorfismo implica lo siguiente.
Corolario 1.20. Si L=K & H, con K<L y H < L, entonces L/K ~ H. O

Proposicion 1.21. Sea L un dlgebra e K un ideal de L. Consideremos
A={H: K<H<L}, B={K: K<L/K}.

Entonces las correspondencias A — B: H — H/K y B — A: K — 77 1(K) son inversas una de la otra,
preservan el orden de inclusion y llevan ideales en ideales. O

Suma directa. Si Ly y Lo son dlgebras, entonces su producto cartesiano Ly x Lo es un algebra definiendo

[(z1,22), (y1,92)] :== ([x1, 1], [22, ¥2]), Va1, y1 € L1, x2,y2 € Lo.

El espacio Ly x Lo con este corchete se llama la suma directa de L1 y Lo y se escribe Ly @ Lo. Notar que
las inclusiones ¢; : L; — L1 @ Lo y las proyecciones m; : Ly @ Lo — L;, © = 1,2, definidas por

Ll(l') = (l’,O), LQ(:U) = (an)7 ﬂl(x7y):$7 ﬂg(l’,y) =Y, vxEle yELQ
son morfismos de dlgebras de Lie.

Si pensamos Lj y Lo contenidos en Ly @ Lo (identificando L; ~ Ly x {0} y Lo ~ {0} x L9), entonces L;
v Lo son ideales de L1 ® Lo y L1 & Lo es la suma directa interna de L y Ls. Reciprocamente, si L es una
algebra y K y H son ideales de L tales que L = K @ H, entonces el mapa K x H — L: (i,j) — i + j,
es un isomorfismo de algebras. En forma andloga se ve que si L = K1 & --- ® K,, siendo K1,..., K, < L,
entonces L ~ K X --- x K,. Esto justifica que se escriba L1 & --- @ L, para el producto cartesiano de
algebras Ly X --- X Ly, con el corchete definido arriba.



Suma semidirecta. Sean L; y Lo dos dlgebras de Lie y § : Ly — Der(Ly) un morfismo de élgebras de
Lie. Consideremos el producto cartesiano L1 X Ly. Se prueba que el mapa

[(z1,22), (y1,y2)] = ([#1,91], Ouy (y2) — Oy, (w2) + [w2,92]), V1,41 € L, x2,y2 € L.

es un corchete de Lie en Ly X Lo; el algebra asi obtenida es la suma semidirecta de L1 y Lo y se escribe
Ly ®s Lo.

Si pensamos Ly y Lo contenidos en Ly @5 Lo en la forma usual, entonces L1 resulta una subdlgebra y Lo
un ideal. Reciprocamente, si un dlgebra L se puede descomponer de la forma L = H & K, en la cual H es
una subdlgebra y K un ideal, entonces existe un morfismo de dlgebras de Lie § : H — Der(K) tal que L es
isomorfa a H @5 K. Un ejemplo es b(n,k) = d(n,k) @ n(n,k), con n(n,k) < b(n,k) y 9(n,k) < b(n, k).

Sucesion exacta corta. Una sucesion exacta corta es una sucesion de morfismos de dlgebras de Lie
@ P
L1 — L2 — L3 (4)
tales que ¢ es un monomorfismo, 1 es un epimorfismo y Ker (1) = Im(¢p). Se suele usar la notacién
0—>L1£>L2£>L3—>0

para indicar que (4) es una sucesién exacta corta. Si existe una sucesién exacta corta como en (4), entonces
diremos que Lo es una extension® de L1 por Ls. La extensién se dice central si Im(p) C Z(Lg).

Ejemplos 1.22. 1. Si K es un ideal de L, entonces K — L 5 L/K es una sucesién exacta corta.

. . ¥ Ny
2. Si ¢ : L1 — Lo es un epimorfismo, entonces Ker () < L1 — Lo es una sucesién exacta corta.

3. Dada un élgebra L, el nicleo del morfismo ad : L — gl(L) es el centro Z(L) y su imagen es ad(L), por
lo tanto siempre le podemos asociar la sucesién exacta corta

0— Z(L) = L2 ad(L) — 0.
Luego L es una extensién central de ad(L) por Z(L). En particular L/Z (L) ~ ad(L) <Der(L) < gl(L).

Observacion 1.23. 1. Toda sucesién exacta corta es esencialmente del tipo dado por el ejemplo 1.22.1.
Es decir, si (4) es una sucesién exacta corta, entonces obtenemos el siguiente diagrama conmutativo,
en el cual las flechas verticales son isomorfismos

L1 Ld >L2

id > Lg
o]

@©(L1) — Ly ——» La/p(L1)

2. Decimos que la sucesién exacta corta (4) se escinde si existe un morfismo 1 : Lg — Lj tal que ¢pon = id.
SiL=H®®K,siendo H< Ly K<L,y consideramos p : L — H definida por p(h + k) = h, entonces
K < L % H es una sucesién exacta corta que se escinde. Toda sucesién exacta corta que se escinde
es esencialmente de ese tipo.

5La nomenclatura no es uniforme, algunos autores dicen que L es una extensién de Lz por L;.



Restriccién y extension de escalares. Sea k C K una extension de cuerpos. Si L es una K-dlgebra,
entonces L es una k-algebra por restriccion de la accién de K a k; escribiremos Ly al algebra asi obtenida. Por
otro lado, si L es una k-dlgebra, entonces el producto tensorial K ® L es un K-espacio vectorial definiendo

a-(b®x):=(ab)®x, Va,bekK, xe L.
A su vez el K-espacio K ®g L es un algebra definiendo
@z, bRy]:=ab® [z,y], Va,beK, z,ye€ L
y extendiendo bilinealmente. Se dice que K ®y L es el algebra obtenida extendiendo escalares de k a K.
Algebras de dimension menor o igual que tres. Sea L un algebra. Si L es abeliana y dim L = n,

entonces L ~ k™; luego el caso interesante es cuando L es no abeliana. Notar que si dim L < 1, entonces L
es abeliana.

Observaciones 1.24. Sea L un algebra.
1. Si B={ei1,...,en} es una base de L, entonces {[e;,e;] : ¢ < j} es un generador de L' = [L, L].
2. Si x,y € L son tales que [z,y] # 0, entonces {z,y} es LI
3. Si x € L', entonces tr(ad,) = 0.
Proposicién 1.25. Sidim L =2 y L no es abeliana, entonces existe {x,y} base de L tal que [x,y] =z. O

Luego a menos de isomorfismo hay una tnica élgebra no abeliana de dimensién 2. En ese caso L' = k{x} es
el tnico ideal propio de L = k{xz,y} y por lo tanto Z(L) = 0. Un ejemplo es L = {(§ )} < gla(k).

Teorema 1.26. Supongamos k = k. Sea L un dlgebra no abeliana de dimension 3. Entonces existe una base
B={x,y,z} de L tal que:

1. [x,y] =z, [z,2] = [y, 2] = 0.

2. [x,y]l ==z, [z, 2] = [y, 2] = 0.

3. [z,yl =y, [x,2] = pz, [y, 2] =0, para algin p € k*.

4- eyl =y, [z 2]l =y+2z [y,2] =0.

5. [z,y] = 2, [2,2] =2z, [2,y] = —2y. O
Observacion 1.27. Respecto al teorema anterior.

1. Enlos casos 1y 2 esdim L' =1, en los casos 3y 4 es dim L’ = 2 y en el caso 5 es dim L' = 3.

2. Las algebras del caso 1 son isomorfas al dlgebra de Heisemberg n3(k); las del caso 2 a la suma directa
de k con el dlgebra no abeliana de dimensién 2; las del caso 5 al dlgebra especial lineal sly(k); las de
los casos 3 y 4 pueden obtenerse como ciertas subélgebras de bs(k):

a 0 b a a b+c
caso 3: L, = 0 pa pc|: a,byceky; casod: L= 0 a c :a,b,cek
0 0 O 00 O

3. Las algebras de los casos anteriores no son isomorfas entre si. Si llamamos L, a un algebra del caso 3,
es L, ~ L, siysolosiv= ptl. Luego existen infinitas dlgebras del caso 3 no isomorfas entre si.
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2. Algebras solubles y nilpotentes

Sea L un élgebra. Notar que si K es un ideal de L, entonces L/K es abeliana si y solo si [L, L] C K. En
particular, L/[L, L] es abeliana.

2.1. Algebras solubles

La serie derivada de un algebra L es la sucesiéon de ideales LO 5 1M 513 5 ... definidos por
LO—=p, Lk [L(k’_l),L(k_l)] CVE=1,2,....
Un &lgebra L se dice soluble si existe m > 0 tal que L™ = 0.
Observacién 2.1. Si existe k tal que LE+Y) = LK) entonces L™ = LK) para todo n > k. Luego
1. Si L es tal que LD = L) £ 0 para algin k, entonces L no es soluble.
2. Si L # 0 es soluble, entonces existe m > 0 tal que
L=LO >0 5. ..o pm=1) 5 m _
Notar que L(k’)/L(kH) es abeliana para todo k; en particular L(™~Y es un ideal abeliano no nulo.
Ejemplos 2.2. 1. Si L es abeliana, entonces es soluble. En particular L = 0 es soluble.

2. Las algebras de dimensiéon menor o igual que dos son solubles.

3. Sabemos vale s, (k)" = sl,,(k), luego sl, (k) no es soluble si n > 2 (sl (k) = 0 es soluble). Andlogamente
de gl,, (k)" = sl,, (k) se deduce que gl,,(k) no es soluble si n > 2 (gl; (k) = k es soluble).

Ejercicio 2.3. 1. Las algebras de Lie de dimensién 3 no isomorfas a sly(k) son solubles (k = k).
2. El algebra b, (k) es soluble.
Proposicion 2.4. Sea L un dlgebra.
1. Si L es soluble y K < L, entonces K es soluble.
2. Si L es soluble y K < L, entonces L/K es soluble.
3. Si existe K < L tal que K y L/K son solubles, entonces L es soluble.
4. St K y H son ideales solubles de L, entonces K + H es un ideal soluble. ]

La proposicién anterior implica que en toda dlgebra L existe un (tinico) ideal soluble que contiene a todos
los ideales solubles de Lj; este ideal se llama el radical de Ly se escribe rad(L). Luego L es soluble si y solo
si rad(L) = L.

Ejercicio 2.5. Probar que si existe una sucesiéon de subalgebras L. = Hy D H; D --- D H, = 0 tales que
Hy1 < Hy y Hy/Hy4q es abeliana, para todo k, entonces L es soluble.

Observacion 2.6. Silas Hy, son como arriba, entonces H,_; es abeliana y Hp41 — Hy — Hy/Hp41 es una
sucesién exacta corta con Hy/Hyq abeliana. Luego del ejercicio 2.5 y la observacion 2.1 se deduce que las
algebras de Lie solubles son las que se obtienen por extensiones sucesivas de dlgebras abelianas.
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2.2. Algebras nilpotentes

La serie central descendiente de un éalgebra L es la sucesién de ideales L® D L' 5 L? O - - -, definidos por
=1, LF= {L’“_l,L} CVE=1,2,....

Notar L*/LF+1 c Z (L/Lk+1), para todo k. Un dlgebra L se dice nilpotente si existe m > 0 tal que L™ = 0.

Observacion 2.7. Si existe k tal que L*+t1 = L*_ entonces L™ = L*, para todo n > k. Luego si existe algtn k
tal que LFt!1 = L* £ 0, entonces L no es nilpotente, y si L # 0 es nilpotente, entonces existe m > 0 tal que

L=L2L'2...oL™'2L™=0.

Notar que L™~ ! es un ideal no nulo contenido en Z(L); luego Z(L) # 0.
Ejemplos 2.8. 1. Si L es abeliana, entonces es nilpotente. En particular L = 0 es nilpotente.

2. Vale L®) ¢ Lk para todo k. Luego nilpotente implica soluble.

3. El algebra no abeliana de dimensién 2 es soluble y no es nilpotente.

4. El algebra 0,,(k) es abeliana y por lo tanto nilpotente.
Ejercicio 2.9. El algebra n, (k) es nilpotente, mientras que el dlgebra b, (k) es soluble y no es nilpotente.
Observacion 2.10. Notar que 9,(k) y n, (k) son dos ejemplos bien distintos de algebras nilpotentes.
Proposicion 2.11. Sea L un dlgebra.

1. Si L es nilpotente y K < L, entonces K es nilpotente.

2. Si L es nilpotente y K < L, entonces L/ K es nilpotente. O

Proposicién 2.12. Sea L un dlgebra. Si existe un ideal K de L contenido en el centro de L tal que L/ K
es nilpotente, entonces L es nilpotente. O

Observacion 2.13. Si L = k{z,y} con [r,y] = z, entonces L' = k{z}. Luego dimL! = dimL/L! = 1.
Entonces L' y L/L' son abelianas y por lo tanto nilpotentes, pero L no es nilpotente.

Esto muestra que una extension de algebras nilpotentes es soluble, pero no es necesariamente nilpotente.

Observacion 2.14. Andlogamente a lo que vimos en la observacién 2.6, se tiene que las dlgebras de Lie
nilpotentes son las que se obtienen por “extensiones centrales” sucesivas de dlgebras abelianas.
2.3. Observaciones

Observaciones 2.15. 1. Si L es un dlgebra soluble o nilpotente, H, K son idealesde Ly ¢ : L — L es un
morfismo, entonces H N K, H + K y Im(y) son solubles o nilpotentes, respectivamente.

2. Sean k C K una extensién de cuerpos y L una k-algebra. Consideramos la K-algebra K ®y L. Es
inmediato observar que vale (K ®g L)h =Ko L"y (K®g L)(h) = K&y LM, para todo h € N. Luego
L es soluble o nilpotente si y solo si K®y L lo es. El resultado analogo para la restriccién de escalares
es inmediato, ya que las definiciones de L" y L") (h € N) no involucran a los escalares.

3. Dada un algebra L, siempre le podemos asociar la sucesiéon exacta corta
0— Z(L) — L% ad(L) — 0.

Luego L es soluble o nilpotente si y solo si lo es ad(L). Notar que ad(L) es una subdlgebra de gl(L).
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3. Los teoremas de Engel, Lie y Cartan

En esta seccién los espacios son de dimensién finita.

Una bandera en un espacio V' es una cadena de subespacios V = {Vp, V1,...,V,} tales que

0Oo=VWwcWc---CcV,=V,

con dim V; = 4, para todo i = 0,...,n.
Observacion 3.1. Si V = {Vy,V1,...,V,} es una bandera en V', entonces existe una base B = {v1,...,v,}
de V tal que {v1,...,v;} es base de V;, para todo i = 1,...,n. Reciprocamente, si B = {v1,...,v,} es una

base de V' y definimos Vy =0y V; = k{v1,...,v;}, para todoi = 1,...,n, entonces V = {Vp, V1,...,V,,} es
una bandera en V.

Sea V = {Vy,V1,...,V,} una bandera en V' y consideremos

n(V)={zegl(V): z(V;) CViq, Vi=1,...,n},
b(V) = {z € gl(V): 2(V;) C Vi, Vi=0,....n}.

Si B={vi,...,v,} es una base de V tal que {v1,...,v;} es base de V;, para todo i = 1,...,n, entonces
0 * * *
ren(V) & [z]g €ny(k) = ; z€b(V) & [z]g € byk) = .
0 0 0 *

Luego n(V) C gl(V) es una subélgebra nilpotente, b()) C gl(V) es una subdalgebra soluble y n(V) = b(V)'.
Notar que si z € n(V), entonces x : V' — V es nilpotente (i.e. existe m > 0 tal que 2™ = 0).

3.1. Los teoremas de Engel

Observacion 3.2. SiV #0y x:V — V es nilpotente, entonces existe 0 # v € V tal que x(v) = 0.

Teorema 3.3 (Engel 1). Sea V' # 0 un espacio vectorial y L una subdlgebra de gl(V') formada por elementos
nilpotentes. Entonces:

1. Existe 0 #v €V tal que x(v) =0, para todo x € L.
2. Existe una bandera V en'V tal que L C n(V).
3. Eriste una base B de V tal que [x]z es estrictamente triangular superior, para todo x € L.
Luego L es nilpotente. O

Observaciones 3.4. 1. Es claro que vale también el reciproco, luego si L es una subdlgebra de un gl(V)
con V' # 0, entonces existe una bandera V en V tal que L C n(V) si y solo si L estd formada por
elementos nilpotentes.

2. El conjunto 9, (k) de las matrices diagonales es una subdlgebra nilpotente de gl, (k) ~ gl (k™) que no
estd formada por elementos nilpotentes, luego no existe una bandera V en k™ tal que 9,,(k) C n(V).

Decimos que un elemento = € L es ad-nilpotente si ad, : L — L es nilpotente.

Teorema 3.5 (Engel 2). Un dlgebra L es nilpotente si y solo si todo x € L es ad-nilpotente. O
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3.2. El teorema de Lie
Sea L una subdlgebra de gl(V'). Si A € L*, definimos
Vi ={veV: z@) =Nz, Vo e L}
Decimos que un subespacio W C V es L-invariante si (W) C W, para todo x € L.

Lema 3.6 (Dynkin). Si L es una subdlgebra de gl(V), A un ideal de L y A\ € A*, entonces el subespacio
Vf es L-invariante. O

Observacion 3.7. Si L es un dlgebra y A C L es un subespacio tal que [L, L] C A, entonces A < L.
Teorema 3.8 (Lie). (k =k) Sea V # 0 un espacio vectorial y L una subdlgebra soluble de gl(V'). Entonces
1. Existe A € L* tal que V/\L #0.

2. Existe una bandera V en'V tal que L C b(V).

3. Existe una base B de V' tal que [x]z es triangular superior, para todo x € L. O
Corolario 3.9. (R = k) Si L es soluble, entonces existe una bandera de ideales de L. ]
Corolario 3.10. Si L es soluble, entonces ad, : L — L es nilpotente, para todo x € [L, L]. O

Observacion 3.11. El corolario anterior se prueba usando primero el corolario 3.9 en el caso k = k; el caso
general se obtiene pasando a k ® L, usando ad;g, = id ®ad,, para todo x € L.

Teorema 3.12. Sea L un dlgebra. Entonces L es soluble si y solo si [L, L] es nilpotente. O

3.3. Descomposicion de Jordan
En esta subseccién es k = k.
Diremos que = € L(V) es semisimpleS si x : V — V es una transformacién lineal diagonalizable.

Proposicién 3.13. Six € L(V), entonces existen unicos s,n € L(V) tales que x = s+mn y sn = ns, siendo
s semisimple y n nilpotente. Ademds existen dos polinomios p,q € k[X| sin términos independientes, tales

que s = p(x) y n = q(z). O

La descomposicién x = s + n se llama descomposicion de Jordan de x, s es la parte semisimple y n es la
parte nilpotente de x.

Ejercicio 3.14. Sea x € gl(V'). Si z : V. — V es diagonalizable o nilpotente, entonces ad, : gl(V') — gl(V)
es diagonalizable o nilpotente, respectivamente.

Proposicién 3.15. Siz € L(V) y x = s+ n es su descomposicion de Jordan, entonces ad, = ads + ad,, es
la descomposicion de Jordan de ad, : gl(V') — gl(V). O
Ejercicio 3.16. Sea (A, u) un dlgebra abstracta y 0 € Der(A). Si escribimos p(z,y) = = * y, entonces

n

6= A+ pid)"(zxy)=>_ (:‘) (6 — Nid)!(z) * (6 — pid)" " (y), VA uek, z,y € A, neN.
=0

Proposicién 3.17. Sea (A, ) un dlgebra abstracta de dimension finita. Si 6 € Der(A) y § = 05 + 0y, s su
descomposicion de Jordan en Lx(A), entonces ds, 0y, € Der(A). O

SEn general se dice que = € L(V) es semisimple si su polinomio minimal tiene solo raices simples, pero cuando k = k esto
equivale a que sea diagonalizable.
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3.4. El criterio de Cartan
Observacion 3.18. Si z,y,z € gl(V), entonces tr (z[y, 2]) = tr ([z, y]z).

La prueba del criterio requiere del siguiente resultado.

Lema 3.19. (k=k) Sea V un espacio y A C B subespacios de gl(V). Consideremos M = {z € gl(V) :
[x,B] C A}. Si x € M verifica tr(xy) = 0 para todo y € M, entonces x : V — V es nilpotente. O

Teorema 3.20 (Criterio de Cartan). Si L es una subdlgebra de gl(V'), entonces L es soluble si y solo si
tr(zy) = 0, para todo x € [L,L], y € L. O

Observacion 3.21. El criterio de Cartan se prueba usando primero el lema anterior en el caso k = k; el caso
general se obtiene pasando ak ® L <k ® gl (V) ~ gl (k® V), usando tr(a ® z) = atr(z), Va ek y z € L.

4. Semisimplicidad

En esta seccién L es un algebra arbitraria.

4.1. Forma de Killing

La forma de Killing de L es la forma bilineal simétrica k1, : L x L — k definida por
kr(z,y) = tr(adgady), Vz,y € L.

Cuando no de lugar a confusion escribiremos x en vez de k..

Ejemplos 4.1. 1. Sea L el dlgebra no abeliana de dimensién 2 con base B = {z,y} tal que [z,y] = =.
La matriz asociada a su forma de Killing en la base B es Mp(k) = (§9).

2. Sea L = sly(k) con base B = {e, f, h} tales que [e, f [h,e] =2ey [h, f] = —2f. Entonces
0 4 0
4 0 0
0 0 8
Observacion 4.2. La forma de Killing verifica: x([z,y], z) = k(z, [y, 2]), Vz,y,z € L.
Lema 4.3. Sea V' un espacio de dimension finita y o € L(V). SiW C V es un subespacio tal que Im(p) C W
(lo cual implica (W) C W), entonces tr(p) = tr (¢|w). O
Proposicién 4.4. Si K es un ideal de L, entonces kg = Kr|Kkxk - ]

Observacion 4.5. La proposicién anterior no vale para subalgebras.

Ejemplos 4.6. 1. Es un ejercicio el probar que la forma de Killing de gl,, (k) es

k(z,y) = 2ntr(xy) — 2tr(x) tr(y), Vz,y € gl, (k).
Luego la forma de Killing de sl,, (k) es x(z,y) = 2ntr(zy).
2. Se prueba que la forma de Killing del dlgebra ortogonal so, (k) C gl, (k) es
k(z,y) = (n—2)tr(zy), Vz,y € so,(k),
y la del dlgebra simpléctica sp,, (k) C gly, (k) es

R(z,y) = 20+ 1) tr(ay), Va,y € sp, ().
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Si k es la forma de Killing de L y A es un subconjunto de L, definimos
At ={zeL: k(z,y) =0, Vy € A}.
Claramente A+ es un subespacio de L. Notar que & es no degenerada si y solo si L+ = 0.
Ejemplo 4.7. Si L = k{z,y} es el dlgebra no abeliana de dimensién 2 (ejemplo 4.1), entonces L+ = k{z}.
Proposicién 4.8. 1. Si K < L, entonces K+ <1 L. En particular L+ < L.
2. Si K es un ideal abeliano de L, entonces K C L+ . O
Proposicién 4.9 (Cartan). L es soluble si y solo si k(z,y) =0, para todo x € [L, L], y € L. O

Observacion 4.10. Si la forma de Killing de L es nula, entonces es claro que L es soluble. Por otro lado el
algebra no abeliana de dimensién 2 es soluble y su forma de Killing no es nula.

Corolario 4.11. El ideal L* es soluble; luego L+ C rad(L). O

4.2. Semisimplicidad

Un élgebra L se dice semisimple si rad(L) = 0, es decir, si L no contiene ideales solubles no nulos.
Proposicion 4.12. Un dlgebra es semisimple si y solo si no contiene ideales abelianos no nulos. 0
Observaciones 4.13. 1. Un élgebra L es semisimple y soluble si y solo si L = 0.

2. Toda algebra simple es semisimple.

3. Si L # 0 es semisimple, entonces dim L > 3. Eso se debe a que las dlgebras de dimensiéon menor o
igual que dos son solubles. De las algebras con dimensién 3 (y k= k), tenemos que sly(k) es simple
(y por lo tanto semisimple) y las otras son solubles.

Proposicién 4.14. Para toda dlgebra L se cumple que L/rad(L) es semisimple. O
Proposicion 4.15. Un dlgebra L es semisimple si y solo si su forma de Killing es no degenerada. U

Decimos que un ideal K de L es simple o semisimple, si lo es como algebra. Tener en cuenta que los ideales
de K (pensando K como algebra) son subdlgebras de L, pero no necesariamente son ideales de L.

Proposicion 4.16. Sea L un dlgebra y K1, ..., K; ideales de L tales que L = K1 ® - -- ® K. Entonces

1. Para cadat=1,...,t, se cumple que st H es un ideal de K;, entonces H es un ideal de L.

2. Vale LY = Ki- © --- @ Kj-, siendo Kj- == K- N Kj, = {z € K}, : k(x,y) =0, Yy € Ky}

3. FEl dlgebra L es semisimple si y solo si K1,...,K; son ideales semisimples. O
Corolario 4.17. Si Ly, ..., L; son dlgebras simples, entonces L = L1 X --- X Ly es semisimple. ]

Observacion 4.18. Sea V un espacio de dimensién finita y £ : V x V — k una forma bilineal simétrica no
degenerada. Si W es un subespacio de V y consideramos W+ = {v € V : k(v,w) =0, Yw € W}, entonces
dim W + dim W+ = dim V (en general no vale V. =W @ W+).

Proposicién 4.19. Si L es un dlgebra semisimple y K es un ideal de L, entonces L = K @& K. O
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Corolario 4.20. Si L es un dlgebra semisimple y K es un ideal de L, entonces K y L/K son semisimples.
Luego toda imagen homomdrfica de L es semisimple. O

Observacion 4.21. Si L # 0 es un dlgebra arbitraria y 0 # x € L, entonces H = k{z} es una subélgebra de L
que es soluble y no nula, y por lo tanto H no es semisimple. Luego una subalgebra de un algebra semisimple
no tiene porqué ser semisimple.

Teorema 4.22. Sea L # 0 un dlgebra semisimple.

1. Existen Ky, ..., Ky ideales simples de L tales que L = K1 & --- ® K;.

2. Todo ideal simple de L coincide con algin K;. Luego la descomposicion de arriba es unica a menos
del orden de los sumandos.

3. Todo ideal no nulo de L es suma directa de ideales simples de L.
4. L =L, L]. O

Observacion 4.23. El teorema anterior implica que si un algebra semisimple tiene dimensién menor que 6,
entonces es simple. En dimensién 6 tenemos sla(k) @ sla(k) que es un dlgebra semisimple que no es simple.

Observacion 4.24. Toda édlgebra L se puede poner en una sucesién exacta corta
0 —rad(L) - L — L/rad(L) — 0.

Se prueba que esta sucesion se escinde (teorema de Levi, ver [2]) y por lo tanto existe una subélgebra H C L
tal que L = rad(L) @ H, siendo rad(L) un ideal soluble y H ~ L/rad(L) una subélgebra semisimple. En
esta situacién se dice que L =rad(L) & H es una descomposicion de Levi de L.

Mais adelante veremos otras propiedades de las dlgebras semisimples, que se prueban usando representaciones.

5. Representaciones

En esta seccién es k = k. Algunos resultados no requieren esta hip6tesis (por ejemplo, no se necesita en la
subseccién siguiente), pero los més importantes si, asi que para no estar agregando esta hipdtesis todo el
tiempo, la imponemos desde el principio.

5.1. Definiciones y resultados basicos

Sea L un algebra.

Una representacion lineal de L es un morfismo p : L — gl(V'), siendo V un espacio vectorial (V' puede ser
de dimensién infinita). Una representacion matricial de L es un morfismo p : L — gl,(k), para cierto n. Es
equivalente tener una representacion matricial a tener una representacion lineal de dimension finita.

Si p: L — gl(V) es una representacién, entonces p(L) C gl(V') es una subdlgebra y Ker (p) C L es un ideal.
La representacion p : L — gl(V') se dice fiel si Ker (p) = 0; en este caso es L >~ p(L) < gl(V).

Observacion 5.1. Toda algebra de Lie de dimensién finita sobre R o C admite una representacion fiel (teorema
de Ado, ver [2]) y por lo tanto es isomorfa a un dlgebra de Lie lineal.

Una accién de L en un espacio vectorial V' es un mapa k-bilineal L x V' = V que verifica
[:L‘,y]v:m(yv)—y(:rv), Va:,yEL,vEV.

Si existe una accién de L en V diremos que L actia en V' y que el par (V,-) es un L-mddulo. Cuando no
dé lugar a confusion diremos simplemente que V' es un L-mddulo. Es equivalente tener una representacion
lineal de L en V a tener en V una estructura de L-médulo (definir p,(v) = 2 - v, para todo x € L, v € V).
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Observacion 5.2. Si A es un élgebra asociativa, un A-mddulo es un par (V,-) en el cual V' es un espacio
vectorial y A x V' — V es una accién de A en V, es decir, un mapa bilineal tal que

lv=v, YeV; (zy)-v=x--(y-v), Ve,y € A, veV.
Es claro que si V es un A-mddulo, entonces la misma accién le da a V' una estructura de Ap;-mddulo.

Ejemplos 5.3. 1. Si L es un algebra de Lie abeliana, entonces una transformacién lineal p : L — gl(V)
es una representacion si y solo si pypy = pyps, para todo z,y € L. Notar que para que p sea una
representacion, alcanza con que se verifique esta condicion en los elementos de una base de L.

En particular, si {e1,...,e,} es una base de L y ¢ € gl(V') es arbitraria, entonces podemos definir una

representacién p : L — gl(V') mediante pe, = @ y pe, = -+ = pe,, = 0 (v extendiendo linealmente).

2. Toda transformacién lineal p : k — gl, (k) es una representacion del algebra del Lie (abeliana) k, y
es de la forma p, = xA para todo x € k, siendo A = p; una matriz arbitraria fija. En lo que sigue
veremos para n = 2 que, tomando distintos valores de A, podemos obtener representaciones de k con
propiedades bien diferentes.

) es nilpotente para todo x € k.

> ) es diagonalizable para todo x € k.

no es diagonalizable para ningin 0 # z € k.

3. La representacién adjunta de L es ad : L — gl(L). Notar que ad es fiel si y solo si Z(L) = 0; en este
caso es L ~ ad(L) < gl(L). Por ejemplo, si L es semisimple, entonces ad es fiel.

4. Si L C gl(V) es un élgebra lineal, entonces la inclusién L < gl(V') es una representacién fiel llamada
la representacién natural de L.

5. La representaciéon natural de gl,, (k) en k™ es el isomorfismo canénico gl, (k) ~ gl (k™). Corresponde a
gl,,(k) actuando en k™ por multiplicacién.

6. La representacion trivial de L es el morfismo nulo L RN gl(k) ~ k. Nunca es fiel a menos que L = 0.

. . S 0 -
7. Si V es un espacio arbitrario, entonces el morfismo nulo L — gl(V') es una representacién de L en V.
En ese caso se dice que L actia trivialmente en V.

El Algebra envolvente. Sabemos que a toda dlgebra asociativa A le podemos dar una estructura de
algebra de Lie, definiendo [z,y] = zy — yz, para todo z,y € A. Ahora veremos una correspondencia en
sentido contrario, de las dlgebras de Lie a las dlgebras asociativas.

Sea L un algebra de Lie. Consideremos T'(L) = @72, T"L el 4lgebra tensorial sobre el espacio L. Definimos

T(L)
(x®y—y®x—[w,y]: x7y€L>.

U(L) :=

El dlgebra asociativa U(L) es el dlgebra envolvente (o universal) de L. Consideremos el mapa ¢ : L — U(L)
definido por L < T(L) = U(L), siendo 7 : T(L) — U(L) la proyeccién canénica. Notar que ¢ : L — U(L)Lic
es un morfismo de algebras de Lie.
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Proposicién 5.4 (Propiedad universal del algebra envolvente). Para toda dlgebra asociativa A y todo
morfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — Ap;, existe un unico morfismo de dlgebras asociativas ¢ : U(L) — A
tal que el siguiente diagrama conmuta

L— A

©
L % O

U(L)

Como en la defincién de U(L) el ideal por el que dividimos estd generado por elementos de grado mayor
o igual que 1, se tiene que la restriccién de 7 : T(L) — U(L) a k C T(L) es inyectiva. Luego pensamos
k c U(L). Para simplificar las ideas, en lo que sigue asumiremos que L tiene dimensién finita (aunque no
es necesario).

Teorema 5.5 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Si {e1,...,en} es una base de L, entonces

{1} u{ele) --ules,): 1<in <---<ip<n, k=1,2,...}
es una base de U(L). O
Al resultado anterior se le suele llamar el teorema PBW (para una prueba, ver por ejemplo [3]).
Corolario 5.6. El mapa ¢ : L — U(L) es inyectivo. O

Luego podemos pensar L C U(L). En ese sentido, un elemento genérico de U(L) se puede escribir como
suma de elementos de k con elementos de la forma =1 ---z,, siendo z1 ...z, € L,n=1,2,...

Sip: L — gl(V) es una representacién del dlgebra de Lie L, entonces la propiedad universal de U (L) nos dice
que p induce un morfismo de algebras asociativas p: U(L) — L(V), lo cual es lo mismo que una estructura
de U(L)-médulo en V. Reciprocamente, toda estructura de U(L)-médulo en un espacio V', equivale a tener
un morfismo de algebras asociativas n : U(L) — L(V), lo cual induce un morfismo de &lgebras de Lie
nlp : L = U(L) 3 gl(V) y por lo tanto una estructura de L-médulo en V. En resumen, es equivalente
tener en un espacio V' una estructura de L-mddulo (en el sentido de élgebras de Lie) que una estructura de
U(L)-médulo (en el sentido de algebras asociativas).

Submdédulos. Si (V) es un L-médulo, un L-submddulo es un subespacio W de V tal que x-w € W, para
todow € Wy xz € L. El médulo trivial es 0. Un moédulo V' siempre tiene a 0 y V' por subméddulos, todo otro
submédulo se dice propio. Claramente un L-submédulo W C V' es un L-médulo restringiendo la accién en
V a W. Notar que los submddulos de la representacién adjunta son los ideales.

Ejemplo 5.7. Si L es un algebra de Lie abeliana y consideramos la representacién de L en un espacio
vectorial V' vista en el ejemplo 5.3.1, entonces los L-submddulos de V' son sus subespacios -invariantes.

Sea V un L-médulo. Si {W;}icx es una familia de submédulos de V, entonces ;e Wiy ;e Wi son
submodulos de V.

El submddulo generado por un subconjunto S de V es la interseccién de todos los submddulos de V' que
contienen a S, y por lo tanto es el menor submdédulo de V' que contiene a S. Para describirlo es mejor pensar
a V' como U(L)-médulo. El L-submédulo generado por v € V' coincide con el U(L)-submédulo generado por
veV,queesU(L)-v={z-v: z € U(L)}. Notar que si z1,...,z, € L y consideramos z ---x, € U(L),
entonces

(21 an) v =a1 (T2 (- (Tn-0) ). (5)

19



Luego el L-submoddulo generado por un elemento v € V' se puede describir mediante
k{v} +k{(z1---2zp)-v: Vor,...,2np €L, n=1,2,...}.

El espacio de invariantes de V es VE = {veV: xz-v=0, Vo € L}; es un submédulo trivial maximal.

Un morfismo de L-médulos entre dos L-moédulos V' y W es un mapa lineal ¢ : V. — W que verifica
o(z-v) =z-p(v), paratodox € L,v € V. Sip: V — W es un morfismo, entonces Ker () C V y Im(p) C W
son submédulos; ademds, si Vo C V' 'y Wy C W son submddulos, entonces o(Vy) € Wy o1 (Wy) C V son
submédulos. Las nociones de epimorfismo, monomorfismo e isomorfismo son las de siempre. Al conjunto de
los morfismos de V' en W lo escribimos Homyp, (V, W). Es facil de probar que Homp (V, W) es un subespacio
de L(V, W) y por lo tanto Homz,(V, W) es un espacio vectorial con la suma y producto por escalares usuales.

Cocientes. Si W es un submdédulo de V', entonces el espacio cociente V/W tiene estructura de L-mdédulo
definiendo x - T = T -0 y el mapa candnico w : V. — V/W es un epimorfismo de L-mé6dulos.

Proposicién 5.8 (Propiedad universal del cociente). Si ¢ : V. — W es un morfismo y U C V es un
submddulo tal que U C Ker ¢, entonces existe un iunico morfismo ¢ : V/U — W tal que ¢ (V) = ¢(v), para
todov € V. O

Proposicién 5.9 (Teoremas de isomorfismo).
1. Sip:V — W es un epimorfismo, entonces W ~ V/Ker (¢).

. . uo+w o W
2. SiU y W son submddulos de V', entonces =7~ =~ g -

3. 85U yW son submddulos de V con U C W, entonces % ~V/W. O
Observacion 5.10. El segundo teorema de isomorfismo implica que si V.= U @ W, entonces V/U ~ W.

Proposiciéon 5.11. Sea V un L-mddulo y Vo un submddulo de V. Consideremos
A={W: VycCcW CV, W submédulo de V}, B=A{U: U es submddulo de V/Vp}.

Entonces las correspondencias

A — B B — A
W = W/’ U — = YU)

son tnversas una de la otra y preservan el orden de inclusion. O

Operaciones con médulos. Sean V' y W dos L-mddulos.

1. El espacio L(V, W) es un L-médulo definiendo (x - ¢)(v) = x - ¢(v) — p(z - v). Notar que el espacio de
invariantes £(V, W)¥ coincide con el espacio de morfismos de L-médulos Homy (V, W).

En particular V* es un L-mdédulo definiendo (z - a)(v) = —a(x - v).
2. El producto cartesiano V' x W es un L-médulo definiendo z - (v, w) = (z - v,z - w).

3. Si {Vi}ier es una familia de L-médulos, entonces su producto cartesiano [[,.; Vi es un L-mdédulo
definiendo z - (v;)ier = (2 - v3);er. Notar que la suma directa @),.; V; es un submédulo de [[,.; V.
Luego @,c; Vi es un L-médulo definiendo - >, ;vi = > ;72 - vs

4. El producto tensorial V @ W es un L-médulo definiendo z- (v @ w) = (z - v) @ w + v & (x - w).
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5. Si Vi,...,V, son L-médulos, entonces su producto tensorial V3 ® --- ® V}, es un L-médulo definiendo

n
x(v1®®vn):ZUl®®(ijl)®®vn
=1

6. El dlgebra tensorial T'(V) = @, , 7"V es un L-médulo con la estructura de la suma directa, definiendo
que L actia en TV =k en forma trivial y en 7"V = V®" (n > 1) como en el {tem anterior.

7. Las algebras exterior A(V) = @, A"V y simétrica S(V) = @,2, S™V son L-médulos definiendo

n n

x(vl/\/\/Un):Z/Ul/\/\(xvl)/\/\vn7 'f(vlvn):Zvl(xvl)vn
=1 =1

Notar que L actia en T'(V) por derivaciones: z - (ab) = (x - a)b + a(x - b), para todo x € L, a,b € T(V);
lo mismo sucede con la accién de L en A(V) y S(V). Ademds, las componentes homogéneas TV C T'(V),
A"V C A(V)y 8"V C S(V) son L-submédulos, para todo n.

Sucesion exacta corta. Una sucesidn exacta corta de L-mdodulos es una sucesién de morfismos de médulos
@ Y
0—-Vi=>V-=Va—0 (6)
tales que ¢ es un monomorfismo, 1 es un epimorfismo y Ker (¢) = Im(¢p).

Ejemplos 5.12. 1. Si V es un médulo y W C V es un submédulo, entonces W — V 5 V/W es una
sucesion exacta corta. De la misma forma que en el caso de dlgebras, se prueba que toda sucesion
exacta corta es esencialmente de este tipo.

. . ) ¥ Ny
2. Si ¢ : Vi — V3 es un epimorfismo de mddulos, entonces Ker (¢) < Vi — V3 es una sucesién exacta
corta.

3. Si V es un médulo y W1, Wy C V son submddulos tales que V = W7 @ Wy, entonces Wy G4y Wy
L P . . . . .
y Wo 3 V 2 W son sucesiones esactas cortas, siendo ¢1,t2 y p1, p2 las inclusiones y proyecciones
asociadas a la suma directa,

Decimos que la sucesién exacta corta (6) se escinde si existe un morfismo 7 : Vo — V tal que ¢n = idy,.
Proposicién 5.13. Dada una sucesion exacta corta (6), las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. Existe un morfismo n: Vo =V tal que ¢¥n = idy,.
2. Eziste un morfismo v : V. — Vi tal que vy = idy;.

3. Eziste un isomorfismo o : V. — Vi & Vs tal que el siguiente diagrama conmuta

n—20v—2 5w

bl e

Vi = Viel o
Los siguientes resultados son consecuencia directa del lema de Dynkin y del teorema de Lie.
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Lema 5.14 (Dynkin). Si V un L-mddulo de dimension finita, A un ideal de L y A\ € A*, entonces el
subespacio VA :={v eV : z-v=\a)v, Yz € A} es un L-submddulo de V. O

Teorema 5.15 (Lie). Sea L soluble y p : L — gl(V') una representacion, con 0 # V de dimensidn finita.
Entonces:

1. Existen N € L* y0# v €V tales que x - v = \(x)v, para todo x € L.
2. Existe una bandera V en V' formada por submddulos de V.
3. Eriste una base B de V tal que [pz|gz es triangular superior, para todo x € L. O

Observacion 5.16. Queda como ejercicio dar una version del primer teorema de Engel para representaciones.

5.2. Reducibilidad

Un moédulo V' se dice irreducible si V. # 0 y no tiene submédulos propios y se dice indescomponible si
V # 0 y no se puede escribir como suma directa de submddulos propios. Es claro que irreducible implica
indescomponible. Notar que si V' es un médulo de dimensién uno, entonces V' es irreducible.

Ejemplo 5.17. Si L = b, (k) y consideramos V' = k™ como L-médulo con la representacién natural, entonces
es un ejercicio el probar que los L-submdédulos de V' forman una bandera

O#ch-“CWn:V, Wi:k{el,...,ei}, Vi=1,...,n.

siendo {ej,...,e,} la base canénica de V. Luego V es indescomponible, y si n > 1, entonces V no es
irreducible.
Observaciones 5.18. 1. Si V' es un moédulo no nulo de dimensién finita, entonces V' es indescomponible o

se escribe como suma directa de submoédulos indescomponibles.
2. Si V es un médulo de dimensién uno, entonces V es irreducible.

3. Si consideramos a L como L-médulo con la representacién adjunta, entonces los submédulos de L son
los ideales. Todo ideal simple es un submoédulo irreducible. Notar que un ideal de dimensién uno es un
submodulo irreducible, pero no es un ideal simple.

Proposicién 5.19 (Lema de Schur). Sean V' y W dos mddulos irreducibles.
1. Sip:V = W es un morfismo, entonces ¢ =0 0 @ es un isomorfismo.
2. Sip:V =V esun morfismo y dimV < 0o, entonces existe A € k tal que p = Aid. O

Un médulo V' se dice completamente reducible si V' = 0 0 V se puede descomponer de la forma V = @, Vi,
siendo cada V; C V un submédulo irreducible. Notar que si la dimensién de V' es finita, entonces V es

completamente reducible si y solo si V' = 0 o se puede escribir de la forma V = V; & --- ® V4, siendo
Vi, ...,V una familia finita de submddulos irreducibles de V.
Ejemplos 5.20. 1. Sea L = b, (k) con n > 2. Si consideramos V' = k™ como L-médulo con la represen-

tacion natural, entonces el ejemplo 5.17 muestra que V no es completamente reducible.

2. Si L = 9,(k) y consideramos V = k™ como L-mdédulo con la representacién natural, entonces cada
k{e;} es un L-submédulo de V y por lo tanto V = " | k{e;} es completamente reducible. Notar si
i # j, entonces k{e;} % k{e;} como L-médulos.
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3. Si L # 0 es un algebra abeliana, entonces L siempre admite una representacion que no es completa-
mente reducible. Para verlo usamos el método del ejemplo 5.3.1. Si {e1,...,e,} es una base de L y
A= (3}) € M(k), entonces podemos definir una accién de L en k? mediante

e1-v=Av, e-v=0,i=2,...,n, Yvek?’

Es facil de probar que el tinico submédulo propio de k? es el subespacio generado por el vector (1,0).
Luego k? es indescomponible y por lo tanto no puede ser completamente reducible.

Observacion 5.21. Si consideramos el algebra abeliana L = 02(k), entonces el primer ejemplo nos da una
estructura de L-médulo en k? que es completamente reducible, mientras que el segundo ejemplo nos da otra
estructura en k? que no es completamente reducible.

Lema 5.22. Si un mddulo V werifica que todo submodulo de V' es un sumando directo, es decir que para
cada submdodulo Vi C V existe un submodulo Vo C V' tal que V =V @ Vs, entonces todo submdodulo de V
verifica la misma propiedad. ]

Proposicién 5.23. Sea V # 0 un mddulo de dimension finita’ . Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. V se escribe como suma directa de submddulos irreducibles, i.e. V es completamente reducible.
2. 'V se escribe como suma de submodulos irreducibles.
3. Todo submddulo de V es un sumando directo.
4. Toda sucesion exacta corta 0 — Vi =V — Vo — 0 se escinde. ]

Corolario 5.24. S5i V es un mddulo completamente reducible de dimension finita y W es un submddulo de
V', entonces W y V/W son mddulos completamente reducibles. O

Observacion 5.25. El reciproco de la proposicién anterior es falso. Si consideramos L = ba(k) y V = k? con
la representacién natural, entonces W = k{e;1} es el inico submédulo propio de V' (ejemplo 5.17). Como es
dim W = dim V/W = 1, entonces W y V/W son irreducibles, pero V no es completamente reducible.

En lo que sigue V' es un espacio de dimension finita.
Proposicion 5.26. Si L es soluble y V' es un L-mddulo irreducible, entonces dimV = 1. O
Proposicién 5.27. Sea p: L — gl(V') es una representacion con L semisimple, entonces:

1. p(L) C sl(V).

2. SidimV =1, entonces p = 0. ]

"Siempre vale 1) < 2) = 3) y 3) < 4) . La hipétesis de dimensién finita solo se necesita para probar 3) = 1).

23



5.3. El teorema de Weyl

En esta seccién L es un dlgebra semisimple y las representaciones son de dimension finita.

El operador de Casimir. Sea p: L — gl(V) una representacién. Definimos una forma bilineal simétrica
pv : L x L — k mediante By (x,y) = tr(pzpy), para todo x,y € L. Esta forma es L-invariante, es decir,
verifica

By ([,9],2) = Bv (2, [y,2]), Va,y,z€ L.
Esto implica que N(8y) :={x € L: fy(z,y) =0, Vy € L} es un ideal de L.
Supongamos primero que p es una representacién fiel. El criterio de Cartan implica que p(N (ﬁv)) es una

subélgebra soluble de gl(V') y por lo tanto N () es un ideal soluble de L. Luego N(8y) =0y By : LxL — k
es no degenerada.

Sean {z1,...,zn} y {y1,...,yn} dos bases de L duales respecto a Sy, es decir, tales que By (z;,y;) = & j,
para todo 4,j. A ¢ = > " | x;y; € U(L) se le lama el elemento de Casimir de la representacién p.

Observacion 5.28. Si By, Bf y Ba, B3 son dos pares de bases duales de L, y M = p,[id]p, y N = p;[id]:
son las matrices de cambio de base, entonces N* = M~!. Usando esto se ve que la definicién del elemento
de Casimir no depende de la eleccién de las bases duales.

Lema 5.29. Sea x € L. Si [z,2;) =Y ;" | ajixj, entonces [, y;] = > (—aij)y;- O

Proposicién 5.30. El elemento de Casimir ¢ € U(L) verifica cx = xc, para todo x € L. Luego ¢ estd en el
centro de U(L). O

El operador de Casimir de la representacién p : L — gl(V') es v := pe = > 7" | pa,py; = V — V. Explicita-
mente, y(v) =c-v =71, ;- (y; - v), para todov € V.

Proposicion 5.31. 1. El operador de Casimir v :V — V es un morfismo de L-mddulos.
2. Vale tr(y) = dim L.
3. St W CV es un L-submddulo, entonces W es y-invariante. O

Consideremos ahora p : L — gl(V) una representacién arbitraria. Si p no es fiel, como L es semisimple,
sabemos que es L = Ker (p) @ H, siendo H = Ker (p)* un ideal semisimple de L. La restriccién de p a H
es una representacion fiel de H en V. Luego llamamos operador de Casimir del L-médulo V' al operador
de Casimir de V pensado como H-médulo. Explicitamente, v = > pg,py,, siendo {x;}, {y;} un par de
bases duales de H respecto a Sy . Este operador v : V — V verifica todas las propiedades de la proposicién
anterior, salvo que es tr(vy) = dim L — dim Ker (p). Esto implica que si si p # 0, entonces tr(y) # 0.

Teorema 5.32 (Weyl). Sea L un dlgebra semisimple. Si p: L — gl(V') es una representacion de dimension
finita, entonces V' es completamente reducible.

Dem. (idea) Si p = 0, es obvio; asi que asumiremos p # 0 (luego L # 0y V # 0).
Sea W C V un submdédulo. Tenemos que probar que existe un submédulo U C V tal que V =W @ U.

1. Caso W C V' submddulo irreducible con dim V/W = 1.
Seay : V — V el operador de Casimir. Como L es semisimple, entonces L actia trivialmente en V/W, lo cual
implica v(V) C W. Como W es irreducible, existe 0 # A € k tal que y|w = Aidw . Luego V- = W & Ker (7).

2. Caso W C V' submddulo con dimV/W = 1.
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Por induccién en la dimensién de V. Si W es irreducible, es el caso anterior. De lo contrario existe 0 #
Wy € W submédulo. Luego dim(V/Wy)/(W/Wy) = 1 y por la hipétesis inductiva existe un submdédulo
Wy € Uy C V tal que V/Wy = W/Wy @ Up/Wy. Luego dimUy/Wy = 1 y usando de nuevo la hipétesis
inductiva obtenemos que existe un submodulo Uy C Uy tal que Uy = W@ U;y. ValedimUy =1y UNW =0,
luego V=W ¢ U;.

3. Caso general, 0 £ W C V submddulo.
Recordar que L(V, W) es un L-mé6dulo. Consideramos

Vi ={pe L(V,IW): I\ €k tal que ¢l = Nid |y}
Vo={pe L(V,W): ¢lw =0}.

Notar que Vo C V; son submédulos de L(V, W) y dimV;/Vy = 1, luego existe ¢ € Vi \ Vs tal que V; =
Vo @ k{p}. Como L actia trivialmente en k{y}, entonces ¢ : V. — W es un morfismo de L-mddulos y
ademds sabemos que existe 0 # A € k tal que ¢l = Aid . Esto implica V =W @ Ker (¢). O

Observaciones 5.33. Algunos comentarios relacionados con el teorema de Weyl.
1. El teorema de Weyl no es valido para moédulos de dimensién infinita.

2. Vale también el reciproco (ejercicio), luego un dlgebra L es semisimple si y solo si todo L-médulo de
dimensién finita es completamente reducible.

3. Un élgebra L se dice reductiva si rad(L) = Z(L). Ejemplos: dlgebras semisimples, dlgebras abelianas
y el algebra general lineal. Vale que un algebra es reductiva si y solo si es completamente reducible
con la representacién adjunta. En particular, si L es reductiva, entonces L = Z(L) @ [L, L] y toda
representaciéon p : L — gl(V) de dimension finita tal que p, : V. — V es diagonalizable para todo
x € Z(L), es completamente reducible.

Corolario 5.34. 5i L es semisimple y V' es un L-mddulo de dimension finita, entonces V' es irreducible si
y solo si es indescomponible. 0

En la proposicién siguiente usamos el centralizador (pégina 6).

Proposicién 5.35. Si K es un ideal semisimple de un dlgebra L, entonces existe un unico ideal H de L tal
que L=K & H. Ademds H = CL(K) (el centralizador de K en L). O

Ejemplo 5.36. El algebra especial lineal sl,, (k) es un ideal de gl,, (k), luego gl,, (k) = sl, (k) ©Cy;_qc) (sl (k)).
Por otro lado sabemos que vale gl,, (k) = sl,, (k) & e, (k), siendo e, (k) = Z (gl,,(k)) el espacio de las matrices
escalares. Luego Cy ) (sla(k)) = en(k) = Z (gl,,(k)).

Corolario 5.37. Si0 — L1 — L — Lo — 0 es una sucesion exacta corta de dlgebras de Lie, entonces L es
semistmple si y solo si Ly y Lo son semisimples. 0

Proposicion 5.38. Si L es un dlgebra semisimple, entonces toda derivacion de L es interna. O

5.4. Descomposiciéon de Jordan abstracta
Teorema 5.39. Si L es semisimple, entonces para cada x € L existen unicos s,n € L tales que
x=s+n; [s,n]=0; s esad-semisimple yn es ad-nilpotente.

Ademdas, un elemento de L conmuta con x si y solo si conmuta con s y con n. O
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Esta descomposicién x = s+n se llama la descomposicion de Jordan abstracta de x, s es la parte semisimple
de x y n es la parte nilpotente de x.

Observacion 5.40. Si L es semisimple y x = s + n es la descomposicién de Jordan abstracta de x, entonces
ad, = ads 4+ ad,, es la descomposicion de Jordan usual del operador ad, : L — L.

Observacion 5.41. Sea L C gl(V) una subdlgebra arbitraria. Si x € L'y £ = s+ n es su descomposicién
de Jordan (como operador), entonces s y n pueden no estar en L. Por ejemplo, sea L = {({§): =z €k} C
gly(k) ~ gl(k?). La descomposicién de Jordan de un elemento es (§§) = (§9) + (J§); luego si z # 0,
entonces (£9) y (J%) no estdn en L. La siguiente proposicién muestra que esto no pasa si L es semisimple.

Teorema 5.42. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y L C gl(V') una subdlgebra semisimple. Si
x € L, entonces la descomposicion de Jordan abstracta de x en L coincide con la descomposicion de Jordan
del operador x : V. — V. Luego L contiene las partes semisimple y nilpotente de la descomposicion de Jordan
de cada uno de sus elementos. O

Corolario 5.43. Sea L un dlgebra semisimple y p : L — gl(V') una representacion de dimension finita. Si
x = s+ n es la descomposicion de Jordan abstracta de un elemento x € L, entonces py = ps + pn €s la
descomposicion de Jordan del operador p, : V — V. O

6. Representaciones de sly(k).

En esta seccién es k = k. Las representaciones son de dimensién finita, a menos que se aclare lo contrario.

En lo que sigue es L = sly(k) y B = {e, f, h} es la base de L definida por e = (§4), f=(993), h=(§%).
Recordar que vale [e, f] = h, [h,e] = 2e y [h, f] = —2f.

Sea V un L-médulo. Para cada A € k definimos V), = {v € V : h-v = Av}. Si existe 0 # v € V), diremos
que A es un peso de h en V, que v es un vector de peso Ay que V) es un espacio de peso. La multiplicidad
de un peso A es la dimension del correspondiente V).

Notar que al ser h una matriz diagonal, el teorema 5.42 junto con el corolario 5.43 implican que py, : V — V
es diagonalizable y por lo tanto V' se escribe como suma directa de sus espacios de peso.

Si para algin A € k se verifica que existe 0 £ v € V tal que h-v = A v y e- v = 0, entonces decimos que A
es un peso maximal y que v es un vector mazximal.

En lo que sigue usaremos que en todo L-mdédulo vale x - (y - v) = [z,y] - v+ 1y - (z - v), para todo =,y € L,
veV.

Proposicion 6.1. Si V es un L-mddulo, entonces para cada A € k valee-Vy CVyygo y f-Va C Vg, U
Recordar que todo L-mdédulo es un U(L)-médulo, extendiendo la accién de L a U(L) mediante férmula (5).
Teorema 6.2. Sea V # 0 un L-mddulo, entonces

1. El médulo V tiene algin peso mazimal.

2. Los pesos mazximales de V' son numeros naturales.

3. Sea m € N un peso mazimal y vg € V' un vector mazximal correspondiente. Consideremos
2
W:k{UO, f'v(]a f "V, fm'v(]}'

Entonces W es un L-submddulo irreducible y dim W = m + 1. O
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Observacion 6.3. Lo anterior prueba que si V' # 0 es un L-médulo v vg € V' es un vector maximal, entonces
el submdédulo W generado por vg es irreducible. Ademas, si el peso de vy es m, entonces dim W = m + 1.

Ejemplos 6.4. 1. El espacio k es un L-médulo irreducible y 1 € k es un vector maximal de peso 0.

2. Consideremos a k? como L-médulo con con la representacion natural. Si u = (1,0) y v = (0,1) son los
vectores de la base candnica, entonces

h-u=u, e u=0, fru=v; h-v=—-v,e-v=u, f-v=0.
Luego u es un vector maximal de peso 1. Esto implica que k? es un L-médulo irreducible.

3. Consideremos L como L-médulo con la representacién adjunta. Sabemos que si {e, f,h} es la base
estandar de L, entonces [h,e] = 2e y claramente [e,e] = 0. Luego e es un vector maximal de peso 2
que por lo tanto genera un submddulo de L, que es irreducible y de dimensién 3; como la dimensién
de L también es 3, concluimos que L es irreducible.

4. Consideremos la potencia simétrica S™ (]kQ). Si {u,v} es la base canénica de k2, con u y v como
arriba, entonces {u™,u™ v, ..., uv™ !, v™} es una base de Sm(kQ) y dim Sm(kQ) = m + 1. Cada
elemento uPv? es un vector de peso p — ¢, para todo p,q = 0,...,m. Luego S™(V) = @~ k{u™ v’}
es la descomposicién en espacios de peso. Notar que u«™ es un vector maximal de peso m. Al ser
dim S™ (k2) =m + 1, se deduce que S™ (k2) es irreducible, para todo m € N.

Observacion 6.5. Si V es un L-médulo irreducible de dimensiéon m + 1, entonces de la prueba del teorema
anterior se deduce que V' admite una base B = {vg,v1,...,vn}, tal que definiendo vy,+1 = v_1 =0, es

e-vi=m+1—dvi—1, f-vi=0G+1Dvig1, h-vi=(m—2)v, Vi=0,1,...,m.

Luego si p : L — gl(V) es la representacién correspondiente, entonces

0 m 0 m
0 m-—1 10 m—2
[pelg = , lprlg = 2 , lenlg = .
0 1 0 2—m
0 m 0 -m
Corolario 6.6. 1. Para cada n = 1,2,... existe a menos de isomorfismo un unico mddulo irreducible

de dimension n.

2. SiV es un L-mddulo irreducible de dimension m + 1, entonces los pesos de h en V' son
m, m—2, m—4, ..., 4—m, 2—m, —m

y m es el dnico peso mazimal de V. Todos los pesos tienen multiplicidad uno y V = @;", Vin—2. En
particular V' tiene un unico vector maximal a menos de multiplos escalares. O

Observacion 6.7. Sea V = k2. Sabiendo que S™ (V') es un L-médulo irreducible de dimensién m+1, se deduce
que todo L-médulo irreducible es isomorfo a una potencia simétrica de V. Ademas, el algebra simétrica
S(V) =@;_,S™(V) es un L-médulo completamente reducible (de dimensién infinita) que contiene un
representante de cada clase de isomorfismo de la familia de los L-mddulos irreducibles de dimension finita.
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Teorema 6.8. Si V es un L-mddulo, entonces todos los pesos de h en V' son mimeros enteros y cada uno
ocurre con su opuesto con la misma multiplicidad. Ademds en toda descomposicion de un mddulo V' en suma
directa de submddulos irreducibles, la cantidad de sumandos es dim Vjy + dim V;. L]

Observacion 6.9. Sean U,V dos L-moédulos. Consideremos U ® V' como L-médulo (pdgina 20). Notar que
si u es un vector de peso p y v es un vector de peso ¢, entonces u ® v es un vector de peso p + ¢q. Ademas,
si u y v son vectores maximales, entonces u ® v también lo es. En S?(V) pasa lo mismo: uv es un vector
(maximal) de peso p + ¢. También sucede igual en A%(V) con u A v, siempre que {u,v} sea LI.

Ejemplos 6.10. En los siguientes ejemplos escribiremos W,,, = 5™ (]kQ), que es un médulo irreducible de
dimensién m + 1. Consideremos Wy = 52 (]kQ), que tiene una base {vg, v1,v2} con pesos respectivos 2,0, —2.

1. El espacio V = W5 ® W5 tiene una base
{vo ® vg, vy ® v1, Vo ® V2, V] ® V1, V] @ V2, V2 @ Va}.

Los pesos respectivos son 4,2,0,2,0,—2,0,—2, —4. Notar dim Vi + dim V; = 2. Es claro que 4 es un
peso maximal de V', que genera un submodulo con pesos 4, 2,0, —2, —4. Restan los pesos 2,0, —2; luego

Wo @ Wo >~ Wy @ Wa.

2. El espacio V = S%(WW3) tiene una base
{v§, vov1, vov2, V1V, VI, V1V2, V2V, V2V, V3 } .

Los pesos respectivos son 4, 2, 0,0, —2, —4, luego dim Vy +dim Vi = 2. Esto implica S?(Ws) ~ W, & W.

3. El espacio V = A%(W3) tiene una base
{vo AN w1, vo Ava, v1 Ava}.
Los pesos respectivos son 2,0, —2; luego A%(W3) ~ Wh.
k[X,Y] como sly(k)-médulo. A continuacién veremos cémo obtener todos los L-médulos irreducibles

como subespacios del dlgebra de polinomios en dos variables k[X,Y]. Notar k[X,Y] = @, _(k[X, Y],
siendo

k[X,Y]o =k, Kk[X,Y]n= {aoYm +a XY™ o apa XY @ X™ ag, ... am € ]k}, m > 1.

El conjunto {Y™, XY™ ! ... X™=1y X™} es una base de k[X, Y], y dimk[X, Y], =m+ 1.

Como k[ X, Y] es un dlgebra asociativa, entonces podemos considerar su dlgebra de derivaciones Der(k[X, Y]).
Esta es un k[X, Y]-médulo definiendo (pd)(q) = pd(q), para todo p,q € k[X,Y] y § € Der(k[X,Y]).
Proposicién 6.11. Sean 01,02 € Der(k[X,Y]). Si01(X) = 62(X) y 61(Y) = 52(Y), entonces 61 = dy. O
Proposicién 6.12. Los mapas lineales % Y % definidos por

9 (X'Y7) =ix""1yd 9 (X'Y7) = jx'yi-! Vi, j=0,1

aX 9 6Y Y 9y Y LA
son derivaciones de k[X,Y]. O

Proposicién 6.13. Sid € Der(k[X,Y]), entonces § = (5(X)a% + (5(Y)a%. Luego {8%7 a%} es una base de
Der(k[X,Y]) como k[X,Y]-mddulo y por lo tanto

0 0
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Proposicién 6.14. El mapa lineal p : L — Der(k[X,Y]) definido por
0 0 0 0
6:X77 :Y77 :Xi_Y77

Pe=Soy PI=Tox PPTRox T oy
es un morfismo de dlgebras de Lie. O
Observacion 6.15. Como Der(k[X,Y]) C gl(k[X,Y]) es una subalgebra de Lie, la proposicién anterior implica
que k[X,Y] es un L-médulo (de dimensién infinita) y es claro que k[X,Y],, es un L-submédulo de k[ X, Y]
de dimensién finita m + 1, para todo m =0,1,....

Notar que si V = k? y {e1,ea} es la base canénica de V, entonces identificando e; con X y ey con Y
obtenemos un isomorfismo de algebras asociativas S(V') ~ K[X,Y]. Observando la accién de L en las bases
naturales de estas dlgebras, se deduce que esta identificacion es un isomorfismo de L-moédulos. Luego para
cada m > 0 se cumple que X™ es un vector maximal de peso m y por lo tanto k[X,Y],, ~ S™(V) es un
L-médulo irreducible de dimensién m + 1. En resumen, el dlgebra de polinomios k[X,Y] es un L-mdédulo
completamente reducible (de dimensién infinita) y cada componente homogénea k[X, Y], es un submédulo
irreducible de dimensiéon m + 1.

7. El algebra sl, (k).

Escribimos L = sl,,(k), n > 2. En esta seccién es k = k y las representaciones son de dimensién finita.

7.1. Raices.

Consideremos h = sl,, (k) N0, (k) las matrices diagonales de traza cero, n = n, (k) las matrices estrictamente

triangulares superiores y n_ las matrices estrictamente triangulares inferiores. Luego
L=hPudn_=bé&n_, siendo b=hHI&n.

Es claro que b, n, n_ y b son subdlgebras de L; b es un algebra soluble llamada la subdlgebra de Borel y b
es un algebra abeliana llamada la subdlgebra de Cartan.

Sean {e;;} la base canénica de gl,, (k) y {e};} su base dual en gl,, (k)*. Definimos ~; := ej;| € b*, i =1,...,n.
Proposicién 7.1. Vale:

1.y v=0.

2.3 aiyi = Y ey by sty solo si existe k € k tal que a; = b; + k, para todo i =1,...,n. d

Las funcionales v; —y; € h*, 7 # j son las raices de L y las correspondientes a i < j son las raices positivas.
Escribimos R = {v;—v;: i #j}y Ry ={vi—7; : i <j};luego R = Ry U(—Ry). Las raices fundamentales

son las raices positivas a1 =71 — 2, @2 =72 — 3, .- , Qn—1 = Yn—1 — Vn-
Proposiciéon 7.2. 1. El conjunto de raices fundamentales {a, ... ,an—1} es una base de h*.
2. El conjunto {v1,...,} es un generador de h*. O

Sia € R, a=r; —7j,17# j, definimos ey = €;; y ha = €;; — €. Notar a(h,) = 2, para todo o € R.
Proposiciéon 7.3.

1. Los conjuntos {eq : o € Ry} y{e_o: a € Ry} son bases respectivas de n y de n_.

2. SihebhyacR, entonces [h,eq] = a(h)e,.

3. Si o € R, entonces |eq, e—a| = hq. d
Corolario 7.4. Para cada o en R, vale [eq,e—o] = ha, [ha,€a] = 264, [ha,€—a] = —2e_o. Luego la
subdlgebra k{hq, eq,e—a} es isomorfa a sly(k). O
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7.2. Representaciones de s, (k).

Sea V un L-médulo. Para cada A € h* definimos V\ ={v € V: x-v = Ax)v, Vz € h}. Si XA € h* es tal que
V) # 0, entonces decimos que A es un peso (de h en V) y que V) es un espacio de peso; la multiplicidad de
A es la dimension de Vjy.

Proposicién 7.5. SiV es un L-modulo y A1..., A\ € §* son pesos distintos de b en V', entonces la suma
Yot W, es directa. O
Proposicién 7.6. Si V' es un L-mddulo, entonces V = @/\eb* V. O

Ejemplo 7.7. Si consideramos a L como L-médulo con la representacién adjunta, entonces su descomposi-
cién en subespacios de peso es L = b @ @ cpk{ea}, siendo Lo = b y Lo = k{ea}, para todo o € R. Luego
las raices de L son los pesos no nulos de h en L.

Proposicion 7.8. Sea V un L-mddulo y X € h*.

1. Para cada oo € R se cumple eq - Vi C Vyyn.

2. SiV =@, W,, siendo cada W; C V un submddulo, entonces Vy = @, (W;),. O
Proposicion 7.9. Sea V un L-mddulo. Siv € V, entonces son equivalentes:

1. Eziste p € b* tal que z - v = p(x)v, para todo x € b.

2. Existe A € b* tal que - v = A(x)v, para todo x € h y ey - v =10, para todo o € Ry. O

Un vector v # 0 que verifique las condiciones de la proposicién anterior se dice que es un vector mazimal y
el peso A € h* correspondiente es un peso maximal de h en V.,

Proposicion 7.10. Si V # 0 es un L-mddulo, entonces V tiene algun peso mazximal. O

Teorema 7.11. Sean V # 0 un L-mddulo yv € V un vector mazimal de peso A\. Sea W C V el L-submaddulo
generado por v. Entonces

1. W es irreducible.

2. Los pesos de h en W son de la forma X — Z?;ll m;ay, siendo m; € N, para todoi=1,...,n—1.
3. La multiplicidad de A en W es 1. O
Teorema 7.12. 1. Si'V es un L-mddulo irreducible, entonces existe un inico peso mazimal en V' y tiene

multiplicidad 1.
2. Si dos mddulos irreducibles tienen el mismo peso mazimal, entonces son isomorfos. O

Observacion 7.13. El teorema anterior reduce el problema de clasificar los médulos irreducibles a hallar los
A en h* que son pesos maximales.

Proposicion 7.14. Sean V y W dos L-mddulos no nulos. St v € V yw € W son vectores maximales con
pesos respectivos X y p, entonces v @w € V QW es un vector mazximal de peso X+ n. Luego el subconjunto

de b* formado por los pesos mazrimales es cerrado con la suma. O
Sean 71,...,m,—1 € h* definidos por

T =7, T2=7+7%, ... Tp-1=7+ "+ Yn-1.
Notar v, = m; — mi—1,i=2,...,n—1y v = m. Luego {m1,...,m—1} es una base de h*.
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Proposicién 7.15. Sea V =k" y {e1,...,e,} la base candnica de V. Si consideramos V' como L-mddulo
con la representacién natural, entonces para cada k =1,...,n—1, la potencia exterior A*V es un L-mddulo
wrreducible y ey A\ -+ - A eg es un vector maximal de peso my,. L]

Observacion 7.16. Si v € V es un vector maximal de peso A, entonces para cada o € R se cumple que v es
un vector maximal de peso A(h,) respecto a k{hq, €q,e—a} >~ sla(k). Luego A(hy) € N, para todo o € Ry

Teorema 7.17. Una funcional X € b* es un peso mazimal (de algin mddulo) si y solo si existen nimeros
naturales mq,...,m,_1 tales que \ = Z;:ll T . 0

Observacion 7.18. De las proposiciones 7.14 y 7.15 se deduce que todos los L-moédulos irreducibles aparecen
como submoédulos de productos tensoriales de potencias exteriores de k™.

Ejemplo 7.19 (Representacién trivial). El cuerpo k es un L-mdédulo irreducible con vector maximal 1 y
peso maximal 0.

Ejemplo 7.20 (Representacién natural). Si V' = k", entonces V = AV es irreducible con vector maximal
e1 y peso maximal y; = 7.

Ejemplo 7.21 (Representacién adjunta). Examinando la descomposicién de L descrita en el ejemplo 7.7,
se deduce que L es irreducible con vector maximal e1,, y peso maximal v; — v, = 71 + m,—1. Notar que esto
implica que sl, (k) es un algebra simple, para todo n > 2.

Ejemplo 7.22. Estudiaremos la descomposicién en submédulos irreducibles de V' = k™ ® A"~!(k"). Sea

{e1,...,en} la base candnica de k™. Sabemos que si n; = e A---A€;A---Aey, entonces {n1,...,n,} es una
base de A"~1(k"). Luego B = {e; @7, : 4,7 =1,...,n} es una base de V y dim V = n?. Notar que ¢; € k"
es un vector de peso 7; y 1j € A" 1K™ es un vector de peso Zk?ﬁj v = —;. Luego cada e; ® n; € V es un

vector de peso 7y; —7;, para todo 4, j. En particular e y 7, son vectores maximales, luego e; @7, es un vector
maximal de peso v1 — v, = 71 + m—1. Esto implica que si W es el submédulo de V' generado por e; ® )y,
entonces W es irreducible y es isomorfo a L (pensado como L-médulo); luego dimW = dim L = n? — 1.
Como dim V = n?2, concluimos V ~ L @ k como L-médulos. Esto implica que la descomposicién de V' en
suma de submédulos irreducibles es V=W @ k{u}, siendo u € Vj cierto vector maximal.

Como la base B esta formada por vectores de peso, obtenemos la descomposicién en espacios de peso
V=V Vi, Vi, =kfei®@n;}, sii#j; Vo=k{er®n,...,en ®nn}.
i#]

Tenemos que encontrar 0 # u € Vp que sea maximal, es decir tal que e;; - v = 0, para todo 7 < j, para lo
cual alcanza con probar® €ii+1-u = 0, para todo i =1,...,n — 1. Como u € Vj, entonces existen a; € k
tales que u = > aje; @ n;. Es facil de probar que valen €41 - €x = 0i41%€; ¥ €ii+1 Mk = i kNi+1 y por lo
tanto €; ;41 - u = (@it1 + a;)e; @ niy1. Luego e; ;41 - u = 0 equivale a a;41 = —a;, para todo i. Esto implica
que u =Yy (—1)e; ®n; € Vp es un vector maximal.
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81.a equivalencia se prueba por induccién en 7, usando e; ;11 = [e; j, €;i+1].
) J+ 0 ©4. 0+
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