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En lo que sigue k un cuerpo. En general, abreviaremos “k-espacio vectorial” por “espacio”.

1. Producto tensorial

Definicién 1.1. Sean U,V espacios. El producto tensorial de U y V se define como el cociente de k(U x V)
(el k-espacio vectorial de base U x V') por el subespacio generado por los elementos de la forma

(w4 v) = (u,v) — (Wv), (u,v+2") = (u,v) — (u,v), (au,v) —a(u,v), (u,av)— a(u,v),

para todo u,u’ € U, v,v" € V, a € k. Al producto tensorial de U y V lo escribimos U @y V.

Sim:U xV — U ®gV esla proyeccion canodnica, entonces definimos ® : U x V' — U ® V mediante

R:UXVok(UxV)SUV

y escribimos u ® v := ®(u,v) = (u,v), para todo u € U, v € V. En U ® V vale
(ut+v)@v=u@v+u @v, uRMW+v)=uRv+u®r, (w)@v=u® (av)=a(u®v),
para todo u,u’ € U, v,v' €V, a € k.
Las propiedades anteriores muestran que ® : U x V — U ®j V' es una transformacién bilineal. Notar
k
UV = {Zui(@w: welU, v eV, 1=1,...,k, ]{7:1,2,...}.
i=1
Luego Im(®) ={u®v: ue U, ve V} esun generador de U @k V.

Proposicién 1.2 (Propiedad universal del producto tensorial). Dados dos espacios U y V', se cumple que
para todo espacio W y toda transformacion bilineal ¢ : U x V. — W, existe una unica transformacion lineal
o: UV = W tal que p(u®@v) = ¢p(u,v), Yu € Uyv € V, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta

Uk V
®T .8
N
UxV ? w

Notar que ¢ : U @, V — W estd definida en un elemento genérico por ¢ (Zle U; ® vi) = Zle o(ug, ;).



Observacion 1.3. Elpar (U V, ® : U x V — U ® V') queda caracterizado a menos de isomorfismo por
la propiedad universal anterior.

Mientras no dé lugar a confusion, escribiremos U ® V en vez de U ® V.
Proposicién 1.4. Sean U, V,W espacios arbitrarios. Vale
1. 0 ®@v=u®0=0enU®YV, para todouec U, veV.
2. {0}®@V ={0} y V®{0} ={0}.
VekkV 2V, vinv®a~a®v~av.
URQV VU, viu®v~v®u.

UV)W U (VeoW),viu® (vew)~(u®v)w.

S v S

U(VeW)~UeV)o(UaW) v UsaV)eWx(UeW)d (VeW).
El primer isomorfismo viene dado por las identificaciones siguientes

u® (v,w) ~ (LRv,uw); (U1 ®v,ur @ w) ~u  (v,0) +u ® (0, w).
El sequndo isomorfismo es andlogo. 0
La tdltima igualdad vale también para sumas infinitas:
Proposicién 1.5. Si V' es un espacio y {U;}icr es una familia de espacios, entonces
V®<@U,~>:@(V®Ui) y (@Ul)@v:@(m@m. m
icl icl el el
Observacién 1.6. Lo anterior no vale para productos infinitos: en general V ® ([T,c; Us) % [ie; (V @ Up).

Proposicion 1.7. Si ¢ : Vi3 — Vo y o : Wi — Wy son dos transformaciones lineales, entonces existe una
unica transformacion lineal ¢ @1 : V1 @ W1 — Vo @ Wa tal que (¢ @ ¥)(v1 @ v2) = p(v1) @ 1 (v2), para todo
V1 € Vl, Vo € VQ O

Observacion 1.8. Vale idy ® idy = idygw, para todo V, W.
Proposicién 1.9. 5t Lt Vo = Vs y W3 ﬂ Wy ﬂ W3 son transformaciones lineales, entonces

(p2 @ h2) o (p1 @ Y1) = (P20 ¢1) ® (Y2 01h1). [

Observacion 1.10. Recordar que si ¢ : V — W es una transformacién lineal, entonces
1. ¢ es inyectiva si y solo si existe una trasformacion lineal ¥ : W — V tal que 9 o ¢ = idy.
2.  es sobreyectiva si y solo si existe una trasformacién lineal ¢y : W — V tal que ¢ o v = idyy.

Proposicion 1.11. Sip: Vi3 — Vo y o : Wy — Wy son transformaciones lineales sobreyectivas, inyectivas
o biyectivas, entonces pR1 : V1 @ W1 — Vo @ Wo es sobreyectiva, inyectiva o biyectiva, respectivamente. [l

Corolario 1.12. Si Uy C U y Vi C V son subespacios, entonces podemos pensar Uy @ Vo € U ® V,
identificando Uy @ Vy con el subespacio de U ® V' generado por los elementos de la forma ug @ vy, ug € Uy,
vy € V() O]



Proposicion 1.13. Sean V y W dos espacios.

1. Sixz € V® W, entonces existen vy,...,v, € V y wi,...,w, € W con wy,...,w, LI, tales que
T= 1 v ®w;.
2. 81y viQ@w; =0 conwr,...,wy LI, entonces v; =0, para todo i =1,...,n.
3.8y v Q=Y Vi @w; con wi,...,w, LI, entonces v; = v}, para todoi=1,...,n. O
Observacion 1.14. En la proposicion anterior, vale lo mismo intercambiando los roles de V' 'y W.

Corolario 1.15. Sean Vy W dos espacios. Si v # 0 y w # 0, entonces v @ w # 0. Luego V" # {0} y
W # {0}, implican V @ W # {0}. O

Proposicién 1.16. Sean V y W dos espacios, y A = {e; : 1 € I} CV yB={f;: jeJ} CW
subcongjuntos. Consideramos C ={e; @ f;: (i,j) € IxJ} CV@W. Si Ay B son LI, generadores o bases,
entonces C' es LI, generador o base, respectivamente. Luego si V' y W tienen dimension finita, entonces

V ®@ W tiene dimension finita y dim(V @ W) = (dim V') (dim W). O
Aplicacién 1.17 (Restriccién y extensién de escalares.). Sea k C K una extensiéon de cuerpos.

Si V' es un K-espacio, entonces V' es un k-espacio restringiendo la accién de K en V a una acciéon de k
en V. Escribiremos Vi a V pensado como k-espacio. Si {v; : i € I} es una base de V como K-espacio y
{aj : j € J} es una base de K como k-espacio, entonces {ajv; : i € I, j € J} es una base de V' como
k-espacio. Luego dimy (Vi) = (dimg K)(dimg V).

Si V' es un k-espacio, entonces al k-espacio K @, V' le podemos dar estructura de K-espacio definiendo
alb®@v) =(ab)®v, VabekK, veV.

Si {e; : i € I} es una base de V' como k-espacio, entonces {1 ® e; : i € I} es una base de K ® V' como
K-espacio. Luego dimg (K ®y V') = dimy V.
Estas correspondencias no son inversas una de la otra, pero hay relaciones entre ellas (forman una adjuncién).

Si V' es un k-espacio, entonces existe un mapa inyectivo k-lineal de V' en (K ®y V)i definido por v — 1 ® v.

Generalizacion FEn forma analoga al caso de dos espacios, se define el producto tensorial Vi ® --- ® V,

para cualquier familia finita de espacios Vi,...,V,. En este caso V] ® - - - ® V,, es un espacio cuyos elementos
son sumas finitas de tensores elementales, es decir vectores del tipo 11 ® --- ® v, y paratodo i =1,...,n
vale

/

VR QU +V)Q QU =01Q QU ® QU+ 0V Q@ QU ® -+ ® Up,
V1@ @) R Qup=a(V1® - QU D -+ R Up).
Todo lo que vimos anteriormente se generaliza en forma natural al producto tensorial de n-espacios. En par-
ticular V1 ®- - -®V,, verifica una propiedad universal andloga a la de la proposicién 1.2 para transformaciones
n-multilineales en vez de bilineales. Ademéds se puede obtener una base de Vi ® --- ® V,, a partir de bases

de V1,...,V,, generalizando el procedimiento de la proposicién 1.16; luego si Vi,...,V,, tienen dimensién
finita, resulta dim(V; ® --- ® V;,) = (dim V3) - - - (dim V;,).

Observacion 1.18. Con esta definicién es facil de probar que si U, V' y W son espacios, entonces

UV) WU (VeW) UV eW.



2. Algebras graduadas

Una K-dlgebra asociativa (con unidad) es un K-espacio vectorial A en el cual existe un elemento 1 € A y un
producto (z,y) — zy tales que

(kx)y = z(ky) = k(zy), 2(y+2) =zy+uz, (r+y)z=22+yz (2y)z=2(yz), 21=le=uz,

para todo z,y,2z € A, k € K. En lo que sigue escribiremos dlgebra en lugar de dlgebra asociativa.

Sea A un algebra. Un ideal de A es un subespacio I C A tal que xy € [ y yz € I, para todo x € Ay
y € I. La interseccién y la suma de ideales es un ideal. El ideal generado por un subconjunto X C A es la
interseccién de todos los ideales de A que contienen a X. Si X C A es un subconjunto, escribiremos (X) al
ideal generado por X. Notar

n
<X>:{Zaixibi: a,b; €A, ;€ X, i=1,...,n, n:1,2,...}.
=1

Si I es un ideal de A, entonces el espacio cociente A/I admite estructura de dlgebra asociativa definiendo
ka=ka, a+b=a+b, ab=ab, Vabc A, kcK.

Si A y B son algebras asociativas, un morfismo es un mapa lineal ¢ : A — B tal que ¢(zy) = ¢(z)p(y),
para todo x,y € Ay ¢(1) = 1. Si ¢ : A — B es un morfismo, entonces su nicleo Ker(¢) es un ideal de A. Un
isomorfismo de dgebras es un morfismo biyectivo. Escribimos A ~ B para decir que existe un isomorfismo
entre Ay B.

Proposicién 2.1 (Propiedad universal del cociente). Sea ¢ : A — B un morfismo de dlgebras asociativas.

1. Si I es un ideal de A tal que I C Ker(p), entonces existe un uinico morfismo ¢ : A/I — B tal que
& (T) = p(x), para todo z € A.

2. Sip:A— B es sobreyectivo, entonces A/ Ker(p) ~ B via el morfismo de la parte anterior. O]

Un algebra A se dice graduada si existen subespacios A, C A, n=0,1,..., tales que

A=PAn, AnAnm CApym, ¥n,meN, 1€ A

n=0

Ejemplos de dlgebras graduadas son las dlgebras de polinomios k[X] y k[X,Y]. Por ejemplo
o
KX, Y] = PkX, Y], kX, Y], =k{X", X"'Y,... . Xy" " Y"} n=01,...
n=0

En forma andloga se ve que k[ X7, ..., X,] es un dlgebra graduada, para todo n > 1.
En lo que sigue supondremos que A = @, ; A, es un algebra graduada.

Si a € A verifica que existe n € N tal que a € A, entonces diremos que a es homogéneo de grado n; al
subespacio A,, le llamaremos la componente homogénea de grado n de A. Un ideal se dice homogéneo si se
puede generar (como ideal) por elementos homogéneos (no necesariamente del mismo grado).

Proposicién 2.2. Si I es un ideal homogéneo de A, entonces I = @, (I N Ay). O

Proposicién 2.3. Si I es un ideal homogéneo de A, entonces A/I es un dlgebra graduada con graduacion

A/l = @7 gm(Ay), siendo m : A — A/I la proyeccion candnica. Ademds w(A,) =~ Iréﬁn como espacios

vectoriales. O]




3. Algebras tensorial, exterior y simétrica

Sea V un k-espacio vectorial. Consideremos el espacio T'(V') definido por
o0
T(V) =TV, TV:i=k, T'WV:=V, T"V:=Ve---®V (n copias), n > 2.
n=0

A T(V) le damos estructura de dlgebra definiendo un producto en los tensores elementales mediante

a-b:=ab, Va,b € k,
a- (VR Quy) =V ® - Qup) »a:=(av]) ® - R vy, Yaek, n>1,
(MR Qup) s (W R QW) =1 R QU QW R -+ @ Wiy, Vn,m > 1.

Al espacio T'(V') con esta estructura de dlgebra le llamamos el dlgebra tensorial sobre V. El édlgebra T'(V')
es graduada con graduacién T'(V) = @, , T"V.

Con este producto es v1 ® --- @ v, = vy + --- - vy. Luego el producto tensorial de vectores coincide con
el producto de T(V) y por lo tanto T'(V') estd generado por V como algebra. El espacio 7"V se llama la
n-potencia tensorial de V.

Proposicién 3.1 (Propiedad universal del élgebra tensorial). Si V' es un k-espacio, A una k-dlgebra y
@V = A una transformacion lineal, entonces ¢ se extiende de forma dnica a un morfismo de dlgebras
¢ :T(V) — A. Explicitamente,

px)=zlg, Ve €k; (1@ @uvp) =@(v1) - @(vy), Yoi,...,00, €V, n>1, O

El dlgebra exterior A(V') se define como el édlgebra cociente de T'(V') por el ideal [ = (v®@wv: v € V). Es
un dlgebra graduada, siendo A(V) = >">° A"V, A"V = n(T™V). El espacio A"V =~ % se llama la
n-potencia exterior de V.

Notar que si v € V, entonces v ® v € T?V y por lo tanto I C D,2, T"V. Esto implica KNI =VNI=0y
por lo tanto si 7 : T(V) — A(V) es la proyeccién canénica, entonces 7|k : k — A(V) y 7|y : V — A(V) son
inyectivas. Asi A%V ~k y A'V ~ V, luego

AV)=kaVOANVOANVE---.

En la fémula de arriba estamos pensando V' C A(V), identificando v con v, para todo v € V. Si escribimos
A al producto en A(V), resulta
VI A AUy =01 Q- & VUp.

En A(V) vale v Av =0, para todo v € V. Esto implica u A v = —v A u, para todo u,v € V. Luego
Vo(1) N+ AN VUg(n) = 88(0)V1 A+ A vy,

para toda permutacién o de n elementos (siendo sg(o) = %1 el signo de o). Notar que uAv = —v Aw implica
wAn=(—DMnAw, siweARV)yne A(V).

El dlgebra simétrica S(V') se define como el dlgebra cociente de T'(V') por el ideal J = (u®@v—vQ@u : u,v € V).
Es un algebra graduada, siendo S(V) =3 02 S™V, S"V = n(T"V). El espacio S"V =~ % se llama la
n-potencia simétrica de V. Por la misma razén que en A(V), es SV ~k y S'V ~ V, y por lo tanto

SV)=kaVaesS VoS Ve . ..



Al producto en S(V) se lo suele escribir mediante la yuxtaposicién. Luego
VU =01 Q- Rvp, Yui,...,0n € V.

En S(V) vale uwv = vu, para todo u,v € V, y como V genera a S(V') como algebra, se deduce que S(V') es
un algebra conmutativa.

Observacién 3.2. En el caso en que el cuerpo k sea de caracteristica cero, los espacios A"V y S™V se
pueden identificar con subespacios de TV, para todo n > 0.

Bases. Las algebras T'(V'), A(V) y S(V) son graduadas, luego para obtener una base de cada una de ellas
alcanza con obtener bases de cada una de sus componentes homogéneas, y después unirlas. Supongamos que
la dimensién de V es finita y que B = {e1,...,e,} es una base de V. Sea k > 2, entonces!

w {6, ®---®e, 1 01,0 =1,...,n} es una base de TFV;
» {ej, Ao Aej, o 1<y <. <ip<n} esunabase de AFV si 0 < k <ny AV = {0} si k > n;
w {ejre s 1<i; <<, <n} es una base de S*V.

Usando las bases anteriores obtenemos las dimensiones de las componentes homogéneas:

dmT*V = nk, k>0, dimAFV = <Z> 0<k<n dimS*V = <"+Z_ 1), k> 0.
Notar que T'(V) y S(V) tienen dimensién infinita (si V' # {0}), mientras que para A(V') es
AV)=k®o VO ANVOAVD- oA"Y,

luego dimA(V) = >°3_(}) = 2" Observar también que podemos identificar S(V) con el dlgebra de
polinomios en n variables S(V) ~ k[ X7, ..., X}, mientras que T'(V') se identifica con el dlgebra de polinomios
en n variables que no conmutan entre si T(V) ~ k(X7,..., X,).

La prueba de que el conjunto dado es base de T*V es esencialmente la misma que la prueba de la proposicién 1.16, y se
basa en la versién para T*V de la propiedad universal del producto tensorial. Las pruebas para Ak(V) y S¥(V) son andlogas.



