
Forma de Jordan

Pablo Lessa

1. ¿Porqué decid́ı escribir estas notas?

Camille Jordan escribió un tratado sobre substituciones lineales en 1870
([Jor70]) que contiene básicamente el resultado que voy a exponer en estas notas.

Además, el teorema se encuentra demostrado, con ejercicios complementa-
rios, y todo tipo de expliciones para ayudar al lector, en much́ısimos libros (por
ejemplo, [HJ85],[Dem97],[Jac53],[HK71],[Str76],[Lan69]). Esto incluye el libro de
texto que recomendé para el curso [Axl15].

En esta última referencia se hace un poco más de enfasis en el polinomio
caracteŕıstico de lo que hicimos en nuestro curso hasta ahora (si bien el tema
se trata en el segundo práctico). Esto tampoco justifica escribir estas notas.
Primero porque las diferencias son mı́nimas y fácilmente solventables por quien
estudia. Y segundo porque incluso existen libros donde se toma el enfoque ba-
sado exclusivamente en el polinomio minimal, por ejemplo [BM23].

Además de esto, el tema se trata en cursos ofrecidos por prácticamente cual-
quier universidad, incluyendo algunas, como MIT, que ponen videos y materiales
de sus cursos en ĺınea [Str99].

Uno podrá decir que estas notas existen para ahorrar el trabajo a los es-
tudiantes de buscar en todo ese material la parte relevante únicamente para
aprender la demostración de la existencia de la forma de Jordan. Pero es-
to tampoco se justifica, porque existen art́ıculos escritos por matemáticos y
docentes universitarios, con el objetivo expreso de dar el camino ‘más cor-
to’ o ‘más elemental’ o ‘más natural’ o directo a este teorema (ver [Tao07],
[Loe14],[Väl86],[Bud12],[Fil72],[GW80])

Obviamente, aunque el inglés es actualmente el idioma universal de la ciencia
(Los que hablamos castellano como lengua nativa podremos quejarnos. Pero la
situación hace un par de cientos de años, cuando el idioma oficial era el lat́ın,
una lengua muerta, era mucho peor para todos.), también existen referencias
adecuadas sobre este tema en castellano (como [RM01]).

Entonces ¿para qué escrib́ı estas notas? Ni idea, ojalá a alguien le sirvan.

2. Un ejemplo

El objetivo de esta sección es illustrar el teorema de Jordan con un ejem-
plo. Para aprender algo de esta sección, me parece necesesario que quien lea,
esté también haciendo las cuentas y verificando las afirmaciones que se hacen a
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medida que aparecen. Esto involucra básicamente resolver algunos sistemas de
ecuaciones lineales, y razonar un poco con algunos vectores expĺıcitos en Q3 y
matrices 3× 3 sobre Q.

2.1. La matriz

Consideramos

A =

1 −2 3
2 −7 11
1 −5 8

 ,

como matriz con entradas en Q.

2.2. Polinomio minimal

Recordemos que un polinomio p ∈ Q[x] es mónico si es de la forma

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn.

El polinomio minimal de A es el polinomio mónico de menor grado tal que

p(A) = a0I + a1A+ · · ·+ an−1A
n−1 +An = 0,

donde I es la matriz identidad 3× 3.
En particular tomando e1 = (1, 0, 0)t (la t indica transpuesta), si p cumple

lo anterior se tiene

p(A) = a0Ie1 + a1Ae1 + · · ·+ an−1A
n−1e1 +Ane1 = 0,

o lo que es lo mismo

a0e1 + a1Ae1 + · · ·+ an−1A
n−1e1 = −Ane1.

Calculamos

et1 = (1, 0, 0), (Ae1)t = (1, 2, 1), (A2e1)t = (0,−1,−1), (A3e1)t = (−1,−4,−3).

Observamos que los primeros 3 vectores son linealmente independientes por
lo cual el polinomio minimal de A tiene grado al menos 3.

Resolviendo un sistema lineal de ecuaciones encontramos que

(1, 2, 1)− 2(0,−1,−1) = (1, 4, 3),

de forma que
p(A)e1 = Ae1 − 2A2e1 +A3e1 = 0,

para
p(x) = x− 2x2 + x3.

Multiplicando esta ecuacion porA obtenemos p(A)e1 = p(A)Ae1 = p(A)A2e1 =
0, pero como e1, Ae1, A

2e1 son independientes esto implica

p(A) = 0,

y por lo tanto p es el polinomio minimal de A.
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2.3. Subespacios invariantes

Observamos que p(x) = x − 2x2 + x3 = x(x − 1)2. Uno podŕıa pensar, por
analoǵıa con lo que pasa al evaluar un polinomio en un número, que cómo

p(A) = A(A− I)2 = 0,

tendŕıamos o A = 0 o A = I, pero esto no es verdad.
Lo que si es verdad es que A tiene núcleo no trivial que llamaremos V0

(porque está asociado a la raiz 0 de p) y (A − I)2 tiene núcleo no trivial que
llamaremos V1 (por estar asociado a la raiz 1 de p).

Calculamos resolviendo un sistema lineal de ecuaciones

V0 = ker(A) =


xy
z

 ∈ Q3 : A

xy
z

 =

0
0
0

 ,

y vemos que tiene dimensión 1 y está generado por v1 = (1, 5, 3)t.
Calculamos

V1 = ker((A− I)2) =


xy
z

 ∈ Q3 : (A− I)2

xy
z

 =

0
0
0

 ,

y vemos que tiene dimensión 2 y está generado por v2 = (1, 1, 0)t y v3 = (0, 1, 1)t.
Como v1, v2, v3 son linealmente independendientes obtenemos

Q3 = V1 ⊕ V2.

Además es fácil ver que si v ∈ Vi entonces Av ∈ Vi, es decir cada Vi es
invariante por A.

Esto implica que si considero la matriz con

B =

1 1 0
5 1 1
3 0 1

 ,

obtengo

B−1AB =

0 0 0
0 −1 1
0 −4 3

 ,

donde la sub-matriz 2× 2 cumple

((
−1 1
−4 3

)
−
(

1 0
0 1

))2

=

(
0 0
0 0

)
.

2.4. Base de Jordan

Podemos hacer las cosas mejor que tomar como base v1, v2, v3.
Para esto calculamos v′2 = (A− I)v3 = (1, 3, 2)t.
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El punto es que (A− I)2v3 = (A− I)v′2 = 0 por lo cual v′2 es vector propio
de valor propio 1.

Por lo tanto con

C =

1 1 0
5 3 1
3 2 1

 ,

obtengo

C−1AC =

0 0 0
0 1 1
0 0 1

 .

Esta es la forma de Jordan de A.

2.5. ¿Para qué?

La forma de Jordan responde por ejemplo a la pregunta de cómo son todas
las transformaciones lineales de un espacio vectorial complejo en śı mismo, si
consideramos dos transformaciones ‘equivalentes’ cuando son conjugadas por un
isomorfismo lineal. Por lo tanto juega un rol teórico importante en el álgebra
lineal, que a su vez es un tema bastante transversal a casi toda la matemática.

Una situacion concreta en la cuál la forma de Jordan resuelve un problema
práctico es cuando queremos una fórmula cerrada para las potencias de una
matriz cuadrada. En el práctico 1 se dan diversas situaciones (ecuaciones en
recurrencia, ecuaciones diferenciales lineales, matrices de adyacencia de grafos)
donde este tipo de cálculos puede ser útil.

Ilustremos esto mostrando que ahora sabemos calcular cualquier potencia
de A.

An =

1 −2 3
2 −7 11
1 −5 8

n

= C(C−1AC)nC−1

=

1 1 0
5 3 1
3 2 1

0 0 0
0 1 1
0 0 1

n−1 1 −1
2 −1 1
−1 −1 2


=

1 1 0
5 3 1
3 2 1

0 0 0
0 1 n
0 0 1

−1 1 −1
2 −1 1
−1 −1 2


=

 2− n −n− 1 2n+ 1
5− 3n −3n− 4 6n+ 5
3− 2n −2n− 3 4n+ 4


Por ejemplo obtenemos

A100 =

 −98 −101 201
−295 −304 605
−197 −203 404

 ,
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que podŕıa ser útil, en una serie de circumstancias muy particulares.

3. Resultados teóricos

3.1. Contexto

En esta seccion damos demostraciones generalizando los calculos hechos en
la parte anterior. Tomaremos el punto de vista libre de coordenas y fijamos de
ahora en más las siguientes notaciones

1. K es un cuerpo (podemos imaginar Q,R o C),

2. K[x] es el conjunto de los polinomios con coeficientes en K y variable x,

3. V es un espacio vectorial sobre K con dimensión finita d,

4. y T : V → V una transformación lineal de V en śı mismo.

De nuevo, considero que esta sección se puede aprovechar para aprender
sólamente intentando seguir o producir los argumentos de las afirmaciones que
aparecen, en el momento en que lo hacen.

3.2. Polinomios

Recordemos que un polinomio p ∈ K[x] es una expresión de la forma

p = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

donde los coeficientes ai son elementos de K.
El grado de p es deg(p) = n si an 6= 0 en la expresión anterior. Para el

polinomio nulo se define a veces deg(0) = −∞ para que se cumple la regla

deg(pq) = deg(p) + deg(q),

para cualquier par p, q ∈ K[x] donde le producto de polinomios es el usual (se
hace la distributiva y xixj = xi+j) y usamos la regla −∞+ algo = −∞.

Usaremos sin demostración los siguientes resultados sobre K[x].

Teorema 1 (División de polinomios). Dados p, q ∈ K[x] donde q 6= 0, existen
y son únicos a, r ∈ K[x] con deg(r) < deg(q) tales que

p = aq + r.

Si r = 0 en la división entera se dice que q divide a p. Un polinomio p ∈ K[x]
es mónico si p 6= 0 y el coeficiente de xdeg(p) en p es 1.

Teorema 2 (Máximo divisor común). Dados p, q ∈ K[x] no nulos existe un
único polinomio mónico MDC(p, q) ∈ K[x] de grado maximal entre los divisores
comunes de p y q. Además, existen a, b ∈ K[x] tales que

ap+ bq = MDC(p, q).
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3.3. Polinomio minimal

El concepto clave es que tiene sentido evaluar un polinomio p = a0 + a1x+
· · ·+ anx

n en la transformación lineal T . Para esto definimos

p(T ) = a0I + a1T + · · ·+ anT
n,

donde I : V → V es la transformación lineal identidad.
Como el espacio vectorial de las transformaciones lineales de V en śı mismo

tiene dimensión finita d2 obtenemos que

I, T, T 2, . . . , T d2

,

son linealmente dependientes.
Tomamos n el mı́nimo tal que I, . . . , Tn son linealmente dependientes y

elegimos p ∈ K[x] tal que

p(T ) = a0I + a1T + · · ·+ an−1T
n−1 + Tn = 0,

este es el llamado polinomio minimal de T .

Lema 3 (Existencia y unicidad del polinomio minimal). Existe un único poli-
nomio mónico de grado mı́nimo tal que p(T ) = 0.

Demostración. Si p y p′ son polinomios mónicos que anulan T de grado mı́nimo
usando la división con resto escribo

0 = p(T ) = a(T )p′(T ) + r(T ),

donde deg(r) < deg(p′).
Como p′ teńıa grado minimal esto implica r = 0 por lo cual p′ divide a p. El

mismo argumento intercambiando p y p′ nos da p = p′.

En principio el argumento que dimos muestra que el grado del polinomio
minimal es a lo sumo d2. Esto se puede mejorar hasta d pero no se necesita en
lo que sigue.

3.4. Subespacios invariantes

Un subespacio S de V es T -invariante (o sólo invariante si T está determinado
en el contexto) si T (S) ⊂ S.

Mostramos ahora como factorizar el polinomio minimal en factores coprimos
da una descomposición de V como suma directa de subespacios invariantes.

Lema 4 (Factorización del polinomio minimal y subespacios invariantes). Si
p ∈ K[x] cumple p(T ) = 0 y p = p1 · · · pn donde MCD(pi, pj) = 1 para todo
i 6= j, entonces

V =

n⊕
i=1

Vi,

donde Vi = ker(pi(T )).
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Demostración. Asumimos primero que n = 2.
Elegimos a, b ∈ K[x] tales que ap1 + bp2 = 1 y obtenemos

I = a(T )p1(T ) + b(T )p2(T ).

Aplicando esto a v ∈ V1 ∩ V2 obtenemos

v = a(T )p1(T )v + b(T )p2(T )v = 0,

por lo cual V1 ⊕ V2.
Como p1(T )(V ) ⊂ V2 y p2(T )(V ) ⊂ V1 la ecuación

v = p1(T )(a(T )v) + p2(T )(b(T ))v,

muestra que V = V1 + V2.
Ahora asumimos que el enunciado vale para n − 1 factores coprimos y lo

demostraremos para n.
Por la hipótesis inductiva aplicada a p = (p1p2)p3 · · · pn se obtiene

V = ker(p1(T )p2(T ))⊕
n⊕

i=3

Vi.

Observamos que ker(p1(T )) ⊂ ker(p1(T )p2(T ) y ker(p2(T )) ⊂ ker(p1(T )p2(T )).
Además, como p1(T )p2(T ) = 0 en ker(p1(T )p2(T )) obtenemos usando de

nuevo la hipótesis inductiva que

ker(p1(T )p2(T )) = ker(p1(T ))⊕ ker(p2(T )).

Observamos que el lema anterior muestra que se puede elegir una base (eli-
giendo una de cada Vi) de forma de que la matriz asociada es diagonal por
bloques es decir de la forma

B1 0 · · · 0
0 B2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Bn

 ,

donde Bi es una matriz cuadrada que satisface pi(Bi) = 0 (los ceros en la
fórmula anterior representan matrices nulas de diferentes tamaños).

En el caso especial donde pi(x) = (x− λi)mi podemos refinar esta presenta-
ción, eligiendo una cambio de base adecuado para cada Bi. Para esto estudiamos
la estructura de matrices, o transformaciones, que cumplen (como Bi−λiI) que
alguna potencia es nula.
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3.5. Transformaciones nilpotentes

Teorema 5 (Clasificación de transformaciones nilpotentes). Si el polinomio
minimal de T es p(x) = xn entonces existe una base de V de la forma

v1, T v1, . . . , T
n−1v1, v2, . . . , T

m2v2, . . . , vk, . . . , T
mkvk,

donde Tmi+1vi = 0 para i = 2, . . . , k.

Demostración. Si n = 1 entonces T = 0 y cualquier base de V cumple el enun-
ciado. Asumimos n ≥ 2 en lo que sigue y definimos K0 = {0} y Ki = ker(T i)
para i = 1, 2, . . . , n. Observamos que

K0 ⊂ · · · ⊂ Ki ⊂ Ki+1 ⊂ · · · ⊂ Kn = V.

Como Tn−1 6= 0 existe un subespacio Sn no nulo con

V = Sn ⊕Kn−1.

Nuestra construcción se basa en el siguiente lema:

Lema 6. Si k > 1 y Sk es un subsepacio tal que Kk = Sk ⊕ Kk−1 entonces
T (Sk) ⊂ Kk−1 y T (Sk) ∩Kk−2 = {0}.

Demostración del lema. La primer afirmación se obtiene directamente porque
Sk ⊂ Kk de forma que {0} = T k(Sk) = T k−1(T (Sk)).

Para la segunda, tomamos v ∈ Sk tal que Tv ∈ Sk ∩ Kk−2 y obtenemos
T k−2Tv = T k−1v = 0 de modo que v ∈ Kk−1, contradiciendo que Sk ⊕Kk−1 =
Kk.

Usando el lema anterior construimos, a partir del Sn previamente elegido
una sucesión de subespacios Sn, Sn−1, . . . , S1 tal que

T (Sk) ⊂ Sk−1,

para k ≥ 2 y
Kk = Sk ⊕Kk−1

para k = 1, . . . , n.

Afirmamos que V =
n⊕

k=1

Sk. Para esto demostramos inductivamente que

m⊕
k=1

Sk = Km para m = 1, . . . , n.

Para m = 1 esto se reduce a que K0 = ker(T ) = S1 ⊕K0 = S1.
Por inducción obtenemos ahora

m+1⊕
k=1

Sk = Sm+1 ⊕
m⊕

k=1

Sk = Sm+1 ⊕Km = Km+1,

para todo m, como se buscaba demostrar.
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Para concluir la demostración observamos que Sk ∩ ker(T ) = {0} si k ≥ 2.
Por lo tanto, para k ≥ 2, dada cualquier base Bk de Sk se puede completar
T (Bk) a una base de Sk+1.

Usando esta observación tomamos Bn una base de Sn, Bn−1 base de Sn−1
que contiene T (Bn), e inductivamente para cada k < n una base Bk de Sk que
contiene T (Bk+1).

La base B =
n⋃

k=1

Bk cumple el enunciado.

3.6. Forma de Jordan

Definimos como bloque de Jordan J(n, λ) dado n ∈ N y λ ∈ K la matriz
n× n siguiente

J(n, λ) =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 0 λ

 ,

es decir los elementos de la diagonal principal son λ, y las entradas en fila i y
columna i+ 1 son iguales a 1 para i = 1, . . . , n− 1 (todos los demás elementos
son cero).

Dadas matrices cuadradasB1, . . . , Bk dondeBi es ni×ni, definimos diag(B1, . . . , Bk)
como la matriz (n1 + · · ·+ nk)× (n1 + · · ·+ nk) siguiente

diag(B1, . . . , Bk) =


B1 0 0 0
0 B2 0 0
0 0 · · · · · ·
0 0 · · · Bk


donde los ceros representan bloques nulos de diferentes tamaños.

Teorema 7 (Forma de Jordan). Si T : V → V es lineal donde V es un K-
espacio vectorial de dimensión finita, y el polinomio minimal de T es de la
forma p(x) = (x−λ1)m1 · · · (x−λk)mk donde los λi ∈ K son dos a dos distintos,
entonces existe una base B de V tal que

B [T ]B = diag(J1, . . . , Jm),

donde cada Ji es un bloque de Jordan de algún λj.

Demostración. Por el lema 4 se tiene V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk donde Vi = ker((T −
λiI)mi).

Por el teorema 5 puede elegir una base de cada Vi formado por sucesiones de
la forma B = {v, (T − λi)v, (T − λi)2v, . . . , (T − λi)lv} donde (T − λi)l+1v = 0.
Observamos que la matriz asociada a T restricto al subespacio generado por
una tal sucesión B (tomada en orden reverso) es J(λi, l).

Tomando la unión de estas bases obtiene el enunciado.
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Razonando con matrices de Jordan es posible refinar el teorema anterior. Por
ejemplo, vemos que hay al menos un bloque de la forma J(λi,mi) para cada
i. Sin embargo, no es posible determinar exáctamente qué bloques de Jordan
aparecerán sólamente a partir del polinomio minimal. Es necesario conocer la
dimensión del núcleo de (T − λiI)j para cada j = 1, . . . ,mi.
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