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Practico 3: Ejercicios de examen de forma de Jordan.
En este practico se recopilan ejercicios de examen sobre forma de Jordan de diferentes universidades.

1. Este ejercicio es de un examen de la UdelaR de 2022.
Sean T, S : V — V transformaciones lineales de un espacio vectorial complejo V' de dimension d que
conmutan, es decir, ToS = SoT.
a) Sea A un valor propio de 7'y E) = Ker(T — AId) su espacio propio asociado. Mostrar que existe
u € Ey \ {0} que es vector propio de S.
b) Mostrar con un ejemplo que puede ser vector propio con valor propio diferente.
¢) Dar un ejemplo que muestre que algin vector de E) puede no ser vector propio de S.
d) Mostrar que si T tiene d-valores propios diferentes, entonces existe una base en la cual tanto T'
como S son diagonales.
2. Este ejercicio es de un examen de la UdelaR de 2022.
Sea A € M,(R).
0 -2 -3
A= -1 1 -1
2 2 5
a) Hallar los valores propios y los subespacios propios correspondientes.
b) Probar que A es diagonalizable.
c¢) Hallar una matriz diagonal D y una matriz invertible @ tales que A = QDQ!.

3. Este ejercicio es de un examen de la UdelaR de 2023.

Sea T una transformacién lineal de un espacio vectorial real V' de dimensién finita en si mismo.

a) Para A € R definir el subespacio propio generalizado W).
b) Supongamos que el polinomio caracteristico de T" es x7(t) = £(t—A1)™ --- (t—Ap)™ con A\; # Aj
sii#j.
1) Probar que XTw, | = +(t—A\1)", con 1 <r < njy. Concluir que dim(Wy,) < nj.
2) Probar que W), = ker(T"— A\ I)™ donde [ es la identidad de V en V.

4. Este ejercicio es de un examen de la UdelaR de 2023.
Sea T : V — V una transformacion lineal de un espacio vectorial real de dimensién finita.
a) Sea A € R. Definir que significa que A\ sea valor propio, definir multiplicidad algebraica y multi-
plicidad geométrica de .
b) Dar ejemplos (justificando las afirmaciones) de:

1) Una transformacién sin valores propios.

2) Una transformacién para la cual la multiplicidad geométrica y algebréica de todo valor propio
coincide.



3) Una transformacion para la cual algin valor propio tenga multiplicidad geométrica menor al
la algebraica.
. Este ejercicio es de un examen de la universidad de Princeton de 2005.

Un endomorfismo de un espacio vectorial complejo de dimensién 4 tiene 1y 2 como tinicos autovalores.

a) Exhibir las 10 formas de Jordan posibles.

b) ;Para cuédntas de ellas hay sélamente dos vectores propios linealmente independientes?

. Este ejercicio es de un examen de la universidad de Princeton de 2005.

Supongamos que un endomorfismo de un espacio vectorial real o complejo cumple 77" = 0.

a) Mostrar que T tiene un dnico autovalor.

b) Mostrar que T + I es invertible.

. Este ejercicio es de un examen de la universidad de Chicago de 2018.

Calcular el polinomio caracteristico, los valores propios, y los subespacios propios y propios generali-
zados de la matriz
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Verificar el teorema de Cayley-Hamilton mediante calculo directo en este ejemplo.

. Este ejercicio es de un examen de la universidad de Chicago de 2018.
Considerar la transformacion D : V' — V que envia un polinomio de coeficientes complejos y grado

menor o igual a 3 a su derivada.

a) Mostrar que V es isomorfo como espacio vectorial a C™ para algtin n eligiendo una base explicita.

¢) Calcular el polinomio caracteristico de D.

)
b) Escribir la matriz asociada a D en la base elegida.
)
d)

Calcular los valores propios.

. Este ejercicio aparecié en la prueba de ingreso a I’Ecole Normale Superieur (Francia) en 2021. Algunos
estudiantes preparan esta prueba durante uno o dos anos luego de egresar del liceo. Los que aprueban
pueden acceder a realizar estudios de grado en muy buenas instituciones y con beca.

En este ejercicio A es una matriz compleja d X d.

El radio espectral de A se define como

p(A) = méx{|A| : A es valor propio de A}.

La norma de un vector x = (x1,...,1,)! € C" se define como

2]l = V1|2 + -+ [zal?,
y la norma de la matriz A se define como

Al = méx [[Az].
Jol=1



10.

11.

12.

13.

14.

Se pueden usar sin demostracién en este ejercicio las propiedades
A+ B|l < [|[A] + 1B,
y ||tA]| = |t]||A]| para todo par de matrices cuadradas A, B y todo t € C.

a) Usando el teorema de Cayley-Hamilton demostrar que

d
d _
4] <3 () startiat,
k=1

donde (Z

) son las combinaciones de d tomadas de a k.

Este ejercicio aparecié en un examen de MIT del ano 2010.

Supongamos que xj es la proporcién de estudiantes de MIT que en el afio k& que prefieren Calculo a
Algebra lineal y el restante yi, = 1 — x, prefieren Algebra lineal a Célculo.

El ano £+ 1, % de los que preferian Calculo cambian de idea, y 1—10 de los que preferian Algebra lineal
cambian de idea (posiblemente debido a este examen).

<$k+1> _ 4 (m)
Yk+1 Yk

y calcular el limite de A™ <1> cuando n — +o00.

a) Crear la matriz A tal que

0
b) Resolver empezando en z(0) = 1,y(0) = 0 la ecuacién diferencial
{ gi—f =3z — 4y
Y =2x -3y

¢) (Para qué condiciones iniciales x(0),y(0) se cumple que la solucién (x(t),y(t)) pertenece a una
tnica recta de R? para todo t?

Este ejercicio aparecié en un examen de Princeton del ano 2002.

Determinar todas las formas de Jordan posibles de una transformaciéon cuyo polinomio caracteristico
es (z —2)3(z — 1)%

Este ejercicio aparecié en un examen de Princeton del afio 2002.

Mostrar que toda matriz compleja 3 x 3 que cumple A3 = A es diagonalizable.

Este ejercicio aparecié en un examen de Princeton del ano 2002.

.Es verdad que toda matriz compleja 4 x 4 que cumple A3 = A es diagonalizable?

Este ejercicio aparecié en un examen de la universidad de Berkeley del ano 1996.

Sean V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita, T': V' — V lineal, y
p(z) =ap+arz+ -+ apz",

un polinomio de coeficientes complejos.



a) Mostrar que si A es valor propio de T" entonces p(\) es valor propio de p(T).

b) Mostrar que si p es valor propio de p(T') entonces = p(A) para cierto valor propio A de T'.

15. Este ejercicio aparecié en un examen de la universidad de Berkeley del afio 2002.

a) Calcular los vectores y valores propios de (_63 g)

b) Calcular una matriz Q tal que Q7 1AQ y Q7! BQ sean diagonales simultdneamente donde

oo )9

16. Este ejercicio aparecié en un examen de la universidad de Berkeley del afio 1995.

Sea T' un operador de un espacio vectorial de dimension finita y A un valor propio de T'.

Supongamos que 7' el subespacio propio generalizado K tiene una base {z1,...,2z9} con diagrama de
puntos

xr1 - X5 -+ I8 - X9

To - g

r3 - X7

T4

a) Escribir férmulas indicando la accién de T en K en términos de esta base. (Si no estéds seguro,
puede servir empezar con la accién de T'— )

b) Dar el diagrama de puntos de una base de Jordan de la restriccion de T a ker((T' — A\)?) C K
nombrando los elementos de la base.

c¢) Dar el diagrama de puntos de una base de Jordan para la restriccién de T a (T — A\)?(K)), de
nuevo nombrando los elementos de la base usada.
17. Este ejercicio aparecié en un examen de la universidad de Berkeley del afio 1995.

Sea T un operador lineal de un espacio vectorial de dimensién finita V', y W un subespacio T-invariante.
Mostrar que el polinomio minimal de 7}y divide al polinomio minimal de 7",



