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Capitulo 1

Medida e integracion para
procesos estocasticos

1.1. Medida y probabilidad: Motivacion

Queremos extender los modelos de probabilidad finitos.

1.1.1. Ejemplo

Sea un conjunto finito
Wiy eeyWnt

Si tenemos niimeros positivos p1, ..., p, tales que p1+- - -+p, = 1, podemos
definir para un subconjunto A de (2

P(A)= Y (1.1)

k: wp€A

Esto nos da un modelo de probabilidad finito. La propiedad més importante
que se verifica es que

P(A +B) =P(A) + P(B), (1.2)

donde escribimos A + B para la unién de los conjuntos disjuntos A y B.

1.1.2. Ejemplo

Un caso particular del ejemplo anterior consiste en poner una probabili-
dad en el conjunto de tiras de ceros y unos. Mas especificamente

Q={w=(a1,...,ap):ap, =006 1,k=1,...,n}.



Tenemos que el cardinal de Q es |Q2] = 2". Si 0 < p < 1 asignamos probabil-
dades
Plw) =p*(1—p)"*

donde p — p(w) indica la cantidad de unos de la tira w. Observemos que

Y Pw) =Y Puw) =k => CipFa-pF =1,
k=0 k=0

weN

donde la 1ltima igualdad es el binomio de Newton.

1.1.3. Ejemplo

Consideremos ahora el conjunto de las sucesiones de ceros y unos (es
decir, las “tiras infinitas” en el ejemplo anterior).

Q={w=(ay,a2,...):a, =061,n=1,2,...}.

En este caso 2 es un conjunto infinito, asi que no podemos utilizar la defi-
nicion . Si quisieramos hacerlo asignando la misma probabilidad a cada
sucesion, ésta deberia ser cero, pero las probabilidades de conjuntos serian
nulas. Observemos que en este caso tenemos una biyeccién con [0, 1], dada

por la férmula
al a9

Podriamos pensar entonces que asignar una probabilidad en el conjunto de
sucesiones es equivalente a asignar una probabilidad en el conjunto [0, 1].
Aqui ocurre lo mismo, no es posible pensar en asignarle probabilidades a los
puntos, la férmula se extiende a lo sumo a una cantidad numerable de
sumandos, lo que no constituye todos los conjuntos de interés. La estrategia
entonces es asignar probabilidad a subconjuntos de €2 y no a puntos. Preci-
samos entonces dotar a ) de una estructura de subconjuntos adecuada para
las operaciones necesarias, como por ejemplo que se verifique la propiedad

2.

T = xz € [0,1].

1.2. Probabilidades finitamente aditivas

Definicion 1. Una familia F de subconjuntos de €1 es un algebra cuando
se verifica

(a) Qe F



(b) Si A€ F,BeF tenemos AUB € F.
(c) Si A € F entonces A € F.

Definicion 2. Dada un dlgebra F de subconjuntos de §2, una medida fini-
tamente aditiva es una funcion p: F — [0,00| que verifica

(A +B) = pu(A) + pu(B), (1.3)

para todo par de conjuntos A, B disjuntos en el dlgebra. Si p(2) < oo
decimos que la medida finitamente aditiva es finita, si u(Q2) = 1, decimos
que es una probabilidad finitamente aditiva.

Definicién 3. Una terna (2, F,P) es un modelo de probabilidad extendido
cuando

(a) Q es un conjunto de puntos,
(b) F es un dlgebra,
(¢) P es una probabilidad finitamente aditiva.

Es necesario considerar uniones mas generales que las de la propiedad
(6.15)), en particular uniones numerables de conjuntos. Eso motiva la siguien-
te definicion.

Definicién 4. Una familia F de subconjuntos de §) es una o-élgebra (se
lee sigma dlgebra cuando es un dlgebra, que ademds verifica

(b*) Si A, € F para todon =1,2,..., entonces

Jner
n=1

Tenemos la siguiente definicién equivalente.
Definicién 5. Una famila F de subconjuntos de Q) es una o-dlgebra cuando:
(a) Qe F,

(b) Si A, € F para todo n =1,2,..., entonces

U A, € F.
n=1



(c) Si A € F entonces A € F.

Ejercicio 1. (x) Demostrar las dos definiciones de o-dlgebra son equivalentes.

Definicion 6. El espacio 2 con la o-dlgebra F se denota espacio medible
(€, F).

Definicién 7. (a) Una medida p definida en un dlgebra F se denomina o-
aditiva, o simplemente una medida, cuando para toda sucesion de conjuntos
A1, A, ... disjuntos dos a dos de F, y tales que > A, € F, se verifica

K (ZAn> = ZN(An) .
n=1 n=1

(b) Una medida o-aditiva en un dlgebra que verifica P(Q) =1 se llama una
medida de probabilidad, o sencillamente, una probabilidad.

Propiedad 1. Para cualquier suceso A se tiene P(A) =1—P(A).

Demostracion. Por definicién de A (suceso contrario al suceso A), tenemos
A = Q\ A. De aqui resulta AA = ). Como por el axioma II tenemos
P(AUA) = P(Q) = 1, aplicando el axioma III concluimos, que 1 = P(Q) =
P(AUA)=P(A)+P(A). O

Propiedad 2. FEl suceso imposible tiene probabilidad nula: P(()) = 0.

Demostracion. Esta igualdad se obtiene de la propiedad anterior, si consi-
deramos A = ) y aplicamos el axioma II. O

Propiedad 3. Si A C B, entonces P(A) < P(B).

Demostracion. Como A C B, tenemos B = AU (B\ A). Es claro que
B\ A = BA es un suceso, ademés los sucesos A y B\ A son incompatibles.
Por los axiomas III y I tenemos P(B) = P(A)+P(B\ A) > P(A). O

Propiedad 4. Para cualquier suceso A se tiene 0 < P(A) < 1.

Demostracion. En virtud del axioma I es suficiente demostrar la segunda
desigualdad, la cual se deduce inmediatamente de la propiedad anterior, por
la inclusién A C 2 y el axioma II. O

Propiedad 5. Para sucesos A y B arbitrarios vale la igualdad

P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB). (1.4)



Demostracion. Es claro que A = ABUAB y B = AB U AB. Como los
sucesos en las dos sumas anteriores son incompatibles, por el axioma III,
resulta

P(A)=P(AB) + P(AB), P(B)=P(AB)+P(AB).

Tenemos también A UB = AB U AB U AB, donde a la derecha se suman
tres sucesos incompatibles dos a dos. Aplicando nuevamente el axioma III y
sustituyendo, resulta

P(AUB) = P(AB) + P(A) - P(AB) + P(B) — P(AB)
—P(A) +P(B) - P(ANB),

que es la igualdad buscada. O

Observacidn. Si los sucesos A y B son incompatibles, entonces P(AB) = 0,
y de la férmula se obtiene la igualdad ya conocida P(AUB) = P(A)+
P(B).

Observacion. En forma andloga, no es dificil demostrar, que para tres sucesos
A, B y C arbitrarios, tiene lugar la igualdad

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
— P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(ABC).

Es posible también demostrar una férmula general: para sucesos arbitrarios

Ai,... A, vale la igualdad
P(U Ai) =Y PA)- Y PAA)+ Y P(AAAY)
=1 =1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

— e ()" P(ALLLLAY).

n

Propiedad 6. Dados n sucesos Aq,..., A, arbitrarios, tiene lugar la des-

iqualdad
P(U Ai) <Y P(Ay).
i=1 i=1

Demostracion. Para n = 2 esta desigualdad se obtiene de ([1.4]). Para n > 2,
es facil obtener el resultado anterior, mediante la aplicacion sucesiva de la
desigualdad P(AUB) < P(A)+P(B). O

Propiedad 7. Sean A1,..., A, sucesos incompatibles dos a dos, y tales que
alguno de ellos ocurre. Entonces Y P(A;) = 1.



Demostracion. Tenemos A;A; = () cuando ¢ # j, para i,j = 1,...,n.
Ademss |J;—; A; = Q. De los axiomas II y III obtenemos

1=P(Q) = P(O Ai) = iP(Ai%
i=1 i=1

concluyendo la demostracion. O

Propiedad 8. Sea A1 D Ay D A3z D -+ una sucesion de sucesos, y desig-
nemos A = (1,2, Ai. Entonces, existe el lim, P(A,), y es igual a P(A).
Demostracion. Para cada n, tenemos

o

An=J(Ar\ A1) UA.

k=n

Como los sucesos que aparecen a la derecha son incompatibles dos a dos,
utilizando el axioma III, obtenemos

P(A,) =Y P(Ap\ Apr) + P(A). (1.5)

k=n

Si aqui tomamos n = 1, resulta

> P(Ar\App1) <P(A) <1
k=1

De la convergencia de la serie a la izquierda en la férmula anterior, surge
que

o0

Z P(Ax\ Ax11) -0 cuando n — oo.

k=n
Tomando limite en ambos lados de la igualdad , obtenemos

lim P(A,) = P(A),

n—o0
concluyendo la demostracion. O

El siguiente resultado tiene utilidad préactica

Teorema 1. Sea P una medida de probabilidad finitamente aditiva definida
en un dlgebra F. Las cuatro siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) P es o-aditiva (es decir, P es una probabilidad).



(2) P es continua por abajo, es decir, dada la sucesion creciente de conjuntos
de F

A CAyC -+, con UAnEF,

n=1

se verifica
o
lim P(A,) =P <U1 An> .
n—=

(3) P es continua por arriba, es decir, dada la sucesion decreciente de con-
juntos de F

A1 DAy D -, con ﬂAnE}',

n=1

se verifica
lim P(A,) =P (Ol An> .

(4) P es continua en ), el conjunto vacio. Es decir, dada la sucesidn decre-
ciente al vacio de conjuntos de F

AiDAD -, con mAn=®,
n=1

se verifica
lim P(A,) =0.

n—oo
Demostracion. Ver Shiryaev. O

Por 1ltimo en esta seccién presentamos la axiomatica de la teoria de la
probabilidad enunciada por A. N. Kolmogorov en 1933.

Definicién 8. Una espacio de probabilidad es una terna (2, F,P), donde
(a) © es un conjunto de puntos w, llamado espacio de probabilidad.
(b) F es una o-dlgebra,

(c) P es una probabilidad en F.



1.3. Algebras y o-algebras: propiedades y ejem-
plos

Sea 2 un espacio de probabilidad. Las familias de subconjuntos de 2
dadas por
F.={0,9}, F'={A:ACQ},

son ambas algebras y o-algebras, conocidas como triviales. Cuando 2 es un
espacio finito, la o-dlgebra F* es listable, y se utiliza para definir espacios
de probabilidad. Otro ejemplo sencillo de o-algebra es cuando se da A C (,
definiendo

Fa=1{A A0 Q}.

Consideremos ahora una particién numerable D = {D,,: n = 1,2,...} del
espacio 2, es decir,

Q0=>"D,, D;,ND; =0 (i+#j)

n=1
Es claro ver que
F = {uniones finitas y numerables de elementos de D}
es una o-algebra, la minima que contiene a todos los elementos de D.

Lema 1. Dada una familia arbitraria £ de subconjuntos de §2, existe un una
minima o-dlgebra, designada o(E), que contienen todos los subconjuntos de

E.
Demostracion. No es dificil ver que
a(&) = ﬂ{g: G es o-dlgebray £ C G}

es una interseccién no vacia (porque F* es un de los factores de la intersec-
cién) y es una o-algebra. Es claro ademds que es la minima. O

A la o-dlgebra minima cuya existencia acabamos de demostrar se le llama
o-dlgebra generada por E.

1.4. Medidas en R

El objetivo de esta seccién es la construccién de medidas en la recta real.
Consideremos entonces el conjuntos R = {z: —oco < z < 0o} de los niimeros
reales, y los intervalos de la forma

(a,b] ={x € R: a < x < b}.

10



para todo —oo < a < b < 00, donde entendemos que (a, ] = (a,00), y la
familia de las uniones disjuntas y finitas de intervalos como los anteriores,

es decitfl}

n
F={ACR: A=) (anblai<bi (i=1,...,n),n=1,2,...}.
k=1
No es dificil verificar que F es un algebra. Observemos también que F no
es una o-algebra, dado que, por ejemplo, US® (0,1 —1/n] = (0,1) no es un
conjunto de F.

Definicidn 9. La minima o-dlgebra generada por F se denomina o-algebra
de Borel, y se denota mediante B(R). Los conjuntos de esta o-dlgebra son
los borelianos.

Ejercicio 2. (x) Verificar que, para a < b reales, los conjuntos de la forma
{a}v (a’ b)v [CL, b]’ [av b)? (_OO’ b)7 (_OO’ b]7 (CL, OO)

son borelianos.

En algunos casos es conveniente trabajar en la recta real ampliada, es
decir, el conjunto
R={z: —o<z< o0}

y construir andlogamente la o-dlgebra de Borel, denotada B(R.) en este caso.
Consideremos ahora una medida de probabilidad P definida en B(R), la
o-algebra de Borel de la recta real. Podemos definir la funcién F': R — R,

mediantd?
F(z) = P(—o0, x]. (1.6)

La funcién F se llama funcion de distribucion, y verifica las siguiente pro-
piedades.

Propiedad 1. Sia < b, entonces F(b) — F(a) = P(a < b, y la funcion F
resulta no decreciente.

Demostracion. Aplicando la aditividad de P, tenemos
P(—o0,b] = P(—o00,a] + P(a,b).

Como P(A) > 0 se deduce que F' es no decreciente.]

!Cuando aparece una suma de conjuntos, se supone ademds que éstos son disjuntos
2 Aqui utilizamos la notacién P(—oo, z] en vez de la formalmente correcta P((—oo, z]).

11



Propiedad 2. Se tiene lim,—, o F(z) =1 y lim, o F(x) = 0.

Demostracion. Consideremos primero una sucesion x, " oco. Como tenemos

o0

U (=00, ] = R,

n=1

por continuidad de la probabilidad, se verifica
F(xz,) =P(—o00,z,] /P(R)=1.

Ahora, si dada una sucesion y, \, —o0o. Como tenemos

[e.9]

ﬂ (_007 yn] =0,

n=1

y, por continuidad de la probabilidad en el vacio, se verifica
F(yn) = P(—o00,z,] \\ P(0) = 0.
O

Propiedad 3. La funcion de distribucion F(x) es continua por la derecha
y tiene limite a la izquierda.

Demostracion. Sea x un real arbitrario. Consideremos una sucesién numéri-
ca xi,T2,... decreciente y convergente a x. Es decir 1 > x93 > -+, zp, —
x (n — 00). Sea A, = (z,zy]. Esclaroque A} D Ag D -,y que NS A, =
(). Por continuidad de la probabilidad en el vacio, existe el lim, P(A,) =
P(0) = 0. Entonces, aplicando la propiedad [ obtenemos P(A,,) = F(z,) —
F(z) — 0 (n — o0), lo que concluye la demostracién. El limite por la
izquierda es andlogo. O

El claro que la funcién F es a priori un objeto més sencillo que la medida
P. Lo interesante es que partir de una funciéon F' que verifique las propiedades
anteriores siempre se puede construir una medida de probabilidad en los
borelianos, que ademas es la tnica que verifica . Dicho resultado se basa
el otro fundamental de la teoria de la medida, el teorema de Carathéodory,
que enunciamos a continuacion.

Teorema 2 (Extensién de medidas). Sea Q un conjunto. Sea F un dlgebra
de subconjuntos de Q, y sea B = o(F) la minima o-dlgebra engendrada por
F. Sea po una medida o-aditiva definida en el dlgebra F. Existe una medida
u definida en la o-dlgebra B, que es la unica que verifica

w(A) = puo(A), para todo conjunto A € F.

12



Sigue ahora el resultado que construye una medida de probabilidad a
partir de una funcién de distribucién.

Teorema 3. Sea F: R — R una funcidn de distribucion (es decir, una
funcion que wverifica las propiedades , Y ) FExiste una medida de
probabilidad definida en (R, B(R), que es la inica que verifica

F(b) — F(a) =P(a,b], para todo —o0o < a <b< 00

Demostracion.Consideremos el dlgebra de las uniones finitas de intervalos
semi-abiertos, es decir

F={ACR: A=) (ap,beliax <bp (k=1,...,n),n=12,.}
k=1

Definamos una medida Py en éste algebra mediante

n

Po(A) =Y (F(bx) — Flay)).

k=1

No es dificil ver que Py es aditiva en el dlgebra. Vamos a aplicar el Teorema
de Charathéodory, para lo que tenemos que verificar que Pg es o-aditiva
en F. Aplicando el Teoremall] sabemos que es suficiente verificar que Py es
continua en (). Sea entonces una sucesién {A,,} decreciente de conjuntos de
F con interseccién vacia, es decir

ni n2 o0
Al:Z(alzﬂblls]3A2:Z(ai’bi]3'”7 ﬂAn:q)
k=1 k=1 n=1

Supongamos primero que existe N € N tal que [-N, N] D A;. Sea ¢ > 0.
Elegimos para cada n existe un conjunto B,, € F que Veriﬁcaﬁ

[Bn] C An» PO(An - Bn)
27Q,

Como (2, Ay, = 0 tenemos ()~ ;[B,] = 0. Como ademds [B,] C [-N, N]
que es un conjunto compacto en la recta real, podemo&ﬂ elegir ng tal que

3[A] denota la clausura de A.
4Utilizamos una forma equivalente de la definicién de conjunto compacto, que se puede
demostrar tomando complementos.

13



Nn2,[By] = 0. Tenemos entonces

no no
Po(A,,) = Po (Ano -N Bn) + Py (ﬂ [Bn])
n=1
no
=Py (Ano -N Bn)
n=1
no no
<P, (ﬂ A, —Bn> <> Po(A,—B,) <e.
n=1 n=1

lo que demuestra la continuidad en (), en este caso. Veamos ahora el caso en
el A1 no es acotado. Dado € > 0, aplicando la propiedad [2| existe NV € N tal
que

Py (—N, N] < %

Para ese N, por la demostracién anterior, existe ng tal que

Po(A,, N (=N, N]) <

DN ™

Por la monotonia de Py, tenemos que si n > ng, se verifica

Po(An) < PO(Ano) <Py (Ano N (—N, ND + Py (—N, N] <eg,

concluyendo la demostracién del teorema. O

Observacion. Con exactamente los mismos argumentos podemos construir
medidas finitas, en el caso en que tengamos una funci‘on F que es no de-
creciente, continua a la derecha con limite a la izquierda, y que F(o0) —
F(—o0) < 0.

También se puede construir una medida en la recta real si F' es no decre-
ciente, continua a la derecha con limite a la izquierda, pero F'(oc0)—F(—00) =
00, como es ejemplo de la funcién F'(x) = z. En este caso también se puede
construir una medida en R (que en el caso de F(z) = x es la medida de Le-
besgue, mediante el teorema anterior y un argumento de aproximacién (ver

Shiryaev pp.158-159.)

1.5. Ejemplos de medidas de probabilidad en R

El teorma de la clase anterior nos dice que para construir una medi-
da de probabildad en (R,B(R)) puede hacerse a partir de una funcién de
distribucién. Veamos algunos ejemplos y algunas clases de distribuciones.

14



Ejemplo 1. Consideremos la funcién de distribuciéon

0, cuando x <0,
F(r)=qx, cuando0<z<1

1, cuando 1 < z.

La probabilidad que se obtiene, denominada A, se denomina medida de Le-
besgue en [0,1], y es la unica que verifica A(a,b) =b—a para 0 <a <b < 1.
Observemos que la medida de un punto es nula, porque

1 1
) = Jim A (0 oo = Jim | =
Podemos demostrar también que la medida de cualquier conjunto numerable
es cero. Por ejemplo A\(Q) = 0. Como la medida de los conjuntos (—o0,0) y
(0,00) es nula, podemos restringir el espacio de probabilidad considerando
2 = [0,1]. La o-algebra que consideramos es

B([0,1]) = {AN[0,1]: A € B(R)}.

Ejemplo 2. La construccién anterior nos permite responder a la pregunta
inicial, relativa a cémo construir una medida en el espacio = {0,1}" de
las sucesiones de ceros y unos. La biyeccién que tenemos
z 2 —I— = + 03 +
2 22

La idea es “transferir” la medida desde el intervalo [0,1) al conjunto de
sucesiones. Identifiquemos los conjuntos que establece esta biyecciéon. Con-
sideremos entonces una tira ej,...,ey de N ceros y unos y el conjunto de
todas las sucesiones que comienzan con esta tira. Tenemos

27+e, 27+1+e€
{fweia=e,... aN—eN}_ﬂ U [J n, 2 on n)
n=1 4j=0
(1.7)
Esto nos da por ejemplo

1 11
Q: =1}l=1=,1 Q: = =1l=1=,=].
{we ai } [27 )7 {wE ai 0, az } |:472>

La conclusién de ((1.7) es que a una tira de largo N corresponde un intervalo
de la forma [k/2V, (k +1)/2V), que tiene medida 1/2". Podemos entonces

asignar
1
P({wEQ:alzel,...,aN:eN})ZQ—N. (1.8)
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De aqui se concluye que la medida en el espacio §2 de sucesiones de ceros
y unos es la misma que la que se obtiene aplicando el Teorema de Cha-
rathéodory a la medida en el dlgebra en 2 de los conjuntos que son uniones
finitas de conjuntos de la forma

{we:ar=eq,...,any =en}.

con la medida finitamente aditiva definida en (1.8)).

Ejercicio 3. (xx) Construir directamente la medida P que verifica ([1.8]) aplicando
el teorema de Charathéodory.

Ejercicio 4. (x x x)Es claro que la medida que estamos construyendo correspon-
de a una sucesion de ensayos de Bernoulli independientes y equilibrados
(p = 1/2). Investigar que ocurre si queremos construir una medida que co-
rresponda a ensayos de Bernoulli no equilibrados (p # 1/2). Sugerencia:
Construir la funcién de distribucién en R obtenida a partir de la biyeccién
anterior, comenzando por algunos puntos racionales.

1.5.1. Medidas discretas en R

Dada una sucesién {z,} en la recta real y una sucesién {p,} de nimeros
positivos tales que ) p, = 1 podemos construir una funcién F': R — R

de la forma
Fz)= )_ pn (1.9)

n: rp<x

No es dificil ver que verifica las propiedades que definen una funcién de dis-
tribucién: es claramente no decreciente, por convergencia de series se verifica
F(—o0) =0y F(c0) =1, y es continua por la derecha y tiene limite por la
izquierda. Esto tltimo es claro cuando z,, es un punto aislado, dado que la
funciéon F' es constante en pequenos entornos a la derecha y a la izquierda
de z,. En el caso en que z, es un punto de acumulacion de la sucesién, el
argumento es mas fino, y se basa en el hecho de que suficientemente cerca
las sumas que aparecen son restos de series convergenetes, que por lo tanto
tienden a cero. Estas funciones de distribucién se llaman discretas. Tenemos
entonces una medida de probabilidad en la recta. Denotando D = {x,,} el
recorrido de la sucesién, tenemos

P({zn}) = AF(z,) = F(zy) — F(zn—), P(D)=1.
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Ejemplo 3. Consideremos la funcién de distribuciéon

Fla) 0, cuando x < a,
xTr) =
1, cuandoa < zx.

La probabilidad que se denomina delta de Dirac en el punto a, y es usual
designarla mediante d,. No es dificil ver que esta probabilidad es discreta, y
concentra toda la probabilidad en el punto a, es decir

51(A) = 1, sia€A,
0, siad AL

1.5.2. Medidas absolutamente continuas en R

Consideremos una funcién f: R — [0, 00) integrable segin Riemman en
toda la recta real, y que verifica ffooo f(x)dx = 1. Podemos construir una
funcién F: R — R mediante la férmula

Fz) = /_ " fa. (1.10)

Aquli es sencillo ver, a partir de la férmula anterior que F verifica la definicién
de funcion de distribucién, resultando ademas continua en todos los puntos.
Las funciones de distribucién que verifican se llaman absolutamente
continuas. La funcion f se llama densidad. Si tomamos

f(z) =1 y(x)

integrando obtenemos el modelo del Ejemplo [I} que resulta entonces tener
una distribucién absolutamente continua. Otro ejemplo consiste en conside-

rar 5
f@) = _ex <—; & )

que se llama densidad normal o también densidad gaussiana con parametros
nyo.

1.5.3. Medidas singulares

Es interesante la pregunta si las dos clases anteriores de funciones de
distribucién son exhaustivas, es decir, si toda medida de probabilidad en la
recta corresponde a alguna de estas dos clases. En primer lugar observemos
que el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién de distribucion
es a lo sumo numerable:
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Propiedad 4. Una funcion de distribucion tiene una cantidad finita o nu-
merable de puntos de discontinuidad.

Demostracion. Como es acotada y mondtona, la funciéon F' tiene:

a lo sumo un salto de magnitud h, con h > 1/2,
a lo sumo dos saltos de magnitud h, con 1/2 > h > 1/3,
a lo sumo tres saltos de magnitud h, con 1/3 > h > 1/4,

a lo sumo m saltos de magnitud h, con 1/m > h > 1/(m + 1),

En consecuencia, el conjunto de los puntos de discontinuidad de la funcién
F(x) es finito o numerable, dado que sus elementos se pueden numerar. O

Consideremos entonces una funcién de distribucién F' arbitraria y deno-
tamos D = {z,} el conjunto de sus puntos de discontiuidad, y

Pn = AF(zp).

Veamos que si ), p, = 1 tenemos una funcién de distribucién discreta. En
efecto, dado un par a < b, de la construccién de la sucesién {z,} obtenemos

F()—F(a)> > pn

n: rn€(a,b

Si la desigualdad anterior no es una igualdad para algin para a < b, ob-
tenemos F'(oc0) — F(—oc0) > 1, y de la igualdad anterior tomando limite si
a — —oo obtenemos (|1.32]).

En caso de que 0 < ) p, < 1, podemos definir las funciénes no decre-
cientes y continuas a la derecha y con limite a la izquierda, mediante

Fa@)= 3 pu Fulw) = F(z) - Fa(a).

n: rn,<x

Es claro que F, es continua. La distribuciéon F' = F.+ F}; en este caso es una
mezcla de una distribucién continua y otra discreta.

Por dltimo si no hay puntos de discontinuidad, entonces F' es continua.
Tenemos entonces una primer respuesta negativa a la pregunta inicial: dada
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una distribucién discreta G, una absolutamente continua H, y un ntimero
0 < A <1, la mezcla

F(z) = AG(z) + (1 — \)H(z), (1.11)

es una distribucién que no es ni discreta ni absolutamente continua.

La segunda pregunta es entonces si todas las distribuciones continuas
son absolutamente continuas, es nos permitiria afirmar que todas las distri-
buciones son de la forma . La respuesta a esa pregunta es negativa,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4 (Funcién de Cantor). Ver Shiryaev pp. 156-158. A la izquierda

e

las primeras tres funciones de la sucesién cuyo limite es la funcién de Cantor,
y a la derecha una funcién con n grande

1.6. Medidas en R"

Nuestro interés es construir ahora medidas en
n . A
Q=R"={z=(21,...,zp): 2, €R, i=1,...,n},

el producto cartesiano de R consigo mismo n veces. Comenzamos constru-
yendo la o-algebra de Borel en €.

La forma mds directa en este caso, que es analoga a la utilizada en R,
es la siguiente. Consideremos los conjuntos de la forma

I=(a1,b1] x - - X (ap,bp] ={x:a;, <z; <b;,, i=1,...,n.} (1.12)

que llamamos rectangulos, que es el producto cartesiano de n intervalos
semi-abiertos I; = (a;,b;] (i =1,...,n).

No es dificil ver que la union finita de rectangulos disjuntos, denotada
F, es un algebra. La o-algebra de Borel en R", denotada mediante B(R")
es entonces la minima o-algebra generada por F, es decir o(F).
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Una construccion alternativa de la o-algebra de Borel es la que se obtiene
procediendo a la construccién estandar de la sigma algebra de Borel en un
espacio producto. En ese caso se considera la clase de los rectangulos de lados
borelianos, es decir los subconjuntos de R” de la forma B = By x --- X B,
donde cada B; es un boreliano de R. La o-algebra producto es la minima
que contiene a todos los rectangulos de lados borelianos, que es denotada

F=BR)®---®@B(R),

(donde hay n factores). Como los rectdngulos de la forma son rectangu-
los de lados borelianos, es claro que B(R"™) C F. En realidad estas dos
o-algebras son iguales.

Demostracion. Veamos que By x By € B(R?), con By, By borelianos en R.

Como
B, XBQZ(BIXR)H(RXBQ).

es suficiente ver que B x R € B(R?) para cualquier boreliano B. Conside-
remos la siguiente familia de conjuntos en R.

£={ACR: AxReBR?}

Es claro que los intervalos de la forma I = (a, b] € £. Veamos ademds que &
es una o-algebra:

(a) Tenemos R € € porque R? € B(R?).

(b) Sea ahora {A,} C £. Sabemos que A,, x R € B(R?) para todo n, es
decir U, (A, x R) € B(R?). Pero

Un(An x R) = (U,Ap) X R,
por lo que U, A, € £.

(c) La demostracién es similar, la igualdad clave en este caso es

AxR=AxR
Eso concluye que € es una o-dlgebra que contiene a los intervalos, por lo

tanto contiene a todos los borelianos, es decir, B x R € B(R?), concluyendo
la demostracién. O

Ejercicio 5. (x) Generalizar la demostracién anterior a R".
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Veamos ahora como construir medidas en el espacio medible (R™, B(R™)).
Seguimos un argumento similar al recorrido en R. Consideremos entonces
una probabilidad P en (R"™, B(R"™)), consideremos para cada z = (z1,...,%,) €
R" el cuadrante de la forma

(—00,x] = (=00, 1] X -+ X (—00, zy],
y la funciéon F': R™ — R definida mediante
F(z) = P(—o0, x]. (1.13)

Veamos como se calcula los incrementos de F. Si n = 2, y tenemos (a,b] =
(a1,b1] x (ag,bs], denotando ¢ = (a1,b2) y d = (a2, b1), podemos escribir la
union de rectangulos

(—00,b] = (=00, a1] x (az, bo] + (a1,b1] x (=00, az] + (o0, a] + (a, b].
Basado en esta descomposicén y en (|1.13]), obtenemos
P(a,b] = F(b) + F(a) — F(a1,b2) — F(agz,b1). (1.14)

La parte izquierda de la férmula anterior se denomina incremento de F'
en (a,b] y puede obtenerse de la siguiente forma. Definamos los operadores
Ag, », asociado a un intervalo (a;, b;] para i = 1,2, mediante las férmulas

AahblF(m’y) = F(blay) - F(aby)a
Aa2752F($ay) = F($7b2) - F(xan)-

Con esta notacién, cuyo objetivo es generalizar la definicién de incremento
a R", podemos escribir la férmula (1.14) como

P(a, b] = F(b) + F(a) — F(al, bz) — F(ag, bl) = Aal,blAag,bgF(fﬂJ)‘

Se puede demostrar por induccién en n, que a partir de (1.13]), en el caso
general del espacio {2 = R" obtenemos

:P(CL7 b] = Aal,bl e Aan,an(x)-
De aqui obtenemos que si F' se define a partir de la formula (1.13]), entonces
Ao pF(z) =Dy py - - Dy, Fz) > 0. (1.15)

Observamos también, por la continuidad de la medida P que si definimos
a=(ai,...,an) < b= (b1,...,by) cuando a; < b; para todo i = 1,...,n,
tenemos

F(x,) = F(x), cuando z, \, . (1.16)
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Por tdltimo observemos que

lim F(z) =1, lim F(x)=0, (i=1,...,n). (1.17)

T—00 T;——00

Una funcién F': R” — R que verifica las propiedades ((1.15]), (1.16]) y (1.17)
se llama funcidn de distribucion en R™.

Con el teorema de extensién de medidas, y con argumentos analogos a
los del teorema en R, podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4. Sea F' una funcion de distribucion en R™. Existe una dnica

medida de probabilidad en (R™, B(R™)) tal que
AqpF(z) = P(a,b],

donde A, es el incremento iterado definido en (1.15)).

1.6.1. Ejemplos

Ejemplo 5. Medidas producto. Consideremos medidas de probabilidad, di-
gamos

(R,B(R),P), (R,B(R),Q).

Sabemos construir un espacio producto R x R = R? y hemos construido
la o-algebra producto B(R) ® B(R) = B(R?), la o-dlgebra de Borel. Para
construir una medida producto consideramos las distribuciones asociadas a
cada modelo

Fp(x) = P(—00, 2], FQ(x) = Q(—00, .

No es dificil ver que

es una funcién de distribucién en R?, por lo que de la aplicacién del teorema
deducimos la existencia de una medida, designada P xQ en (R?, B(R?))
que llamamos medida producto. Es sencillo de ver a partir de y ,
que para dos intervalos I = (a,b] J = (¢, d]

(PxQ)(I x J) = P(1)Q(J).
Ejercicio 6. (xx) Demostrar que
(P xQ)(A x B) = P(A)Q(B).

para A, B borelianos en R.
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Ejemplo 6. Medidas discretas en R™. Dada una sucesién {z,,} en R"” y una
sucesién {py} de niimeros positivos tales que ) p, = 1 podemos construir
una funcién F': R" — R de la forma

F(z)= > pn (1.19)

n: rp<r

No es dificil ver que verifica las propiedades que definen una funcién de dis-
tribucién. La medida construida a partir del teorema 4] se denomina medida
discreta en R".

Ejercicio 7. (x+) Se considera la medida discreta en R? concentrada en los puntos
{z1 =(1,2),22 = (1,2)}, con probabilidades p; = 1/2,p2 = 1/2. Demostrar
que esta medida no es una medida producto.

1.6.2. Medidas absolutamente continuas en R"

Consideremos una funcién f: R™ — [0,00) integrable segiin Riemman
en toda R"™, y que verifica

f(a:)dx:/ / flzy,...,xp)dzy ... dey =1,
R” —00 —00

que llamamos densidad. Podemos construir una funcién F: R" — R me-
diante la férmula

F(m):/_1~--/_Zp(t1,...,tn)dt1...dtn:/ Fdt. (120

(—OO,J,’]

Aqui es sencillo ver, a partir de la férmula anterior que F’ verifica la definicién
de funcién de distribucién, resultando ademas continua en todos los puntos.
La distribucion uniforme en [0, 1]™ se obtiene considerando la densidad

f(x) = 1 pn ()
integrando obtenemos la distribucién, que tiene la forma
F(x) =1 X -+ Xxp = Fi(x1) X -+ X F(xy)

que resulta ser el producto de las distribuciones unidimensionales uniformes
en [0, 1], y por lo tanto una medida producto.
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Ejemplo 7. Dado un vector p € R™ y una matriz B definida positiva, la
densidad dada por

1 1 tp-1
— —5(@—p)*' B~ (z—p) 1.21
1@ = Gl JaeB) (1-21)

da lugar a la distribucion normal n—dimensional.

Ejercicio 8. Demostrar que la densidad definida por la férmula (1.21]) verifica
fR" f(x)dx = 1.

1.7. Medidas de probabilidad en R*

Nuestro espacio de probabilidad en este caso en el de las sucesiones reales,

es decir
Q={w:w=(r1,22,...), zn € R, n=1,2,...},

que puede verse como el producto cartesiano de R una cantidad numerable
de veces, es decir R*°. Tenemos que construir una o-algebra en este espacio.
La idea es construir una clase suficientemente rica de conjuntos pero a la
vez suficientemente sencilla. La propuesta central es considerar cilindros,
es decir, conjuntos con restricciones en un numero finito de coordenadas.
Tenemos tres opciones para construir cilindros:

1. Aquellos cuya base es un rectangulo (producto de intervalos) en R™ (n =
1,2...) ,esdecir,dado I =11 x --- x I,

IXxR* ={z e R>: (z1,...,2,) € I}

2. Aquellos cuya base es un producto de borelianos reales, es decir

By x - xB, xR ={z € R*: (z1,...,2,) € By x--- x B}

3. Aquellos cuya base es un boreliano B™ de R", es decir

B" x R® ={z € R*: (z1,...,2,) € B"}.

Se generan entonces tres o-dlgebras, digamos By, By y B3 que son las minimas
que contienen a estas tres clases de cilindros respectivamente. Es claro, dado
que el producto de intervalos es un producto de borelianos reales, que a la
vez es un boreliano en R", que

Bl CBQCBg.
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No es dificil ver que estas tres o-algebras son en realidad iguales. Basta para
eso ver que, dado un boreliano B” en R™ para un n arbitrario, tenemos
B, x R* € B;.

Esto se verifica probando que la familia

E={ACR":AxR>®eB}

es una o-algebra que contiene los productos de intervalos Iy X --- X I, y
por lo tanto contiene a B™, lo que significa que B x R>® € By, es decir
B, x R>* € B;. La o-dlgebraresultante se denota entonces B(R>) y se
denomina o-algebrade borel.

Consideremos ahora una medida de probabilidad P definida en el espacio
medible (R*°, B(R*°)). A partir de esta probabilidad, para cada n podemos
definir una probabilidad P,, en (R™, B(R")) de la siguiente forma: dado un
boreliano B™ de B(R") definimos

P,(B") = P(B" x R™).

Tenemos entonces una sucesion de medidas de probabilidad P1,Ps,... de-
finidas en R,R2,... que verifican la siguiente condicion de compatibilidad:
P,+1(B" x R) = P,(B") para todo B" € R". (1.22)

Lo que es interesante es que esta condicion es suficiente para la construccion
de una medida en R*°, como prueba el siguiente Teorema de Kolomogorov
de extension de medidas en (R, B(R>)):

Teorema 5. Dada una sucesion de espacios de probabilidad (R, B(R),P1),
(R%,B(R?),Ps), ... tal que las medidas de probabilidad respectivas verifican
la condicion de compatibilidad , existe una medida de probabilidad en
(R*°, B(R>)), que es la unica que verifica

P,(B") =P(B" x R™) para todo B" € B(R"),n=1,2,... (1.23)

Demostracion. La demostracién se basa en el Teorema de Carathéodory,
construyendo una medida en el algebra de las uniones de cilindros de la
forma I'"" x R, y demostrando que es continua en el conjunto vacio.

Comencemos observando que la representacién de los cilindos no es tnica,
porque podemos agregar R como factor a la base una cantidad arbitraria
finita de veces. Veamos entonces que la familia

F= {6" :zn:(lgk X R‘X’)}.

k=1
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es un dlgebra. Es claro que () € B(R™), luego () € F. Dados dos cilindros
A" x R*, B" x R, donde (digamos) m < n, tenemos el conjunto

D" = (A™ x R"™)UB",

de forma que
(A" xR*)U(B" xR*) =D" x R™.
Anidlogamente, como
D" x R® = D" x R®

e D" es una unién finita de rectdngulos, verificamos que F es un algebra.
Definimos ahora la medida P en el dlgebra de la siguiente forma: dado
un cilindro de la forma A™ x R* asignamos

P(A" x R®) = P,(A"),

es decir, a cada cilindro le asignamos la probabilidad de su base. No es
dificil ver que esta asignacion es correcta, si tenemos un mismo cilindro que
se representa con bases de distinta dimensién.

Veamos ahora que es aditiva: dados dos cilindros disjuntos, podemos
suponer que sus bases tienen la misma dimensién y por lo tanto son disjuntas
(de no serlo, no lo serian los cilindos). Designémoslos entonces por A™ x R*>
y B™ x R®, tenemos

P((A" x R®) + (B" x R¥)) = P((A" + B") x R®) = P,,(A" + B")
=P,(A") + P,(B") = P(A" x R®) + P(B" x R®).

Veamos ahora la continuidad en el vacio. Sea entonces una sucesion decre-
ciente de cilindros

A" = A" x R,
con bases A" rectangulares y tales que (o, A" = (. Supongamos por
absurdo que R
limP(A") =4 > 0.
n

Es claro que para cada n podemos encontrar un rectangulo compacto C” C
A", tal que

n n n 6
P"(A"\ C") < oy

Ahora, como los C™ no necesariamente son decrecientes, consideramos

n
D"=()C* D"=D"xR"
k=1
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Es claro que R R R

Por otra parte

De aqui resulta que P(f)”) > §/2 > 0. Veamos que esto contradice (1.24).
En efecto, como IOSAf)n tienen medida positiva son no vacios, es decir, existe
una sucesién " € D".

Para cada n elegimos, en forma secuencial, una subsucesién de la obteni-
da anteriormente de forma que las primeras n coordenadas de Z™ converjan
en R” a un punto de D". La sucesién diagonal es convergente a un limite z°
cuyas primeras n coordenadas estdn en D", para cada n, es decir z° € D"
para todo n, lo que contradice (|1.24]).

Demostramos asi la continuidad en el vacio, y la aplicacién del Teorema
de Caratédory nos dice que existe una medida P definida en B(R*), que
verifica para todos los cilindros con base rectangular. Como eso carac-
teriza una medida en R", la condicién se verifica para todos los borelianos.
Od

Ejemplo 8. Consideremos un espacio de probabilidad (R,B(R),P) y la
sucesién (R, B(R),P1), (R?, B(R?),Py), ..., donde

P,=Px---xP

es la medida producto n factores iguales a P. Veamos que esta sucesién
de medidas verifica la condicién de compatibilidad ([1.22)). En efecto, como
P(R) =1, tenemos

P,1(By x - xB, xR)=P(By)---P(B,)P(R) = P, (B x --- x By,)

(1.25)
Ahora las medidas en R"

Qi(B) =Pn1(B xR), Q2(B)=P,(B),
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coinciden en los productos de borelianos, y por lo tanto en los borelianos de
R", por la unicidad del teorema de construcciéon de medidas en R", lo que
indica que que se verifica para todo boreliano de R™. Podemos aplicar
entonces el teorema [ para deducir la existencia de una medida que deno-
minamos medida producto en R*°. Esta medida es la que corresponde a una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
que es un tema que veremos mas adelante.

Ejemplo 9. En el ejemplo anterior, consideremos la medida de probabilidad
en R, dada por
P = pdo + (1 — p)os.

donde ¢, es la medida de Dirac en el punto a.

Ejercicio 9. (%) Verificar que la aplicacién del teorema 5| genera una medida P
en el espacio de sucesiones de ceros y unos, que, dada una tira eq, ..., e, con
e, =061 (i =1,...,n) asigna, al conjunto de sucesiones que comienzan
pOr €1, ..., ey, la probabilidad p#!(1 — p)#°.

1.8. Variables aleatorias

Consideremos (2, F) un espacio medible y (R, B(R)).

Definicién 10. Una funcion real X : Q — R se denomina variable aleatoria
(funcién medible en el lenguaje del andlisis) cuando

{w: X(w) € B} € F para todo boreliano B € B(R).

Equivalentemente, X ~'(B) € F VB € B(R).

Ejemplo 10. Dada una particién finita Aq,..., A, de , donde A; € F,
la funcién que toma una cantidad finita de valores, dada por

X(w) =) wila, (W),
k=1

de denomina wvariable aleatoria simple.

Ejercicio 10. (x) Verificar que X es una variable aleatoria.

Lema 2. Sea £ una familia de conjuntos en R tal que o(€) = B(R). Dada
X: — R, es suficiente que X Y(E) € F VE € & para que X sea variable
aleatoria.
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Demostracion. Sea la familia
D={DcCcR: X }D)e F}.

Sabemos por hipétesis que £ C D. Veamos que D es una o-dlgebra. En
efecto: (a) X H(R) = Q € F. Tenemos ademéds, cuando {A,} C D, que

X HUpA,) = U X1 (A) € F,
luego U, A,, € D. Andlogamente, si A € D, tenemos que
XY A)=X"1(A) e F,
y A € D. Luego D es o-algebra. Resulta
BR)=0(€) Co(D) =D,
por lo que todos los borelianos estdan en D, y verifican X ~}(B) € F. O

Ejercicio 11. (xx) Demostrar que para una funcién cualquiera X:  — R tene-
mos
XN UaAy) = U X 1AL,

donde a pertenece a un conjunto no necesariamente numerable. Enunciar y
demostrar el andlogo para la interseccién de conjuntos

Ejemplo 11. Consideramos (2, F) = (R", B(R")). Una funcién f: R" —
R tal que f~1(B) € B(R") VB € B(R) se llama funcidén boreliana. Veamos
que si f es una funcién continua, entonces es boreliana. En efecto, por el
teorema anterior, considerando € = {(a, b)} la familia de intervalos abiertos,
sabemos que f~!(a,b) es un conjunto abierto en R™. Como un conjunto
abierto es una unién numerable de bolas abiertas, tenemos que es boreliano
en R". Luego, el lema anterior nos dice que f es medible. En particular, son
medibles las funciones f: R — R con férmulas respectivas

lz|, 2", 2" =max(z,0), 2~ =mix(0,—x),

y las funciones f: R?> — R con férmulas

f(.%',y):@’—f—y, f(a:,y):xy

Ejercicio 12. (x) Dadas una variable aleatoria X : 2 — R y una funcién real y
medible f: R — R, demostrar que f o X es una variable aleatoria.
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Definicién 11. Dados un espacio de probabilidad (2, F,P), y una variable
aleatoria X, definimos

(a) La funcién de distribucién de la variable aleatoria X, designada Fx: R —
R, mediante

Fx(z) =P({w: X(w) < z}) para todo z € R.

(a) La distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X, a la medi-
dad de probabilidad R, designada Px: B(R) — R, mediante

Px(B) =P({w: X(w) € B}) para todo boreliano B € B(R)

Observemos en primer lugar que Fx es efectivamente una funcion de
distribucién (es decir, no decreciente, con limites cero y uno en menos y mas
infinito, y contina a la derecha con limite a la izquierda), y que se verifica

Px(a, b] = Fx<b) — Fx(a).

Como consecuencia, la medida P x es la que se obtiene a partir de la cons-
truccién vista anteriormente a partir de Fx.

Observemos también que, si tenemos una distribucién F' en R, que nos
da una medida P también en R, el esquema anterior puede construirse
considerando © = R y la variable aleatoria identidad: X (z) = «.

1.8.1. Variables aleatorias y limites

Consideremos una sucesién de variables aleatorias {X,} definidas en
un espacio medible (£2, F). Comencemos recordando la definicién de limite
superior y limite inferior.

Definicién 12. Sea {a,} una sucesion numérica en R. Definimos el limite
superior de la sucesion, que denotamos limsup, y el limite inferior de la
sucesion, que denotamos liminf, mediante

limsupa, = inf { supax |, liminfa, =sup ( inf a |.
n n E>n n n k>n

Ejercicio 13. (xx) Demostrar que si una sucesién {a,} verifica

lim sup a,, = lim inf a,, = a,
n n
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entonces la sucesion tiene limite a (con la definicién usual Ve IN de limite).

Para incluir en nuestro estudio los limites infinitos, definimos la recta
real ampliada y su o-algebra de Borel mediante

R = {Ra —O0,00}, B(R) = U(B(R),—O0,00).
Definimos ahora variables aleatorias en R.

Definicién 13. Una funcién real X : 2 — R se denomina variable aleatoria
extendida cuando X ~'(B) € F VB € B(R).

Ejercicio 14. () (a) Demostrar que A C R € B(R) siy solosi ANR € B(R). (b)
Demostrar que si una variable aleatoria extendida toma tinicamente valores
reales, entonces es una variable aleatoria.

Volviendo a las variables aleatorias, no es dificil establecer que

Proposicién 1. Dada una sucesion {X,,} de variables aleatorias extendidas,
las funciones

(a)sgp{Xn}, (b) Inf{ X}, (C)limfup{Xn}’ (d) lim inf{ X},

son variables aleatorias extendidas.

Demostracion. (a) se obtiene porque

{suan > :1:} = Up{ X, >z}
n

aplicando el Lema [2| (b) es andlogo. (c) y (d) siguen de las definiciones de
limite superior e inferior. O

Por 1ltimo, tenemos que el limite de una sucesion de variables aleatorias
es una variable aleatoria.

Proposicién 2. Sea una sucesion {X,} de variables aleatorias extendidas,
tal que existe para todo w € ) el limite X (w) = lim,, X,,(w). Entonces X es
una variable aleatoria extendida.

Demostracion. Tenemos que X = limsup,, X,,, y aplicamos el resultado an-
terior. O

Presentamos por ultimo un resultado que permite aproximar variables
aleatorias extendidas mediante una sucesién se variables aleatorias simples.
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Teorema 6 (De aproximacién). (a) Dada una variable aleatoria extendida
X, existe una sucesion de variables aleatorias simples {X,} que verifican
X, <X, yXp, = X en Q.

(b) Si ademds X > 0, entonces existe una sucesion de variables aleatorias
simples y no negativas {X,} que verifican X, /X en Q.

Demostracion. Comenzamos demostrando (b). No es dificil ver que la suce-
sion construida mediante

n2" E_1
Xn(w) = Z on 1{ gnlgxw} +”1{2%§X(w)}
k=1 2naQ

verifica la tesis. Para demostrar (a), aproximamos X y X~ como en (b),
por sucesiones {X;F} y {X,} respectivamente. Tenemos 0 < XF * X* en
Q. Definimos X,, = X;7 — X, que resulta ser simple. Tenemos
Xn| =X+ X, <Xt+X =|X|,
Xn=Xf—X- 5 XT - X" =X,

lo que concluye la demostracion. O

1.9. Vectores aleatorios

Consideremos (2, F) un espacio medible y (R, B(R)).

Definicién 14. Una funcion X = (X1,...,X,): Q@ — R"™ se denomina
vector aleatorio cuando X ~'(B) € F VB € B(R").

Proposicién 3. Una funcion X = (X1,...,X,) es un vector aleatorio si
y solo si cada una de sus coordenadas Xy (kK = 1,...,n) es una variable
aleatoria.

Demostracion. Supongamos que X es un vector aleatorio. Como la funcién
proyeccién 7 : R™ — R es continua, X = m(X) es variable aleatoria.
Reciprocamente, si sabemos que las coordenadas son variables aleatorias,
consideramos
D={DCR": X (D) ¢ F}.
No es dificil ver que D es una o-dlgebra. Ademds, dados By, ..., B, bore-
lianos reales, tenemos

XiB1)N---NX,(By) = X 1By x---xBy).
Esto muestra que B; x --- x B, € D, por lo que D contiene a todos los

borelianos, concluyendo la demostracién. O
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Definicién 15. Una sucesion {X,} de variables aleatorias se denomina
proceso estocastico.

Definicién 16. Consideremos un espacio de probabilidad (2, F,P) y un
vector aleatorio X = (X1,...,X,): @ — R".
(a) La funcion Fx: R™ — R definida mediante

Fx(z) = P({w: X(w) < z})

se denomina funcién de distribucion del vector X.
(b) La medida Px: B(R") — R definida mediante

Px(B) =P({w: X(w) € B})
se denomina distribucién de probabilidad del vector X.

Definicion 17. Las variables aleatorias X1,. .., X, se denominan indepen-
dientes cuando se verifica

P(X:€By,...,X,¢€B,))=P(X; €By)---P(X, €B,) (1.26)
para cualquier n-upla de borelianos reales By, ..., B,.

La independencia de variables aleatorias es una propiedad clave en la
teoria de la probabilidad, y se corresponde con la estructura de medidas
producto antes estudiada.

Proposicién 4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Para cualquier n-ipla de borelianos reales By, ..., B, se verifica (|[1.26]).

(b) La funcion de distribucion del vector X se factoriza como producto de
las distribuciones de sus variables aleatorias coordenadas, es decir, para todo
x = (x1,...,2,) € R", tenemos

FX(:nl,...,xn) :Fxl(xl)---FXn(xn) (127)

(¢) La distribucion de probabilidad del vector X es la medida producto de las
respectivas distribuciones de probabilidad de sus variables aleatorias coorde-
nadas, es decir

PX:PXlx"'XPXn-
Demostracion.(a)=-(b). Dado x = (z1,...,x,), aplicando (1.26) a los bore-
lianos By, = (—o0, 2] (k=1,...,n) obtenemos

P(X1 <z,...X, < :L'n) :P(X1 < :El)-"P(Xn < ZCn)
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El primer término de esta igualdad es Fx (x), y el segundo Fx, (x1) - - - Fx, (24),
concluyendo (|1.27]).

(a)<(c) Consideremos B = By x - - - x B.. Recordando que Px(B) = P(X €
B) y que Py, (By) = P(X;, € Bg) (k = 1,...,n), la férmula (L.26) es
equivalente a

Px(Bl X"'XBn):PXl(BI)"'PXn(Bn>- (128)

Como los recangulos de lados borelianos generan la o-algebra de Borel en
R", esta formula es equivalente a decir que la medida Px en R"™ es
la medida producto de Px,,...,Px,.
(b)=(c) Considerando los conjuntos By = (—oo,zx] (kK = 1,...,n), la
férmula se puede escribir como

Px((—oo,z1] X -+ X (—00,2,]) = Px, (=00, z1] - - - Px, (—00, ).
Las siguientes dos medidas definidas en R

w(A) =Px (A X (—o0,x9] X -+ X (=00, xy]),
v(A) =Px,(A)Px,(—o0, 23] - - Px, (—00, 2]

coinciden en las semirrectas (—oo, z1], que generan la o-dlgebra de Borel,
por lo tanto son iguales. Tenemos entonces, para cualquier boreliano real
Bi, que

Px(By x (—00, x| X -+ X (=00, y])
=Px,(B1)Px,(—00,z2]-- - Px, (—00, zy].

Un procedimiento inductivo demuestra entonces ([1.28]), que es equivalente
a(c). O

1.10. Esperanza matematica. Integral de Lebesgue

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F,P). Vimos que las va-
riables aleatorias son funciones medibles en el lenguaje del analisis real.
Estudiamos ahora el concepto de integral de Lebesgue de una funcién medi-
ble X, denominado esperanza matemdtica, también llamado wvalor esperado,
o simplemente esperanza, en el contexto de la probabilidad. El proceso de
definicién es mediante aproximacién por variables aleatorias simples.
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Definicion 18. La esperanza matematica de una variable aleatoria simple

n
X = Z xklAk
k=1

se denota E X y es el numero real
n
EX = Zka(Ak).

k=1

Observacion.Las notacidénes usuales para la integral de Lebesgue, que coin-
cide con la esperanza matemaética, es

/QXdP:/QX(w)P(dw):EX.

Utilizaremos indistinamente cualquiera de las notaciones.
No es dificil ver que la definicién no depende de la representacién elegida
para la variable simple. Se verifica la siguiente propiedad de monotonia.

Proposicion 5. Sean X <Y wariables aleatorias simples. Luego E X <
EY.

Demostracion. Tenemos

n m
XZZCCklAk, Y:Zylej.
k=1 Jj=1

Podemos representar a X,Y de la siguiente manera:

n,m n,m
X = Z Ckjila,B;, Y = Z dij1A,B;-
kj=1 kj=1

donde ¢y ; = xk, di; = y;. Es claro que ¢ ; < dj, ;. Entonces

n,m n,m
EX =Y o;P(AB)) < Y dp; P(A;B;) =EY.
k,j=1 k=1
concluyendo la demostracion. O
Definicion 19. Dada la variable aleatoria X: Q@ — R, X > 0, definimos
EX = HTILHEX”’

donde {X,} es una sucesion de variables aleatorias simpres tales que 0 <

X, /X,
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Lema 3. Sean {X,},Y wvariables aleatorias simples, tales que
0<X, "X>Y.

Entonces
ImEX, >EY.
n

Demostracion. O

Corolario 1. La definicion de esperanza matemdtica no depende de la su-
cesion de variables aleatorias simples elegida, es decir, si {Y,} son simples,
y se verfica 0 <Y, "X, entonces

EY, "EX.
Proposicion 6. Sea X > 0 variable aleatoria. Tenemos
E X = sup{E ¢: ¢ es variable aleatoria simple, 0 < ¢ < X}.

(donde el conjunto del cual tomamos el supremo no es vacio porque ¢ = 0
es variable aleatoria simple).

Propiedad 5. Dadas las variables aleatorias 0 < X <Y, tenemos
0<EX<EY.
Demostracion. Es inmediata a partir de la proposicién [6] dado que
{¢ simple, 0 < p < X} C {p simple, 0 < o <Y}
O

Definicion 20. Decimos que la variable aleatoria X : R es integrable, o que
tiene esperanza finita, cuando la variable aleatoria | X| (que es no negativa)
tiene esperanza finita, es decir, cuando

E|X| < 0.

Como 0 < X* < |X|,y0< X~ <|X], si E|X] es finita, también lo son
E(XT)yE(X).

Definicion 21. Dada X integrable, definimos su esperanza matemadtica o
la integral de Lebesgue de X, mediante la formula

/XdP:EX::E(X*) -E(X).
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La propiedad [5| nos permite probar que, dado A € F, si X es integrable,
también lo es 14 X.

Definicion 22. Dada la variable aleatoria integrable X : R y el suceso A €
F, definimos la integral de X en A mediante

/XdP::/lAXdP.
A Q

Veamos algunas propiedades de la integral recién deﬁnidaﬂ
Propiedad 6. Si X es integrable, también lo es cX, y vale E(cX) =z EX.
Propiedad 7. Si X <Y son integrables, EX <EY.

Propiedad 8. Si X es integrable, tenemos |E X| < E |X]|.

Propiedad 9. Si X,Y son itegrables, también lo es X +Y, y vale
EX+Y)=EX+EY.

El siguiente grupo de propiedades se verifican en un conjunto de proba-
bilidad total.

Definicion 23. Diremos que dos variables aleatorias X,Y son iguales casi
seguramente, cuando

PX=Y)=1
En ese caso escribimos X =Y c.s.
Propiedad 10. Si X =0 c.s. entonces EX = 0.

Propiedad 11. Si X es integrable y vale X =Y c.s., entones Y es inte-
grable y vale EX = EY.

Propiedad 12. 5¢ X > 0 y vale EX =0 entonces X =0 c.s.

Propiedad 13. Si X,Y son integrables, y vale [, XdP < [, YdP para
todo A € F, entonces X <Y c.s.

Ver las demostraciones en “Probability” de A. Shiryaev, pp 183-185.
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1.11. Tres teoremas de convergencia

Teorema 7 (Convergencia monétona). Sea {X,} una sucesion de varia-
bles aleatorias no negativas, creciente, y convergente a X en todo w € Q.
Entonces EX,, /EX.

Demostracion. Como X, < X,,1, por monotonia de la esperanza, existe
lim,, E X,, = a (que puede ser infinito). Adem4&s, como X,, < X, obtenemos
E X, <EJX, que implica a < EX.

Veamos que efectivamente @ = E X. Sea entonces 0 < ¢ < 1 y conside-
remos una variable aleatoria simple ¢ < X. La sucesién

A, ={w: X, (w) > cp(w)}
es creciente a €}, es decir U, A,, = ). Tenemos

EX, >E(X,1a,) > cE(¢la,).

Ejercicio 15. Demostrar que E (914, ) — E . Sugerencia: aplicar la definicién
de funcién simple y la continuidad de la probabilidad.

Con el ejercicio anterior, tomando limite a ambos miembros, tenemos
a>cEop.

Tomando supremo en ¢, obtenemos o > c¢E X, como ¢ es arbitrario, con-
cluimos la demostracion. O

Corolario 2. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias no negativas.
Entonces
EY X,=) EX,.
n n

Teorema 8 (Lema de Fatou). Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias
no negativas. Entonces

E <h’m inf Xn) < liminfE X,
n n

Demostracion. Como Z,, = infy>, X < Xj para todo k > n, tenemos
E inf;>, X;, < E X}, de donde

E <1’nf Xk) < inf EX,,.
k>n k>n
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Ahora, Z,, es creciente, y tiene limite sup,, Z,,. Aplicando convergencia monoto-
na

E (h’m inf Xn> =E (sup inf Xk> =E (Sup Zn) =supE Z,
n n k>n n n
=sup E inf X} <sup inf EX; =liminf E X,,,
n k>n n k>n n
concluyendo la demostracion. O

Ejercicio 16. Encontrar un ejemplo en donde en el Lema de Fatou se verifique
la desigualdad estricta.

Teorema 9 (Convergencia Dominada). Sea {X,,} una sucesion de varia-
bles aleatorias convergentes a X. Supongamos que existe Y integrable, tal
que | Xy| <Y para todo w € Q. Entonces

(a)imEX,=EX, (b)limE[X, —X]|=0.
Demostracion. Observemos primero que (b) implica (a), ya que
EX, ~ BX]| = |B(X, - X)| <E|X, - X].

Para ver (b), observamos que | X| <Y, por lo que X es integrable, y ademds
2Y — | X, — X| es no negativa, y tiene limite 2Y. Apliquemos entonces el
Lema de Fatou:

E(2Y) = Eliminf(2Y — |X,, — X|) < liminf E(2Y — | X,, — X|)
= E(2Y) + liminf(— E|X, — X|) = E(2Y) — limsup E | X,, — X|.

De aqui
limsupE | X,, — X| =0.
n

Como E|X,, — X| > 0, deducimos (b), concluyendo la demostracién. O

1.12. Cambio de variable en la integral de Lebes-
gue

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F,P), y una variable alea-
toria X con distribucién de probabilidad Px y funcién de distribucién Fx.
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Teorema 10 (Cambio de variable). (a) Para cualquier funcion no negativa
g: R — R tenemos la identidad

Bg(X) = [ o(X(@)aP - /R g(x)d P (1.29)

(b) Si la wvariable aleatoria g(X) es integrable, vale también la férmula
(T.29).

Demostracion. Veamos la féormula (1.29) para caracteristicas de conjuntos
en R:

/ 12(2)dPy = Px(A) = P(X € A) = / 14 (X(w))dP.
R Q

La linealidad de la integral nos permite obtener ([1.29)) para funciones simples
en R de la forma g(z) = >"}_; z;14,(x). A su vez, la funcién medible y no
negativa g(x) se aproxima por una sucesion creciente de funciones simples.
El teorema de convergencia mondtona nos permite concluir la demostracion
de (a). El enunciado (b) es obtiene tomando la parte positiva y la negativa
de g(X) y aplicando (a). O

Definicion 24. Dada una funcion de distribucion F en R, la integral de

una funcion medible g con respecto a la medida construida en R a partir de
F' se denomina integral de Lebesgue-Stieltjes con respecto a F', y se designa

[ s@dF@ = [ gy
R R
Con esta nueva definicién, el teorema anterior se escribe
[ 9xX@niP = [ g@drso).
Q R

Recordemos que, a partir de la funcién F(z) = x se construye la medida
de Lebesgue, que denotamos m. La teoria de la integracién con respecto a
la medida de Lebesgue es andloga a la realizada para medidas finitas. En
particular valen los tres teoremas de convergencia. Tenemos asi una nueva
definicién de variables aleatorias absolutamente continuas:

Definicién 25. La variable aleatoria X (o su funcion de distribucion Fx ) se
dice absolutamente continua, cuando existe una funcion medible fx: R —
[0,00), que verifica ffooo flx)dx =1, y tal que

Fx(@) = [ 1 fx(Omia).

La funcion fx se llama densidad de la variable aleatoria X .
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Como la medida de Lebesgue no asigna medida a los puntos, es decir,
m({z}) = 0, tenemos

[ 1 fx(Omat) = [ 1 sufx(Omian)
R R

y utilizamos la notacién
Fy()= [ fx(omiar). (1.30

Proposicién 7. (a) Dadas una variable aleatoria X con densidad fx, y
una funcion medible g(x) tal que g(X) es integrable, se cumple

B g(X) = /Q 9(X (w))dP = /R o(0) fx(@ym(dr).  (131)

(b) Cuando la variable aleatoria X es discreta, y toma los valores en el
conjunto {x1,x2,...} con probabilidades {p1,p2,...}, entonces

Eg(X) = [ a(X(@)dP = glapn. (1.32)

Demostracion. Comenzamos por (a). Si g(z) = 1(44), la variable aleatoria
g(X) es simple, y

b
Eg(X) = Px(a,b] = Fy(b)—Fx(a) = / Fx(2)m(dz) = /R o(2) fx (2)m(da),

donde aplicamos . Esto quiere decir que la igualdad anterior vale para
conjuntos borelianos en R, por unicidad de la extension de medidas. Por
linealidad lo extendemos a funciones simples, y por convergencia mondtona
a funciones no negativas, pasando al caso general considerando g(X)* y
9(X)™.

En el caso (b), la variable aleatoria X se representa como

oo
X = Z Tnla,,,
n=1

donde p, = P(A,). Si la variable X toma una cantidad finita de valores, lo
mismo ocurre con g(X), y la férmula (1.32)) es la definicién de integral de
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una variable aleatoria simple. En caso de que toma una cantidad numerable
de valores, tenemos

N o0
Xy = anlAn N Z:IinlAn.
n=1 n=1

Si g(x) > 0, tenemos g(Xy)  g(X), y aplicando convergencia monénota,
tenemos

N 00
Eg(X) =limEg(Xy) = lim Zl 9(@n)pn =Y _ 9(@n)pn.
=

n=1

La demostracién concluye tomando parte positiva y negativa de g(X). O
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Capitulo 2

Leyes de los grandes nimeros

2.1. Ley débil de los grandes niimeros

Se denomina ley de los grandes niumeros a cualquier proposicion que
establece, bajo determinadas condiciones, la convergencia en probabilidad o
casi segura de los promedios aritméticos de una cantidad creciente a infinito
de variables aleatorias. Si tenemos convergencia en probabilidad, decimos ley
débil de los grandes nimeros, si tenemos convergencia casi segura, ley fuerte
de los grandes numeros. En esta seccion, estudiaremos diversas formas de la
ley débil de los grandes ntimeros.

Teorema 11 (Chebishev). Consideremos una sucesion de variables alea-
torias X1, Xo,..., independientes dos a dos, y con esperanzas matemdticas
ai,as,.... Supongamos que se cumple la condicion

var X, < C para cadan=1,2,...,

donde C es una constante arbitraria. Entonces
1 & e~ p
nz;X,-—nZ;ai—m. (2.1)
= =

Es importante el caso particular en el que las esperanzas de las variables
aleatorias son todas iguales, digamos E X,, = a para todo n = 1,2,....
En esta situacién tenemos Y ., a;/n = a, y la convergencia en (2.1 se

transforma en
1 — P
— E )(Z — a.
n <
=1
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Demostracion. Consideremos para cada n = 1,2,... la variable aleatoria
Zy =Y i, Xi/n. Es claro que EZ, = >""" | a;/n. Como las variables alea-
torias son independientes dos a dos, tenemos vary ;" | X; = " varX; <
nC, Aplicamos ahora la desigualdad de Chebishev, para obtener

1 & 1 &
A(PPIEEFIC

1=

1
Zg) :P(|Zn—EZn| 25) < 5 varZ,
€

1 n
= W VarZXi — 0, (22)
i=1

si n — o0, dado que > ; var X; < nC. Esto concluye la demostracién. O

El teorema de Chebishev da fundamento a la regla de la media aritmética,
utilizada en el procesamiento de resultados de mediciones: para la estimacién
del valor de una constante fisica a, desconocida, mediante los resultados de n
mediciones de su magnitud, se recomienda tomar el promedio aritmético de
estas mediciones. Veamos la fundamentacion. Supongamos que Xy, ..., X,
son los resultados de las n mediciones de esta constante a. Por cuanto las
mediciones habitualmente se acompainan de errores, y no podemos predecir
el resultado de la medicién siguiente, consideramos que el resultado de la
i—ésima (i = 1,...,n) medicién de la constante a es una variable aleatoria
X; = a+ A;, donde A; es el error que se comete en la i—ésima medicién.
Suponemos que

EA; =0, varA;=0> (i=1,...,n), (2.3)

donde el valor de o2 puede ser desconocido. Las condiciones en (2.3]) son
equivalentes a la condiciones

EX;=a, varX;=0¢> (i=1,...,n). (2.4)

La primer condicién en se interpreta como la ausencia de error sis-
tematico en las mediciones, la segunda significa que todas las mediciones se
llevan a cabo con la misma precisién. Si se supone ademaés que las variables
aleatorias X1, ...X, son independientes dos a dos, es aplicable el teorema
de Chebishev con a1 = -+ = a, = a y la constante C' = o2, de acuerdo al

cual obtenemos
1 < P
— E Xi — a.
n -
=1

En consecuencia, el promedio aritmético de los resultados de las mediciones
de una constante fisica a converge en probabilidad al valor de esta constante;
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en la terminologia de la estadistica matemaética se dice que el promedio
aritmético de las mediciones es un estimador consistente de la constante
desconocida a.

Veamos otro corolario del teorema de Chebishev, demostrando, que de
este teorema se deduce el teorema de Bernoulli de la seccién 2.4.

Consideremos entonces una serie de n experimentos independientes, con
dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso), y probabilidad de éxito
igual a p en cada experimento (0 < p < 1). Sea p la cantidad de éxitos
en n experimentos. Veamos como se formula el teorema de Bernoulli por
medio de variables aleatorias. Para ésto, sea X, Xs,... una sucesién de
variables aleatorias, cada una de las cuales toma el valor 1 con probabilidad
p (si ocurre un éxito) y el valor 0 con probabilidad ¢ = 1 — p (si ocurre
un fracaso). Tenemos E X; = p, var X; = pg < 1 para cada i = 1,2,....
Ademds p = 1, X;, porque la suma contiene tantos sumandos iguales a
uno como éxitos ocurren en los primeros n experimentos, siendo nulos los
sumandos restantes. Las variables aleatorias X1, X, ... son independientes
dos a dos y cumplen la condicién var X; < 1 (i = 1,2,...), por lo que es

aplicable el teorema de Chebishev, y de ({2.1)) se obtiene u/n L p. La dltima
afirmacion significa que la frecuencia de éxitos en n experimentos, converge
en probabilidad a p, la probabilidad de éxito en un experimento.

Teorema 12 (Markov). Consideremos una sucesion de variables aleato-
rias X1, Xo,... con esperanzas matemdticas ai,az, . ... Supongamos que se
cumple la condicion

1 n
nQV&rZ;Xi — 0, (2.5)
1=
si m — oo. Entonces tiene lugar la convergencia en (2.1)), es decir

Ly x,— 15y, By
n; ’_n;al_)'

Demostracion. Al igual que en la demostracion del teorema de Chebishev,
aplicamos la desigualdad de Chebishev con la misma eleccién de la variable
aleatoria Z,,. Tenemos, como antes, E Z, = Zyzl a;/n. Por la condicién

(2.5, tenemos

n
1 .
vaan:—2var E X; > 0sin— oo.
n
i=1

Esto muestra que la acotacién y el limite en la férmula (2.2)) tienen lugar,
concluyendo la demostracién. O
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El teorema de Markov es una generalizacion del teorema de Chebishev.
La tesis en ambos teoremas es la misma, pero la hipdtesis en el teorema
de Markov es méas general que en teorema de Chebishev. Si se cumplen las
hipétesis del teorema de Chebishev tenemos var) " | X; = > " | var X; <
nC, dada la independencia dos a dos de las variables aleatorias X1, Xo,... y
la condicién , por lo que la condicién se cumple de manera evidente.

Es importante observar que en el teorema de Markov no figura supuesto
alguno sobre la independencia de las variables aleatorias consideradas. Esto
permite su aplicacion para la demostracién de la ley de los grandes niimeros
(es decir, la demostracién de la afirmacién ) para sucesiones de variables
aleatorias dependientes.

Veamos como obtener, con la ayuda del teorema de Markov, una ley de
los grandes niimeros para una sucesion estacionaria.

Decimos que una sucesion de variables aleatorias X1, Xs,... es una suce-
sion estacionaria (mas precisamente, una sucesion débilmente estacionaria),
si la esperanza de las variables aleatorias E X, es constante para todo n,
existen los momentos de segundo orden para todo n, y ademas, la esperanza
E(X,X,,) depende tnicamente de la diferencia n — m.

Ejemplo 12. Consideremos una sucesiéon de variables aleatorias {X,} no
correlacionadas dos a dos, y tal que EX,, = 0, var X;,, = 1 para todo n =
1,2.... Veamos que es estacionaria.

Sea p(X,,, X;,) el coeficiente de correlacién entre X,, y X,,, es decir

E(X,Xm) — E X, E X,n
Vvar Xp/var X,,

P(Xna Xm) =

En vista de nuestros supuestos p(Xn, Xm) = E(X,, X,,) =0sin #m, yen
el caso m = n obtenemos p(X,, X,) = E X2 = 1. En consecuencia

0, sin—m#0,

E(X”Xm):{l sin—m=0

es decir, la esperanza E(X,,X,,) depende tinicamente de la diferencia n —m.
De aqui concluimos que la sucesion de variables aleatorias considerada es
estacionaria.

Ejemplo 13. Sea { X, } una sucesién de variables aleatorias independientes
dos a dos e idénticamente distribuidas. Supongamos que existen E X,, = a
y var X,, = o%. Esta sucesién de variables aleatorias es estacionaria.

En efecto, si m = n, tenemos EX?2 = varX,, + (EX,)? = ¢% + a%
Si m # n, como la correlacién es nula, es nula la covarianza, y tenemos
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E X, X,, = EX,EX,, = a® En conclusién

a?, sin—m#0,

E(X"Xm):{a2+a2 sin—m=0

y E(X,,X,,) depende tnicamente de la diferencia n — m.

Teorema 13. Consideremos una sucesion estacionaria de variables aleato-
rias X1, Xs,..., con EX, = a. Supongamos que p(Xy, Xm) — 0 cuando
In — m| — oo, donde p(Xp, Xm) es el coeficiente de correlacion entre las
variables aleatorias X, y X,,. Entonces

1 n
—ZXZ‘SG.
nz’:l

Demostracion. Es suficiente demostrar que nuestras hipotesis implican la
condicién del teorema de Markov.

Como la sucesién es estacionaria E X2 no depende de n, por lo que
var X, = EX2 — (E X,,)2 = E X2 — a® tampoco depende de n. Pongamos

entonces o2 = var X,,. Por las propiedades de la covarianza, tenemos

VariXi = ivarXi +2 Z cov(X;, Xi)
i=1

i=1 1<i<k<n

= no? + 20° Z p(Xi, X1) = no® 4 20%(T) + Ty)

1<i<k<n
donde
Tl = Z :0<X7«7Xk)7 T2 = Z p<XZ7Xk)7
1<i<k<n 1<i<k<n
lik|<M lik|>M

y M es una constante positiva.

Sea e > 0 arbitrario. Existe M tal que se verifica la desigualdad |p(X;, X)| <
esi|i—k| > M, dado que |p(X;, Xi)| — 0si [i—k| — co. Entonces |Ty| < en?.
Para acotar la suma 77 aplicamos la desigualdad |p(X,, X;,)| < 1, y obte-
nemos |T1| < (2M + 1)n. En conclusion,

n
varz X; <no’ + 202((2M +1)n+ 5n2)
i=1

de donde, dividiendo por n?, obtenemos

1 - 2 oM +1
jvarZXi < 1+202(7+—|—6>.
n P n n
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Como ¢ es arbitrario, esta ultima acotacién conduce a la condicién (2.5)) en
el teorema de Markov, lo que concluye la demostracién. O

Aplicando la desigualdad de Chebishev es posible obtener una demos-
tracion del teorema de Weierstrass del anélisis real, de acuerdo al cual, para
cualquier funcién continua f(x) definida en el intervalo [0, 1], existe una su-
cesién de polinomios {P,(z)} tal que P,(z) — f(x) uniformemente en el
intervalo [0, 1], cuando n — oo.

Teorema 14 (Bernstein). Consideremos una funcion continua f(x) defini-
da en el intervalo [0,1]. Sea

Bp(x; f) = Y f(k/n) " ah(1 — z)" 7k,
> steim ()

Entonces By (x; f) — f(x) uniformemente, en el intervalo [0, 1], cuando n —
0o. Las funciones By(x; f) son polinomios de grado n, que se denominan
polinomios de Bernstein.

Demostracion. Consideremos la diferencia

) = Batas ) = S [£(0) = £/] ()1 = 0"+ =73 +

k=0

donde

= S (@) ] ()t o

k: |%*$\<5

n= 3 () s ())eha - o

ko |E—z>6
n

Primero obtenemos una acotacién para el término 7;. Como f(z) es una
funcién continua en el intervalo [0,1], dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que
|z — y| < § implica |f(x) — f(y)| < . Entonces

LY ‘f(fﬂ) - f(k/n)‘ <Z>x’“(1 — g)nk

k: |%—a:|<5
Sak' kZKé (Z)xk(l—w)”k <e(z+(1—-2)" = (2.6)

48



La acotacion del término 75, se obtiene aplicando la desigualdad de Che-
bishev en un esquema de Bernoulli. Consideremos entonces una serie de n
experimentos independientes con dos resultados posibles cada uno: éxito con
probabilidad z, y fracaso con probabilidad 1 — x. Si p designa la cantidad
de éxitos en n experimentos, dado § > 0, tenemos

P(|E—a|>5)= Y (Z)xk(l — )k,

ki |E—g|>6
n

Como E(u/n) = x, var(u/n) = z(1 —z)/n, y |f(z)] < C donde C es una
constante, aplicando la desigualdad de Chebishev, tenemos

n\ n—k
Tyl <2 ) (k)m (1-=)
k:|%—z|25
1—x) C

no? = 202 = ° (27)

—2CP (‘% —w‘ > 5) < 20™

(donde usamos que z(1 — x) < 1/4), si n es suficientemente grande. En
conclusién, como las acotaciones en (12.6) y (2.7) son independientes de x
tenemos que, para n suficientemente grande, vale

sup |f(z) — Bn(z; f)| < [Th] + |T2| < 2¢,
0<z<L1

concluyendo la demostracion. O

Como conclusion de esta seccidén presentamos diferentes condiciones para
la validez de la ley débil de los grandes nimeros. Estamos particularmente
interesados en debilitar las condiciones en los momentos de las variables
aleatorias (como por ejemplo la condicion en el teorema de Chebishev,
o la condicién en el teorema de Markov), mas ain en obtener resultados
sin condiciones de momentos. Con este fin asumiremos, por una parte, que
las variables aleatorias X7, Xo,... estan idénticamente distribuidas, y por
otra que son independientes dos a dos.

Teorema 15. Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes dos a dos e idénticamente distribuidas, con funcion de distribucion
V(x). Supongamos que se verifican las dos siguientes condiciones:

nP(|Xi| >n) — 0, (2.8)

/ xdV (z) — 0, (2.9)
{lzf<n}
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cuando n — oo. Entonces

Y xi 5o (2.10)

Antes de comenzar la demostracién observemos que, si la condicién de
independencia dos a dos se sustituye por la condicién de independencia
mutua de las variables Xi,...,X,,, para cada n = 1,2,..., entonces las
condiciones y (2.9) no solo son suficientes sino también necesarias.
Este ultimo resultado es consecuencia de un teorema mas general, obtenido
por Kolmogorov, para sucesiones de variables aleatorias independientes, no
necesariamente idénticamente distribuidas, en el que no se asume ninguna
condicién de existencia de momentos de estas variables aleatoriadl]
Demostracion. Consideremos para cada n = 1,2,... las variables aleatorias
Xni = X;/n (1 <4 < n). El limite en (2.10), en términos de estas nuevas
variables, es

n
3" Xui 0. (2.11)
=1

Consideremos ahora las variables aleatorias truncadas, definidas mediante

ni 0, si|Xn|> 1

Estas variables aleatorias estan acotadas, por lo que existen sus momentos de
cualquier orden. Para calcular los dos primeros momentos, observamos que

Xyni = g(Xi/n), donde g(x) = x1y;<1}- Aplicando entonces la identidad
(?7?), tenemos

_ o0 1
EX=By(X/m) = [ gwmav) = [ v, (212)
0o " J{lyl<n}
L o0 1
EX = [ (um)ave) = [ Pave). (213)
00 = J{lyl<n}
Demostremos ahora que de la condicién (2.8]), se obtiene que
1/ 22dV (z) = 0 (n — o0). (2.14)
T J{|z|<n}

En efecto, recordando que k? < k(k + 1) =2 Z§:1 J, tenemos

/ 22dV (x) =
{lz[<n}

Ver por ejemplo §4.4. en V.V. Petrov, Limit Theorems of Probability Theory, (1995)

n

Z/ 22dV (x)
— J{k—1<al<k}
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n

<Y KPE-1< X <k)

Es sencillo demostrar que si {b;} es una sucesién numérica, tal que b; —
n

0 (j — o0), entonces (3_;_; bj)/n — 0 (n — o0). Siponemos b; = jP(j—1 <
| X1|), tenemos

s Jj o, . .
bj=jP(—-1< ’le):jj(J_l)P(J—lﬁ | X1]) = 0 (j — o0),

en vista de ([2.8)). Por ésto

1 / ) 2 &
— a:dV(ar)S—g bj = 0 (n — 00),
" J{lz|<n} i

y obtenemos ([2.14)).
Aplicamos ahora la desigualdad de Chebishev. Teniendo en cuenta ([2.13|)

y (2.14)), obtenemos

para d > 0 cuando n — oco. En los calculos anteriores utilizamos la pro-
piedades de variables aleatorias independientes dos a dos. De esta forma,

Zn:Ym _ ZH:EYM Eo.
=1 =1

En vista de la féormula (2.12)) y la condicién ([2.9)), tenemos

obtenemos

ZEXm-:/ zdV(x) = 0 (n — 00).
i=1 {lz|<n}
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. ~ P
Por esto concluimos que ;" | X; — 0. Resta entonces demostrar, que
n n
~ P
E an - § Xm — 07
i=1 i=1

de donde se obtiene (2.11)).

Veamos esta tltima condicién. Para todo § > 0 tenemos

P (‘ zn:Xm' — iynz‘ > 5) <P <iXm # zn:Xm)
=1 =1 i=1 i=1

<P (U (X £ Xui}) <SP (X £ i) = D P(Xl 2 1)
i=1 i=1

=1

n
=> P(IXi| > n) =nP(|X1| = n) =0
=1

por la condicién (2.8). Queda demostrado entonces (2.10). O

Veamos ahora un corolario del teorema de sencilla formulacién.

Teorema 16. Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes dos a dos e idénticamente distribuidas. Supongamos que existe la
esperanza matemdtica B X1. Entonces

1< P
-3 X; > EX.
n -
=1
Demostracion. Demostremos primero el teorema [L6| en el caso particular en
el que E X; = 0, verificando las condiciones en el teorema Sea V(z) la

funcién de distribucién de la variable aleatoria Xj. La condicién (2.9) se
cumple en forma evidente. Para verificar la condicién (2.8)), veamos que

P zn)= [ V@< [ felavia),
{lz|>n} " J{|z|>n}
por ésto,
nP(|Xi| >n) < / |z|dV (z) — 0
{|z|>n}

cuando n — oo, porque [ |z|dV(z) = E|X1| < oco. De esta forma se
verifican todas las hipdtesis del teorema [15] concluyendo la demostracién en
este caso particular.
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17.

18.

19.

20.

Supongamos ahora que EX; = a # 0. Consideremos la sucesién de
variables aleatorias {Y,,}, donde Y, = X, —a (n =1,2,...). Como {X,} es
una sucesién de variables aleatorias independientes dos a dos, también lo es
la sucesién {Y,,}. Ademas EY,, = EX,, — a = 0. Segtin demostramos en la

. . . P
primera parte, tiene lugar la convergencia, » . ; Y;/n = 0, que claramente

. P .,
equivale a 1 ; X;/n — a, lo que concluye la demostracién. O

El teorema fue obtenido por A. Ya. Jinchin, bajo la hipdtesis mas
restrictiva de independencia mutua, en vez de independencia dos a dos, de
las variables aleatorias Xi,...,X,,.

En el caso en que las variables aleatorias sean idénticamente distribuidas,
el teorema de Chebishev conduce a un resultado mas débil que el teorema
dado que en el teorema de Chebishev se exige la existencia de varianzas,
y no unicamente la existencia de esperanzas matematicas.

2.2. Ejercicios de Leyes débiles de los grandes ntime-
ros

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, independientes dos a dos,
tales que

P(X,=2")=P(X,=-2")=2"2""1  P(X,=0)=1-2"%"
para cada n. ;Es aplicable la ley de los grandes nimeros a esta sucesién?

Sea { X, } una sucesién de variables aleatorias independientes dos a dos, tales
que
P(X, =n'Y =P(X, = —n'/*) = P(X,, =0) = 1/3,

para cada n. Demostrar que para esta sucesién es aplicable la ley de los
grandes nimeros.

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tales que
P(X,=n")=P(X,=-n")=1/2,

para cada n, donde v < 1/2. ;Es aplicable la ley de los grandes ntimeros a
esta sucesion?

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, tal que EX,, =0, E|X,| =
1/n para cada n. Demostrar que para esta sucesion es aplicable la ley de los
grandes nimeros.
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21.

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tales que
P(X,=n)=P(X,=-n)=1/2

para cada n. ;Es aplicable la ley de los grandes nimeros a esta sucesién?

2.3. Ley fuerte de los grandes niimeros

Es la seccion 3 del capitulo IV de la segunda edicién del libro “Probabi-
lity” de A.N. Shiryaev (Springer, 1996), pdginas 388-395.

2.4. Ejercicios de Ley fuerte de los grandes nume-
ros

Probar que E(X?) < oo siy solo si Y oo nP(|X| > n) converge.

Suponiendo que X1, X2, ... son independientes e idénticamente distribuidas,
mostrar que si E|X;|* < oo para algin 0 < a < 1, entonces, con S, =
X1+ -+ X, tenemos

S
nl% — 0 (P-c.s.),
y si B|X1|% < oo para algiin 1 < 8 < 2, entonces

Sn—TLEXl

Y — 0 (P-c.s.)

Construir una sucesién de variables aleatorias que verifique la ley débil de los
grandes nimeros pero que no verifique la ley fuerte de los grandes ntimeros.

Utilizar el desarrollo del Ejemplo 2: El método de Monte Carlo (pg. 394)
para dar una aproximacion de .
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Capitulo 3

Funciones caracteristicas

Una funcién caracteristica es una funcion que toma valores complejos y
tiene argumento real. Definida a partir de una variable aleatoria X, carac-
teriza la distribucién F(z) de esta variable aleatoria. Las funciones carac-
teristicas son especialemente adecuadas para el estudio de la convergencia
débil de variables aleatorias independientes, y seran utilizadas para demos-
trar teoremas centrales del limite. Dadas dos variables aleatorias X e Y,
definimos la variable aletoria compleja Z = X +1iY, donde i = v/—1 es la
unidad imaginaria. Si la variables aleatorias X,Y tienen esperanzas respec-
tivas E X,EY, definimos la esperanza matemética de la variable aleatoria
compleja Z mediante EZ = EX + iEY. No es dificil verificar (tomando
partes real e imaginaria), que si a,b son dos nimeros complejos, se tiene
E(aZ +b)=aEZ+b;y que si Z1, Z3 son dos variables aleatorias comple-
jas, se tiene E(Z1 4+ Z3) = EZ1 +E Z5. Si z = a+1b es un nimero complejo,
designamos zZ = a — b el complejo conjugado de z.

3.1. Definiciones y primeras propiedades

Consideremos una variable aleatoria X definida en un espacio de proba-
bilidad (€2, F,P). Llamamos funcion caracteristica de la variable aleatoria
X ala funcién f(t), definida para todo ¢ real, mediante la igualdad

f(t) =EetX, (3.1)
La férmula (3.1]) es equivalente a

f(t) =EcostX +iEsentX. (3.2)
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Como las variables aleatorias costX y sentX estan acotadas para todo t
real, sus esperanzas matemadticas existen. Por ésto, la funcién caracteristica
de una variable aleatoria arbitraria X esté correctamente definida para todo
t real.

De acuerdo a la definiciéon de esperanza matemaética, tenemos

ft) = /Q XdP. (3.3)

Si la variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(x), aplicando la
identidad (??7) obtenemos

[e.9]

(1) = / AR (). (3.4)

—00
Consideremos ahora los dos tipos més importantes de distribuciones. Si la
variable aleatoria X tiene distribucién discreta, y toma los valores 1, zo, . ..
con probabilidades pi, po, ... respectivamente, entonces

F£) =Y ey, (3.5)
k

como se obtiene de aplicar cualquiera de las féormulas (3.1)), (3.2)), 6 (3.3]).

Si X tiene distribucién absolutamente continua, con densidad dada por
p(x), entonces

10 = [ etpayin, (3.6)

— 00
como se obtiene de aplicar (3.4]).
Calculemos las funciones caracteristicas de variables aleatorias con dis-
tribuciones de ambos tipos, en los casos mas importantes.

Ejemplo 14. Supongamos que la variable aleatoria X tiene distribucion
degenerada, es decir, existe una constante ¢ tal que P(X = ¢) = 1. Aplicando
la férmula (3.5)), tenemos

f(t) — EeitX — eitc.
En particular, si P(X = 0) = 1, tenemos f(¢) = 1 para todo t real.

Ejemplo 15. Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial con
parametros (n,p). Aplicando (3.5)), obtenemos

() = mZ:Om (2 )orarr =3 () oeya = o

m=0

donde g =1 — p.
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Ejemplo 16. Si X tiene distribuciéon de Poisson con parametro A > 0,
aplicando la férmula (3.5]), obtenemos

itX = im A" ) = ()™ —X_Aett A(et-1)
f(t)=Ee :Ze —e " =e Zize e’ =e .
— m)! — m)!

Ejemplo 17. Consideremos una variable aleatoria X con distribucién nor-
mal estandar, con densidad dada por p(z) = e */2/y/27. Aplicando la
férmula (3.6)), tenemos

) 1 oo 9
f(t) _ Eeti _ eitr—z /de'
V21 J oo

Para calcular la integral anterior derivamos con respecto de ¢, y obtenemos

f/(t) — \/22?/ xeitx—z2/2d$ — \/22?/ eitzd( . e_x2/2>'

Luego de integrar por partes, resulta

1 [
= 7 te e 2y — £ (¢).

En consecuencia, (In f(t)) = —t, Inf(t) = —t?/2 + C. Como f(0) = 1,
obtenemos que C' = 0, y en conclusion

()

OES

Si X es una variable aleatoria con distribucién normal con parametros (a, o),
entonces, como veremos en el ejemplo su funcién caracteristica estd dada

por
f (t) — eiat—02t2/2 )

Ejemplo 18. Sea X una variable aleatoria con distribuciéon exponencial
con pardmetro a > 0. La densidad de esta variable aleatoria esta dada por
p(r) = ™ six > 0, p(z) = 0 si x < 0. Por ésto, aplicando la férmula
(3.6)), tenemos

(0%

ft) = E X = a/ elit=)z gy —

0 a—Zt

Estudiemos ahora las propiedades que verifica la funcién caracteristica
f(t) de una variable aleatoria X con funcién de distribucién F(z). Las dos
primeras propiedades son evidentes.

o7



Propiedad 1. Se tiene f(0) = 1.
Propiedad 2. Se tiene |f(t)| < 1 para cualquier t € R.

Propiedad 3. La funcion caracteristica f(t) es uniformemente continua en
la recta Teal.

Demostracion. La demostracién, basada en la férmula (3.3), se adapta sin
dificultad si tomamos como definicién cualquiera de las férmulas (3.4), (3.5))

6 (30).

Sean t, h reales arbitrarios. De (3.3, tenemos
Flt+h) — f(t) = / (X (X 1) P. (3.7)
Q

Utilizamos la acotacién |e™ — 1| < |ul, vélida para todo u real, porque

. u ul
e — 1| = ’/ emdx‘ < / e |dz = |u].
0 0

Sea ¢ > 0, arbitrario. Existe un real A que verifica: A y —A son puntos
de continuidad de F(z); 1 — F(A) < ¢/8; F(—A) < ¢/8. Tomando valor
absoluto a ambos lados en (3.7), y designando B = {w € Q: |X(w)| > A},

obtenemos
|f(t+h) — f(t)] < / lethX —1]dP < 2/ dP+/ lethX —1]1d P,
Q B B
<2P(B) +/_ |hX|dP <2P(|X| > A) + Alh|
B
<2(1-F(A)+ F(—A))+Ah < % + Ah < ¢,
si tomamos h < ¢/(2A4). Como la acotacién es independiente de ¢, esto

concluye la demostracion. O

Propiedad 4. Consideremos la variable aleatoria Y = aX + b, donde a,b
son constantes. Entonces, la funcion caracteristica g(t) de la variable alea-
toria Y wverifica g(t) = e f(at), donde f(t) es la funcidn caracteristica de
la variable aleatoria X .

Demostracion. Utilizando la propiedad ei(@t8) = ¢iaeif y aplicando la defi-

nicién (3.2)), tenemos
g(t) — EeitY — Eeit(aX-‘rb) — E(eibteiatX) — eibt E eiatX — eibtf(at),

lo que concluye la demostracién. O
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Ejemplo 19. Calculemos la funcién caracteristica g(¢) de una variable alea~
toria Y con funcién de distribucién normal con parametros (a, o).

Es claro que la variable aleatoria X = (Y —a)/o tiene distribucién normal
con pardmetros (0,1), y por lo tanto funcién caracteristica f(t) = e /2,
como vimos en el ejemplo Aplicando la propiedad anterior, obtenemos

g(t) _ emtf(at) _ eiat—02t2/2.

Propiedad 5. Consideremos una variable aleatoria X para la cual existe
ap = BE(XF), el momento de orden k, para algun natural k > 1. Entonces,
su funcidn caracteristica f(t) tiene derivadas continuas, para todo t real,
hasta el orden k inclusive. Ademds

fm) 0)=i"a,; (1<m<k), (3.8)
donde o, = E(X™).

Demostracion. Derivando formalmente m veces, con respecto de ¢, bajo el
signo de integracion en la férmula (3.4)), obtenemos

Fm @) = / h (iz)™ e dF (x). (3.9)

—00

Es claro que como existe el momento de orden m < k (proposicién ?7),
tenemos

‘/_(:(ix)meitmdF(:C)‘ < /_Z |z[mdF(z) < co.

Esto permite demostrar que la derivacién bajo el signo de integral es vélida,
y obtener la férmula (3.9)). Sustituyendo ¢t = 0 en ({3.9)) se obtiene (3.8). O

Dada una variable aleatoria X, si para algin natural & > 1 existe
ar = E(X*), el momento de orden k de la variable aleatoria, aplicando
la propiedad [5} el desarrollo de Taylor, y la igualdad f(0) = 1, se obtiene,
que

k
=1+ %(it)m +o(Jt]F) (t — 0). (3.10)
m=1 ’

En la demostracién de la préxima propiedad, utilizamos el resultado siguien-
te.

Lema 4. Consideremos dos variables aleatorias independientes X,Y , dos
funciones reales u(z),v(x), definidas en la recta real, y supongamos que exis-
ten Eu(X) y Ev(Y). Entonces, tiene lugar la identidad

E(u(X)v(Y)) =Eu(X)Ev(Y).
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Demostracion. Veremos la demostracién en el caso en que ambas variables
tienen distribucién discreta, y en el caso en que tienen distribucién absolu-
tamente continua.

Supongamos primero que X toma los valores x1, za, ..., con probabilida-
des p1,po, ..., respectivamente; Y toma los valores y1, 2, ..., con probabi-
lidades q1, go, . . ., respectivamente. Aplicando la proposicién 77, obtenemos

Por ésto, tenemos

E(u(X)o(Y)) = > ulzn)o(y) POX =2, Y =)

k,j
= u(zp)pe Y_v(y;)p; = Bu(X)Ev(Y).
k J

Si X e Y tienen distribucién absolutamente continua y r(x,y) designa la
densidad del vector (X,Y’), aplicando la proposicién ??, obtenemos que
r(z,y) = p(x)q(y), donde p(x) es la densidad de la variable aleatoria X,
q(y) la densidad de la variable aleatoria Y. Por ésto, tenemos

E(u(X)v(Y)) = /

| w@toyr e sy
— [ @@ [ oty = Eu0) By,
concluyendo la demostracién. O

Observacion. El lema recién formulado es valido también en el caso en que
las funciones de u(x) y v(z) de argumento real, tomen valores complejos, es
decir, si tenemos

u(z) = ui(z) + iua(x), v(x) = v1(z) + tve(z),

donde ug(x) y vi(x) son funciones de argumento real, que toman valores
reales (k = 1,2). Esto es sencillo de demostrar, aplicando el lema anterior a
las partes real e imaginaria del producto u(X)v(Y).

Propiedad 6. Consideremos dos variables aleatorias independientes X eY,
con funciones caracteristicas f(t) y g(t) respectivamente. Sea h(t) la funcion
caracteristica de la suma X +Y. Entonces, se verifica h(t) = f(t)g(t).

Demostracion. Tenemos

M(D) = BUY) _ B (1Xe) Z BN B — f(t)g(0),
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en vista de la observacion posterior al lema {4l O

Es valida la siguiente generalizacion de la propiedad recién demostra-
da: si X1, Xs,...,X, es un conjunto de variables aleatorias mutuamente
independientes, con funciones caracteristicas fi(t), fa(t),..., fn(t) respecti-
vamente, entonces, la funcién caracteristica h(t) de la suma X;+Xo+- - -+ X,
es igual al producto de las funciones caracteristicas de los sumandos:

h(t) = fi(t) fa(t) - - fu(t).
Propiedad 7. Para todo t real, se verifica f(—t) = f(t).

La propiedad anterior se obtiene de la igualdad

f(=t) = Ee X = E¢itX = EeitX = f(t).

Definicién 26. Una variable aleatoria X y su distribucion F(x) se dicen
simétricas cuando las funciones de distribucion de las variables aleatorias
X y —X son idénticas.

Propiedad 8. Si la variable aleatoria X es simétrica, su funcion carac-
teristica f(t) es una funcion real.

A la conclusién de la propiedad anterior conducen las igualdades
f(t) =Ee™ = BN = f(—t) = f(1).

En la seccién 2 demostraremos el reciproco de la propiedad anterior: si la
funcién caracteristica de una variable aleatoria X es real, la variable aleatoria
X es simétrica.

3.2. Formula de inversion. Teorema de unicidad

Teorema 17. Consideremos una variable aleatoria X con funcion de dis-
tribucion F(x), y funcion caracteristica f(t). Sean x1,xo dos puntos de con-
tinuidad de F(x). Entonces, tiene lugar la igualdad

T €7it$2 _ ef’itwl

Flas) — Flay) = %Tlf_{r;o [t (3.11)

La igualdad (3.11) se denomina férmula de inversion.
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Demostracion. Comenzamos introduciendo la funcién auxiliar

T hT
R(h,T) :/ senhtdt :/ senudu'
0 3 0 U

Del célculo integral, son conocidas los siguientes afirmaciones:

(0@ X
/ =T, ‘/ | < (@20,
0 2 0

u U

de donde obtenemos, que

—r/2, sih<0
lm R(h,T)={ ™% Sth<0 (3.12)
T—00 w/2, sih>0.

Es importante observar, que esta convergencia es uniforme en los intervalos
de la forma (—o0,d], y [§, o), para todo d > 0.

La segunda etapa de la demostracion, consiste en representar a la integral
en , que designamos I, en términos de la funcién R(h,T'). Aplicando
la definicién , e intercambiando el orden de integracién (dado que el
integrando es una funcién continua y acotada), tenemos

T e—itwg . 6—ita:1 T e—itxz . e—itaq oo
I — ()t = A WAF(y))dt
| == [ ([ emar)
00 T eit(yfmg) o 6'it(yf:v1)
= dt)dF
/ ( / . —it ) ()

—00 —

([ et ) sty )

B [e's) =T t

dt) dF (y)

= 2/00 (R(y — 22, T) — R(y — x1,T))dF (y).

—00

donde utilizamos que fTT (cos(at)/t)dt = 0 para todo « real, para obte-
ner la dltima igualdad. Respecto del comportamiento asintético del tltimo
integrando, tomando por ejemplo z1 < z2, en vista de (3.12)), tenemos

lim (R(y — 22, T) — R(y — 21, T)) = 7l{z, cy<an) (3.13)

T—oo

Como
|R(y — x9,T) — R(y — =1, T)| < 2C,

aplicando convergencia dominada, tenemos

I2 / 71 (0, <yaydF(y) = 21 (F(z2) — F(1)).,

—0o0
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donde utilizamos que x1, x2 son de continuidad de F', concluyendo la demos-
tracion. O

Teorema 18 (Unicidad). Sean f(t),g(t) las funciones caracteristicas co-
rrespondientes a dos funciones de distribucion F(x), G(x). Supongamos que
f(t) = g(t) para todo t real. Entonces, se verifica F(x) = G(x) para todo x
real.

Demostracion. Sea C el conjunto de los puntos en el que ambas funciones
F(z) y G(z) son continuas. Como F'(z) y G(z) son funciones de distribucién,
el complemento del conjunto C es, a lo sumo, numerable. Sean entonces
Z,Y1,Y2,... puntos de C, tales que y, — —oo (n — o0). Aplicando el
teorema[17] obtenemos que F(z) — F(yn) = G(z) — G(y»), y tomando limite
si n — oo en la igualdad anterior, resulta

F(z) = G(z) para todo x en C. (3.14)

Sea ahora z un real arbitrario. Consideremos x1 > x9 > --- puntos de C,
tales que x,, — z (n — o). En vista de (3.14), tenemos F(zy,) = G(z,).
Como ambas funciones de distribucién son continuas por la derecha, al tomar
limite si n — oo en la igualdad anterior, obtenemos la igualdad F'(z) = G(2).
Como z es arbitrario, esto concluye la demostracién. O

De acuerdo al teorema denominado teorema de unicidad, la funciéon
caracteristica de una variable aleatoria define univocamente (es decir “ca-
racteriza”) su funcién de distribucién. Veamos algunas aplicaciones de este
teorema.

Ejemplo 20. Consideremos dos variables aleatorias independientes X; y
Xo, cada una de las cuales tiene distribucién normal con pardmetros (a1, o01)
y (a2, 02) respectivamente. Con la ayuda del teorema de unicidad es sencillo
demostrar que la suma X; + X tiene distribucién normal (como vimos en
la seccién 3.4).

La funcién caracteristica de X, es fj,(t) = e'@t=oi*/2 (] = 1,2). Como
las variables aleatorias son independientes, la funcién caracteristica de la
suma X; + X es

g(t) — Eeit(X1+X2) — EeitX1 EeitXQ
= fi(t) fa(t) = ellata)i=(of+a3)i/2,
Es claro que la funcién ¢(t) coincide con la funcién caracteristica de una
variable aleatoria con distribuciéon normal, con parametros (al + ag, (03 +

ag)l/ 2). Aplicando el teorema se deduce que la suma X; + X5 es una
variable aleatoria con distribucién normal con éstos pardmetros.
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Ejemplo 21. Consideremos dos variables aleatorias independientes X e Y,
cada una de las cuales tiene distribucion exponencial con parametros oo > 0
y 8 > 0 respectivamente. Veamos que la variable aleatoria Z = X — Y tiene
densidad, dada por

aB _—azx :
—=e six >0,
pl) =% 5 .
me S1 X S 0.

Por una parte, utilizando el ejemplo [18] tenemos

E eitZ — EeitX E e*ity — 8] 5 (3 15)
a—itB+it '

Por otra parte,

> ite _ af > (it—a)x 0 (it+B)x
/Ooe p(a:)d:c—a+5</(] e d:U—i—/ e dx)

—00
af ( 1 n 1 ) o« I5;
at+p\a—it B+it) a—itB+it
Como los resultados en (3.15)) y (3.16) coinciden, del teorema de unicidad
se deduce que p(z) es la densidad de Z.

(3.16)

Ejercicio 5. Demostrar que si la funcién caracteristica f(t) de una variable
aleatoria dada es real, entonces la variable aleatoria es simétrica.

3.3. Teoremas de Helly

Los teoremas de Helly juegan un importante rol en la demostracién de
los teoremas de convergencia de funciones caracteristicas, que estudiamos
en la seccion 4. Dado que no se incluyen en los cursos habituales de calculo,
los presentamos aqui con sus correspondientes demostraciones.

Definicién 27. Consideremos funciones F(x), Fi(x), Fa(x), ..., acotadas y
no decrecientes.

(a) Decimos que la sucesion {F,(x)} converge débilmente a F'(x) y escribi-
mos F,, = F, si Fj,(z) — F(x) (n — 00) para todo punto z de continuidad
de la funcion F(x).

(b) Decimos que la sucesion {Fy,(x)} converge completamente a F(z) y
escribimos F, = F, si {F,(z)} converge débilmente a F(x) (es decir, si
F,—F)y ademdsﬂ F,(—00) = F(—0), Fp(c0) — F(o0) sin — 00.

'Designamos G(—o0) = lim,—, o G(x), cuando existe este limite para una cierta fun-
cién G(z). Andlogamente, designamos G(00) = limy— 00 G(7).
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Observemos que si F(z), Fi(z), Fa(z), ... son funciones de distribucién,
la convergencia débil definida en (a) coincide con la convergencia débil de
variables aleatorias definida en la seccién 5.1. Ademas, en este caso, las defi-
niciones (a) y (b) coinciden. Sin embargo, en el caso general esta equivalencia
no es cierta, como se ve en el siguiente ejemplo.

Consideremos, para cada n =1,2,..., la funcién
0, sixz < —n,
Fo(x)=4q1/2, si-n<z<n,
1, sin <.

Es claro que F,(z) — 1/2 (n — o0) para todo z real, y en consecuencia la
sucesion {F),(z)} considerada converge débilmente a la funcién F(z) = 1/2.
Sin embargo, la convergencia completa no tiene lugar, dado que F,(—o0) =
0, F,(+00) = 1 para todo n, y tenemos F(—o0) = F(c0) = 1/2.

Teorema 19 (Helly). Consideremos una sucesion {F,(x)} de funciones no
decrecientes. Supongamos que existen constantes A y B tales que se verifica
A < F,(x) < B para todo = real y para todo n. Entonces, la sucesion dada
contiene una subsucesion {Fy, (x)} que converge débilmente a una cierta
funcion F(x), no decreciente y acotada.

En la demostracion de este teorema utilizamos el siguiente resultado.

Lema 5. Si F,,(z) — F(x) para todo x € D, donde D es un conjunto denso
en la recta real, entonces F,, — F.

Demostracion.[Demostracién del lema] Sea x un punto de continuidad de
F(z). Como D es denso, existen dos sucesiones {x}} v {z}} que verifican
z) < o <z} para todo k y limy_,oo 2], = limy_,oo ) = . Para cada k y
cada n, tenemos

Fo(x),) < Fu(z) < Fo(xg).

Como limy, o0 Fip(x),) = F(2},) y limyoo Fro(x)) = F(27), de las desigual-
dades anteriores, si n — co, obtenemos

F(x}) <liminf F,(z) < limsup F,,(z) < F(z}).

n—00 n—0o0

Hagamos ahora tender k£ a infinito. Dado que z es un punto de continuidad
de F(x), se verifica limy_,oo F'(2}) = limy_,o0c F(27) = F(z), por lo que

F(z) <liminf F,(z) < limsup F,(z) < F(x).
n—oo

n—0o0
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Entonces, el lim,,_, o F),(z) existe, y vale F'(z). Como el punto de continuidad
es arbitrario, esto concluye la demostracién. O

Demostracion.[Demostracién del teorema de Helly] Sea D un conjun-
to denso numerable de nimeros reales z,z),.... La sucesién numérica
{F.(z})} es acotada, por lo que contiene una subsucesién {Fi,(z})} que
converge a un cierto limite, que designamos F(z}).

La sucesion { Fi,,(z5)} también contiene una subsucesion { Fay, (25)}, con-
vergente a un cierto limite, que designamos F'(x}). Ademds, se verifica
limy, o0 Fon(2)) = F ().

Continuando este proceso, obtenemos, que para cualquier natural k,
existen k sucesiones {Fy,(x,)} (i = 1,...,k) para las cuales se verifica
limy, o0 Fin(z}) = F(2}) (i=1,...,k).

Consideremos ahora la sucesién diagonal compuesta por las funciones
{Fun(z)}. Sea ), € D. Es claro que lim, o0 Fpn(z)) = F(z},), dado que
{Fun(x))} es una subsucesién de la sucesion numérica {F,(z},)}, si n > k.
Hemos asi definido una funcién F(x) en el conjunto D. Si < y son dos
puntos de D, entonces F(z) = limy,—00 Fnn(z) < limy o0 Fon(y) = F(y), y
la funcién F(x) es no decreciente en D. Es claro también que A < F(z) < B.
Estas propiedades permiten extender la funcién F(z) a toda la recta real,
conservando las propiedades mencionadas. Estamos entonces en condiciones
de aplicar el lema [b| para concluir la demostracién del teorema. O

Observacion. Se puede ver que la funcién limite F'(x) puede elegirse continua
por la derecha, si definimos F(z) = lim,,_,~, F(x,), donde {z,} € D, x,, —
x (n — o0), y &, > x para todo n.

Teorema 20 (Helly). Consideremos funciones no decrecientes y acotadas
F(z), Fi(z), Fa(z), ... tales que F,, = F, y una funcién g(x) continua y
acotada. Entonces

/ " g(@)dFu(x) = / " g@)dF (@) (n - o).

Demostracion. Sea € > 0 arbitrario. Designemos

G = sup |g(z)[, €= F(o0) = F(-00).
z€ER

Como limg—y_oo F(z) = F(—00), limy_o F(z) = F(00), existen a < b,
puntos de continuidad de F'(x), tales que se verifica

F(oo) — F(b) < £/(3G),  F(a) — F(—o0) < £/(3G). (3.17)
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Como g(z) es una funcién continua, existe una particién del intervalo [a, b],
designada a = xg < 1 < --- <z = b, formada por puntos de continuidad
de F(z), y tales que se verifica |g(z) — g(xg)| < 0 si z € (xp_1,21) (k =
1,...,N).

Consideremos la funcién auxiliar

g(xk), size (rvp_1,2k] (E=1,...,N),
go(m):{< ) ( ] )
0, en otro caso,

que podemos también definir como go(x) = Zi;vﬂ (k) 1z, 2 (). Sean

- /_ Z o(2)dF(z), I, /_ Z o(2)dFo(z).

Sumando y restando, obtenemos

I — 1= /_ " (9(@) - go(@))dFp(a) (3.18)
+ /_ " o(@)dFy(x) — /_ " go(2)dF(z) (3.19)
+ [ (ote) ~ ola))ar ) (3.20)

=51 + 59 + 55.

Acotemos cada uno de los tres sumandos anteriores. Para Ss en (3.20)),
tenemos

a b o0
\Sgg/ \g(a:)\dF(xH/ \g(x)—go(deF(:vH/b |9(2)|dF ()

< G(F(a) — F(—00))+6(F(b) — F(a))+G(F(c0) — F(b))  (3.21)
<e/3+4+¢/3+¢/3=c¢,

en vista de (3.17)) y la desigualdad F(b) — F(a) < C.
Para S en (3.18)), cambiando F,, por F', obtenemos

1S1] < G(Fu(a) — Fy(—o0))
+ 0(Fn(b) — Fr(a))+G(Fn(o0) — Fr(b))< e, (3.22)

si n es suficientemente grande, dado que, por la convergencia completa F;, =

F, la cota obtenida en (3.22)) converge a la cota en (3.21)).
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Finalmente, también utilizando la convergencia completa F,, = F', ob-
tenemos Sz — 0 (n — 00) en (3.19)), porque

00 N

| sn@)dFa(a) = 3 glan) (Fulan) ~ Fularin)
k:lN N
> Y o) (Flon) = Flan)) = [ o)),
k=1 T

si n — oo. En conclusion, para n suficientemente grande, tenemos

’/_Zg(x)an(@ _/OO Q(SU)dF(x)‘ <etete=3e,

—0o0

lo que concluye la demostracion. O

3.4. Relacion entre la convergencia de distribucio-
nes y de funciones caracteristicas

El objetivo de esta seccion es la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 21. Consideremos las funciones de distribucion
F(z), Fi(z), Fa(z),. ..
con sus correspondientes funciones caracteristicas

f(@), f1(@), fa(1), - -

Entonces, la sucesion {F,(z)} converge débilmente a F(z) (es decir F,, —
F), siy solo si se verifica

fn(t) = f(t) (n — 00) para todo t real. (3.23)

Demostracion. Supongamos primero que F,, — F'. Tenemos

() = / Tt (1), f(t) = / " et gp ().

—00 —00

Como e'® = costx + isentx, donde las funciones sentz,costz son conti-

nuas y acotadas; y tenemos F,, = F(x) (porque se trata de funciones de
distribucién), obtenemos (3.23)) aplicando el teorema [20] de Helly.
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Supongamos ahora que se verifica la condicién . En virtud del
teorema 19| de Helly, la sucesiéon {F,(x)} contiene una cierta subsucesién
{Fy,(z)}, que converge débilmente a una cierta funcién F'(z) no decrecien-
te, que verifica 0 < F(x) < 1, y que elegimos continua por la derecha.
Demostremos que F(z) es una funcién de distribucién. Para ésto hay que
demostrar que F(—o00) =0y F(4+00) = 1, lo que equivale a demostrar que
d = F(+o00) — F(—o0) = 1.

Supongamos que 6 < 1 y sea € tal que 0 <e <1 —4. Como f(0) =1y
f(t) es continua, para ~ suficientemente pequeno es valida la desigualdad

1 Y
7/ F(t)dt > 1f%>5+%. (3.24)
-y

Como F,, — F, podemos elegir un real A > 7/(4e) que verifique: F(x)
es continua en A y en —A; para todo k suficientemente grande dx(A) =
F’nk(A) - Fnk(_A) <0+ 6/4'

Introducimos ahora la funcién

ay 2
B(z) = / e dt = = sen(yzx)
— x

que, como |e?| < 1, verifica |B(z)| < 2v. Ademds, como |sen(yz)| < 1,
tenemos |B(z)| < 2/A, si |z| > A.

Cambiando el orden de integracién y utilizando la funcién B(z) recién
introducida, tenemos

[ ma= [ ([ cam)a= [ pwn, @

Partiendo el intervalo de integracién, obtenemos la siguiente acotacién:
[ il <| [ B, )
{Iw\<A}
2
+\/ 2)dFy ()] < 290+ 5.
|m|>A}
En vista de la eleccién de A, dividendo por 2+, obtenemos
1 v €
= t dt‘ <§+ 5.
A o] <03

Como fy, (t) = f(t) (n — o0) con |fy, (t)] < 1, tomando limite en la des-
igualdad anterior, obtenemos

217\/_1f(t)dt\ <o+,
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lo que contradice la desigualdad (3.24)). Entonces § = 1y F(z) es una funcién
de distribucién.

Por ultimo observemos, que como Fj,, — F', aplicando la primera parte
del teorema, obtenemos que f(t) es la funcién caracteristica que corresponde
a esta distribucién F'(z).

Para terminar, resta demostrar que toda la sucesién {F,(z)} converge
débilmente a F'(x). Supongamos que esto no es cierto. Existe entonces una
subsucesién {F,/(z)}, que converge débilmente a una cierta funciéon G(z),
que es distinta de F'(z), en por lo menos un punto de continuidad. Una ar-
gumentacion similar a la aplicada a {F},, (z)} nos permite obtener, que G(z)
es una funcién de distribucién, y que f(t) es su funcién caracteristica. Apli-
cando el teorema [18| de unicidad de funciones caracteristicas obtenemos que
F(z) = G(z) para todo z real, contradiciendo nuestro supuesto. Entonces
F,, — F', lo que concluye la demostracién. O

En el capitulo 7 estudiaremos distintas variantes del teorema central del
limite, cuyas demostraciones se basan el teorema recién demostrado.

3.5. Ejercicios

Hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria: (a) con distribucién
uniforme en el intervalo (—¢,¢); (b) con densidad dada por p(x) = (1 —
cos x)/(mx?).

Dada una variable aleatoria X, la variable aleatoria simetrizada, designada
X?, se define mediante la igualdad X® = X — Y, donde Y es una variable
aleatoria independiente de X, y con su misma distribucién. Demostrar que si
X tiene funcién caracteristica f(t), entonces, X* tiene funcién caracteristica

MOl

Consideremos una funcién caracteristica f(¢). Demostrar la desigualdad
L= |f@OP <41 = [0,

vélida para todo t real.

Consideremos funciones caracteristicas fi(t), ..., fn(f), y constantes positi-
vas by, ..., by, que verifican by + - - - + b, = 1. Demostrar que by f1(t) +--- +
b frn(t) es una funcién caracteristica.

Determinar si las siguientes son funciones caracteristicas: (a) sent; (b) cost;
(c) cos®t; (d) sent + cost; (e) (e + 62”)3/8; (f) Rf(t), donde f(t) es una
funcién caracteristica; (g) Sf(t) donde f(t) es una funcién caracteristica.
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10.

11.

12.

13.

Calcular la varianza var X, de una variable aleatoria X, con funcién carac-
teristica f(t) = (1 + 63”)2/4‘

Sea. X una variable aleatoria con distribucién discreta. Esta distribucién
se denomina ldtice, si existen dos reales h > 0 y a, tales que se verifica
Yore o P(X = a+ hk) = 1. (a) Encontrar una distribucién discreta que
no sea latice. (b) Demostrar que una distribucién con funcién caracteristica
f(t) es latice si y solo si existe tog # 0 tal que |f(to)| = 1.

Sea X una variable aleatoria con distribucién latice, que toma los valores a+
hk (k=0,£1,£2,...), con probabilidades pr = P(X = a+ kh). Demostrar
que se verifica

h

_ v —it(a+kh)
or e f(t)dt
nay

Pk

para todo k entero, donde f(t) es la funcién caracteristica de X.

Utilizando el teorema [I8] de unicidad, demostrar: si X e Y son variables
aleatorias independientes, con distribuciéon de Poisson con parametros Aq
y A2 respectivamente, entonces X + Y tiene distribucién de Poisson con
parametro A1 + Ao.

Consideremos una funcién caracteristica f(t) y dos constantes b, ¢, que veri-
fican 0 < ¢ < 1, b > 0. Demostrar que si |f(t)| < ¢, cuando |t| > b, entonces
£ < 1— (1= 2)2/(862), s [f] < b

Demostrar que si una funcién caracteristica verifica la condicién

limsup |f(t)] <1

[t|—o0

(denominada condicion (C) de Cramér), entonces, para todo € > 0, existe
un real positivo ¢ < 1, tal que |f(t)| < ¢, cuando |t| > e. Sugerencia: Utilizar
el ejercicio |3.5)

Consideremos una variable aleatoria con funcién caracteristica f(t). De-
mostrar que si la variable aleatoria es absolutamente continua, entonces
f(t) = 0,si |[t| = oo. (Sugerencia: utilizar el teorema de Riemann-Lebesgue).

Sea F'(x) una funcién de distribucién con funcién caracteristica f(t). De-
mostrar la igualdad

/Oo o dF(x):/OOOe_t(l—%f(t))dt.

oo L+ 22
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Una funcién caracteristica se denomina infinitamente divisible si para ca-
da natural n > 1, existe una funcién caracteristica f,(t), tal que f(t) =
(fn(t))". Demostrar las siguientes proposiciones: (a) Si f(t) y g(t) son fun-
ciones caracteristicas infinitamente divisibles, entonces, f(¢)g(¢) es una fun-
cién caracteristica infinitamente divisible. (b) Si f(¢) es funcién caracteristi-
ca infinitamente divisible, entonces, f(t) # 0 para todo ¢ real. (Sugerencia:
utilizar la desigualdad del ejercicio )

Si una funcién caracteristica verifica f(t) = 1 + o(t?) (t — 0), entonces
f(t) = 1 para todo t real.

Sea f(t) la funcién caracteristica de una variable aleatoria con distribu-
cién no degenerada. Demostrar que existen reales positivos § y €, tales que
(5] < 1—ef? para [f] < 6.

Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica f(¢), con distribucién
latice, que toma los valores a + hk (k= 0,£1,£2,...), donde h > 0 y a son
nimeros reales fijos. El nimero h se denomina el paso de la distribucion.
El paso h se denomina maximal, si no existe un par hy,aq, con h; > h, tal
que > 22 P(X = a; + hk) = 1. Demostrar que el paso h es maximal
si y solo si se verifican las condiciones |f(2r/h)| = 1, y |f(t)| < 1 para
0 < |t| < 2m/h.

Una funcién de distribucién, o su funcién caracteristica f(t), se denomina
estable, cuando para todo par a1 y as de ntimeros reales positivos, existen
a > 0y b reales, tales que f(ast)f(ast) = €™ f(at). (a) Demostrar que esta
definicién es equivalente a la siguiente: la funcién de distribucién F'(z) es
estable, si para todo a; > 0, as > 0, by y bo, existen a > 0 y b reales tales
que F(aix +b1) * F(asx + ba) = F(ax + b), donde * designa la convolucién.
(b) Determinar si son estables las siguientes distribuciones: (i) degenerada,
(ii) normal, (iii) uniforme, (iv) binomial, (v) de Poisson.

(a) Hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria con distribu-
cion Gama, con parametros (a, ). (b) Demostrar que si 71,...,7, son
variables aleatorias independientes con distribucién comin exponencial de
parametro «, entonces, su suma 17 + --- + T, tiene densidad dada por
p(z) = ™z tem /(n — 1)
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Capitulo 4

Teorema central del limite

Se denomina teorema central del limite a cualquier proposiciéon que es-
tablece, bajo determinadas condiciones, que la funcién de distribucién de
la suma de una cantidad creciente a infinito de variables aleatorias, con-
verge a la funcién de distribuciéon normal. Aplicando el teorema central del
limite podemos aproximar la distribucién de la suma de un gran ntmero
de variables aleatorias, mediante la distribucién normal. En este capitulo,
dedicado a estudiar diversas variantes del teorema central del limite, comen-
zamos por el teorema de Lindeberg-Lévy que considera sumas de variables
independientes e idénticamente distribuidas. En la seccién 2 se demuestra
un resultado mas general: el teorema de Lindeberg, en el cual no se supone
que las variables aleatorias consideradas tienen la misma distribucién.

4.1. Teorema de Lindeberg—Lévy

Decimos que X1, Xo,... es una sucesion de variables aleatorias inde-
) )
pendientes, cuando las variables aleatorias X1, ..., X, son mutuamente in-
ependientes para cada n = .... Recordemos, que ... es una
d dient d 1,2, Record , X1, Xo,

sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas cuando todas las
variables aleatorias consideradas tiene la misma distribucion.

Teorema 22 (Lindeberg—Lévy).

Consideremos una sucesion X1, Xa,... de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas, con esperanza matemdtica E X1 = a y va-
rianza var X1 = o2 > 0. Designemos

Fn(:c):P<Xl+”'+Xn_na§x>.

ay/n
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FEntonces,
F,(z) = ®(x) (n — 00) para todo x real, (4.1)

donde ®(z) = \/% I e /24t es la distribucion normal estdndar.

Demostracion. La primer etapa consiste en demostrar el teorema en el caso
particular en el que EX; =a=0y var X; = o? = 1.
Consideremos entonces para cada n = 1,2,... la variable aleatoria

vn

Como a = 0y 02 = 1, tenemos P(Z,, < z) = F,(z). La demostracién se basa
en la aplicacién del teorema Calculemos fy(t), la funcién caracteristica
de Z,, en términos de v(t), la funcién caracteristica de Xi:

n
falt) = Eetn = Et/V) i1 Xk — B H et/ v/n) X
k=1
T | cit/v) Ly
_ iW(t//m) X __
k=1
donde utilizamos que las variables aleatorias son idénticamente distribuidas
en la ultima igualdad, y que son independientes en la ante tltima. Como

as = var X1 = 1 < oo, aplicando el desarrollo de Taylor (3.10) de orden

k = 2 para la funcién caracteristica de X, tenemos
u2
v(u) =1-— 5 + o(u?) (u — 0), (4.3)

dado que a; = E X; = 0. Consideremos un real ¢ arbitrario y fijo. Queremos
calcular lim, o0 fn(t). Sien (4.3) ponemos u = t/y/n, tenemos

() =150 o(3) o
vl—)=1——+ol— n — 00),
Vn 2n n
dado que 1/n — 0 si y solo si u — 0.

Verifiquemos ahora la validez de la identidad

In(l1+2) =z+r(2), (4.4)

donde |r(z)| < 2|z|?, si z es un nimero complejo que verifica |z| < 1/2. En
efecto, considerando el desarrollo de Taylor de la funcién logaritmo, tenemos

) =l +42) - 2= 3 ()" m.

m=2

74



Acotando y sumando la serie geométrica que se obtiene, tenemos

) [eS) |Z|2
P < Y 1™ = 2P ) 2™ = ——— <202,
m=2 m=0 1- |Z|

porque (1 — |z|)~! <2, dado que |z| < 1/2. Esto prueba (4.4).
Si z =w(t/\/n) —1=—t?/(2n) + o(1/n), para n suficientemente grande
podemos aplicar la férmula (4.4)), para obtener

me(J7) =~ ()
nv(—)=—-——+ol—),

NLD 2n n
porque, en este caso |r(z)| < 2|z|? = t*/(2n?) + o(1/n?).

Estamos en condiciones de tomar logaritmo en la féormula (4.2):

In f,,(t) = nlnv(\;ﬁ) = n[— ;; —I—o(%)} = —t; + o(1).

En otras palabras, f,(t) — ¢ /2 si n — oco. Como f(t) = e es la
funcién caracteristica de la distribucién normal ®(z), aplicando el teorema
21 obtenemos que Fj,(z) — ®(z) para todo z real (dado que ®(x) es continua
en R), concluyendo la primer etapa de la demostracién (a = 0,0% = 1).

Supongamos ahora que E X; = a,var X; = 02, con a,0 > 0 arbitra-
rios. Consideremos las variables aleatorias auxiliares Y,, = (X, —a)/o (n =
1,2,...). Es fécil de ver que {Y,} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con EY; = 0, y varY; = 1.
Entonces

—t2/2

Fn(x):P<X1—|—-'-+Xn—naSm>

oy/n

P (Yl—'—\fn—i_yn < a:) — O(x),

para todo z real si n — oo, dado que {Y,} verifica las condiciones de la
primer etapa de la demostracion. Esto es la tesis del teorema. O

Observacion. Es posible demostrar que la convergencia en es uniforme
en el conjunto de los x reales. No es dificil verificar esta afirmacion directa-
mente; es consecuencia del teorema de Pdlya: si una sucesion de funciones de
distribucién {Gy,(z)} converge a una funcién de distribucién continua G(x)
para todo x, entonces, esta convergencia es uniforme en la recta real (ver
ejercicio 77, capitulo 5).
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Veamos que el teorema limite integral de De Moivre—Laplace de la seccion
2.3, es un corolario del teorema de Lindeberg-Lévy recién demostrado.
Consideremos entonces una serie de n experimentos independientes, con
dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso), y probabilidad de éxito
igual a p en cada experimento (0 < p < 1). Sea p la cantidad de éxitos en
n experimentos. Veamos como se formula el teorema limite integral de De
Moivre-Laplace en términos de variables aleatorias. Para ésto consideremos
una sucesion de variables aleatorias X1, X, ..., cada una de las cuales toma
el valor 1 con probabilidad p (si ocurre un éxito) y el valor 0 con probabilidad
=1 —p (si ocurre un fracaso). Tenemos E X}, = p, var X, = pg > 0 para
cada i = 1,2,.... Ademds, u = Y_;_; X}, porque la suma contiene tantos
sumandos iguales a uno como éxitos ocurren en los primeros n experimentos,
siendo nulos los sumandos restantes. La sucesién {X,} es una sucesién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, por lo que
es aplicable el teorema de Lindeberg—Lévy. De obtenemos, que

v pPq

uniformemente en el conjunto de los x reales, en vista de la 1ltima obser-
vacién. Poniendo entonces en (4.5) primero z = b, luego z = a, y restando,
obtenemos

W—mnp 1
Plactmog) L
V1Pq V21 Ja

uniformemente, en el conjunto de los reales a < b, que es el contenido del
teorema limite integral de De Moivre—Laplace.

< :c) —B(z) =0 (n— o), (4.5)

e "2z — 0 (n — 00),

4.2. Teorema de Lindeberg

Teorema 23 (Lindeberg).

Consideremos una sucesion X1, Xa,... de variables aleatorias independien-
tes, con esperanzas ai,as, ... y varianzas oy,os,..., no todas nulas. Desig-
nemos

Voa(z) =P(X,<z), By=)» o},
1 n
Foz)=P(—= ) (Xp—a;) <zx).

(W/Bnkzzz b Ok )
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Supongamos que se verifica la condiciéon de Lindeberg: Para todo € > 0

n

5 /{ Ry (x —a)?dVi(z) = 0 (n —00). (4.6)
n k=1 T—ag|=€ n

Entonces
F,(z) = ®(x) (n — o0) para todo x real.

La demostracion del teorema de Lindeberg utiliza el siguiente resultado
de célculo, que incluimos por conveniencia del lector.

Lema 6. Vale la desigualdad

iz — (iz)” Lok
e - ZO v < E’x‘ ) (47)

para todo real x, y todo natural k > 1.

Demostracién.[Demostracién del lema [6] Como

x 1 .
/ edt = — (e — 1)
0 7

obtenemos que |¢®* — 1| < |z|, demostrando la férmula (4.7)) para k = 1.
Para demostrar la validez de (4.7]) para k+ 1, a partir de su validez para
k, escribimos

T ) k=1 it)Y i k iz)?
1= [ (- S a= -2

Entonces

| tk |l’|k+1
=1 < —dt = ———
| ‘—/0 YT kL

E .
: (iz)”
1T

e - Z o

v=0

concluyendo la demostracion. O

Demostracion.[Demostracién del teorema 23| de Lindeberg] Observemos en
primer lugar que podemos suponer a, = 0 (n = 1,2,...). El caso general
en el que las variables aleatorias tienen esperanzas arbitrarias, se reduce
a este caso particular mediante la consideracién de las variables aleatorias
Y, =X, —a, (n=1,2,...) que verifican EY;, = 0, varY;,, = 02

ne
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Supongamos entonces que EX,, = 0 (n = 1,2,...). En primer lugar,
demostremos que la condicién (4.6) de Lindeberg, que en nuestro caso es:
Para todo € > 0

n

1

An(e) = — /
) By &= J{jal>=vBa)

22dVi(z) = 0 (n — o),

implica la condicién:

1
B, 11;1}3’2(” o =0 (n— o). (4.8)
En efecto, para € > 0 arbitrario y para cada k= 1,2,...,n, tenemos
oF = / 22 dVi(z) + / 22dVy(z)
{lzl<evBn} {lz|>ev/Bn}

<e’B, + Z/ 22dV, ().
=17 {|z[=ev/Bn}

Entonces, como la cota obtenida no depende de k, dividiendo por B,, tenemos

1 2 2 2
— mix o <e“+ Ay (e) <e“ +¢
By, 1<k<n F = n(€) '

para n suficientemente grande. Como € > 0 es arbitrario, hemos demostrado

3.

Consideremos ahora Z, = ZZ:1 Xk /By y calculemos su funcién ca-
racteristica f,(¢) en términos de vg(t), la funcién caracteristica de Xy (k =
1,...,n). Tenemos

fa(t) = EetPn = Eit/VB) i1 Xk _ | H et (t/V/Bn) Xy,
k=1

- kl:[lEe (t/VBu) Xk — Huk(@), (4.9)

donde utilizamos que las variables aleatorias son independientes.

Para la demostracién del teorema es suficiente verificar que f,(t) —
et/ (n — o0) y aplicar el teorema Para demostrar entonces la con-
vergencia de las funciones caracteristicas, tomamos logaritmo en (4.9) y
utilizamos el siguiente resultado.
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Lema 7. Para cada t real, tiene lugar la igualdad
= t
In f,,(t) Zlnvk< ) ; [vk (\/777) — 1} + R, (1),
donde Ry (t) — 0 (n — 00).

Demostracion.[Demostracién del lema EI] Consideremos

ri(t) = lnwvg (\/%) — [vk(\/%> — 1}

Ru(t) =) ri(t).

k=1

para k=1,...,n,

Como E X, = ffooo xdVi(x) = 0, aplicando el lema |§| con k = 2, tenemos

TO s ita itx
() =1 (5 1 i)

t2 +oo 9 tZO.]%
< = .
< 3B, x“dVi(x) 2B, (4.10)
# 1
— méx of -0 (n— 00), (4.11)

=2 B 1<k<n

segun vimos en la férmula (4.8)). Luego, si n es suficientemente grande, de-
signando zp = vi(t/v/Bpn) — 1, se verifica |z;| < 1/2 para todo k =1,...,n,
y podemos utilizar el desarrollo del logaritmo (4.4)), para obtener

4
t)_r t44<tﬁ
v B, -
donde utilizamos (4.10)). Por ésto,

i (1)] < 2‘7%(

g X — max O'
2B2°% = 9B, " B, 1<k<n

n

t 1
'—erk ‘—223 X g, (55,00 (=)

en vista de (4.8)), concluyendo la demostracién del lema. O

Resta la etapa final, que consiste en demostrar que

In f(t) +t2/2 =0 (n — o). (4.12)
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Con este fin, introducimos

t t2o? (it VBr itr  (itx)?
I = vk(MBn*) 13 = /Oo (6 =5 e, )dv’“(x)

para cada k = 1,2,.... Acotamos [ partiendo el dominio de integracién en

en las regiones {|z| < ev/Byn} y {|z| > ev/ By}, y utilizando el lema |§| con
k = 3 en la primer region, y con k = 2 en la segunda. Las acotaciones que

obtenemos de dicho lema, son

(iy)*

e —1—iy— 5

1
< 13

N2
4 . 1
eV —1—iy— (Zg)’ < le" —1—iy| +§!y\2 < [y[*.

Por eso, si y = ixz//B,, tenemos

txl® tz|?
L </ | J/dek<x)+/ T i)
{|z|<evBn} 6By, {lz|>evBn} Dn

eaplt >

~ 6Bn Bu J{ja>evBa)

|z|2dVy (). (4.13)

Estamos en condiciones de concluir la demostracion. Utilizando el lema m
tenemos

s+ = 5 o) + 5]

it)2o?
¥ () -1~ G

Aplicando ahora la acotacién (4.13)), tenemos

n

5“‘3 2
‘ > 1kl + Rt o P Aa(e) + Ra(t).
k=1

t
In fn 5
Como el primer sumando es arbitrariamente pequeno, el segundo converge
a cero (aplicando la condicién de Lindeberg), y el tercero también tiende a
cero (segin demostramos en el lema|7)), obtuvimos (4.12]). Con la aplicacién
del teorema [21] concluimos la demostracién. O
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El teorema[22]de Lindeberg-Lévy, resulta ser un corolario del teorema de
Lindeberg, recién demostrado. En efecto, en el caso de variables aleatorias
con distribucién comin V(x), esperanza matemdtica a y variancia o2 > 0,
obtenemos que B, = no?, y, para € > 0 arbitrario, se verifica

1

M@:/
0% J{ja—al>eoym}

(x —a)?dV(z) =0 (n— o0)

porque o? = ffooo (r—a)?V(z) < oo. En conclusién, si se verifican las hipéte-

sis del teorema de Lindeberg—Lévy, también se verifican las del teorema de
Lindeberg; mientras que las tesis de estos dos teoremas, en el caso particular
considerado, coinciden.

Volvamos ahora al caso general, en el que las distribuciones no necesa-
riamente son idénticas. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias que
verifica las condiciones del teorema [23| de Lindeberg. Consideremos

Xk —ag

X =
k B

Poniendo Z,, = Y }_, (X — ar)/v/Bn, tenemos Z, = > _;_; X,i. Demostre-
mos que la condiciéon de Lindeberg implica la condiciéon: Para todo € > 0

(k=1,...,n).

4 > . .
P“gg%ﬂ_ﬂ%O@%m) (4.14)

La férmula (4.14]) significa que las variables aleatorias son uniformemente
“pequenas”’. Veamos su demostracion. Dado € > 0, tenemos

P(|Xnk| ZE) :P(\Xk—ak| Z&\/Bn):/ de(fL’)
{lz—ar|>ev/Bn}

L (2 — a)2dVi(x).

<oy |
€ Bn J{je—ar|zev/Ba}

Por ésto,

n

P( mAx | Xl 25) <P ( Q {1 X i zg}) <3 P (Xl =€)

1<k<n
k=1

n

1

1
< —
_'€2f%zg£;JéMau25¢En}

(z — ap)?dVi(z) = ?An(e),
obteniendo la condicién (4.14)).
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4.3. Teorema de Lyapunov

Teorema 24 (Lyapunov).

Consideremos una sucesion X1, Xs,... de variables aleatorias independien-
tes, con esperanzas ai,as, ... y varianzas 03,03, ..., no todas nulas. Desig-
nemos

Bn:na2, Fo(zx) =P LR(X —a) <)
;k (@; b Ok )

Supongamos que se verifica la condiciéon de Lyapunov: Fxiste d > 0 tal que

1 n
Ln(8) = a7 Y EX,— a5 0 (n—o0). (4.15)
n k=1
Entonces

F,(x) = ®(x) (n — o0) para todo x real.

Observemos que la condicién de Lyapunov implica que existen los mo-
mentos de orden 2 4 ¢ de las variables aleatorias X (k=1,2,...).
Demostracion. Como la tesis del teorema [23]y la del teorema [24] coinciden,
es suficiente demostrar que la condicién de Lyapunov implica la con-
dicién de Lindeberg. En efecto, supongamos que se verifica la condicién
para un cierto 6 > 0. Dado € > 0 arbitrario, tenemos

n

1
Anfe) = - / (x — ax)2dVi ()
n = Jle—ar|>ev/Br}
1 - / 245
< — xr—a dVi(x
- s‘sB}ﬁ‘s/Z; {|x—ak|za¢37}‘ H )

! ~ [ 246 1
< i [l ) = 1) 0 (a0

De aqui se obtiene la demostracion, resultando el teorema de Lyapunov un
caso particular del teorema de Lindeberg. O

Como conclusién de este capitulo haremos algunas consideraciones rela-
tivas a la velocidad de convergencia en el teorema central del limite.
Lyapunov demostré que si se verifican las condiciones del teorema 24| con
0 < § < 1, entonces, existe una constante C' tal que, para n suficientemente
grande, se verifica
[Fy(2) — ()| < CLa(0),
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uniformemente en el conjunto de los x reales.
En el caso § = 1 Esseen obtuvo la siguiente desigualdad, valida para todo

natural n = 1,2,.... Sean Xy,..., X, variables aleatorias independientes,
con esperanzas ai,...,0, y varianzas a%, ...,02%, no todas nulas. Suponga-
mos que E | Xy — ay|? < 0o (k=1,...,n). Designemos

Bn:na2, F,(z)=P ! n(X —ag) <z,
E’f (@kz Bk )

=1

1 n
Ln = Lu(1) = —73 > EIX, - anl.
By'” =

Entonces
|Fy(x) — ®(x)| < AL, para todo x real y todon =1,2,..., (4.16)

donde A > 0 es una constante absoluta. (Estd demostrado que la acotacién
es valida con A = 0,8). De se obtiene que si L, — 0 entonces
F,(x) — ®(x) para todo z real.

La desigualdad es valida también si E|X,, — a,|*™? < o0 (k =
1,...,n) para algin 0 < § < 1, definiendo L,(§) como en (4.15).

En el caso particular en el que X1, ..., X, son variables aleatorias idén-
ticamente distribuidas, con ¢ = E X1, 02 = var X1, y § = 1, los resultados
anteriores son los siguientes. Si designamos

_E|X;—ad?
==
aplicando la desigualdad (4.16)) de Esseen, obtenemos

Fula) — B(z)] < 2 (4.17)

con p ,

para todo z real y todo n = 1,2,... Es posible demostrar (ver por ejemplo
§5.2 en [?]), que sin la introduccién de condiciones adicionales, esta acotacién
es Optima en el siguiente sentido: el término /n en el denominador, a la
derecha en , no se puede sustituir por una funcién g(n), que verifique

9(n)/v/i — o0 (n — oo).

4.4. Ejercicios

Al disparar a un blanco, se obtienen 10 puntos con probabilidad 0,3; 9 puntos
con probabilidad 0,3; 8 con probabilidad 0,2; 7 con probabilidad 0,1 y 6
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con probabilidad 0,1. Utilizando el teorema central del limite, estimar la
probabilidad de que, al realizar 100 disparos, se obtengan mas de 870 puntos.

Se tira un dado 500 veces. Hallar un valor aproximado para la probabilidad
de que la suma de puntos obtenidos sea mayor que 1800.

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, e idéntica-
mente distribuidas, con E X; = a, y var X1 = o2 > 0. Verificar que {Y,,},
con Y, = (X, —a)/o, es una sucesién de variables aleatorias independientes,
idénticamente distribuidas, con esperanza nula, y varianza igual a uno.

Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que verifican
P(X, = n*) = P(X,, = —n®) = 1/2 para cada n = 1,2,..., donde a >
—1/2. ;Es aplicable el teorema central del limite a esta sucesiéon?

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con esperan-
za nula. Supongamos que |X,| < C para todo n, donde C es una cierta
constante. Sea B, = > p_; var X7. Demostrar que si B, — oo (n — 0),
entonces, es aplicable el teorema central del limite a esta sucesién, es decir

p (ﬁei S X < g;) = ().

Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que verifican
P(X, =-1/y/n) =P(X, =1/y/n) =p, P(X,, =0) = 1 — 2p para todo n,
y algun p en el intervalo 0 < p < 1/2. ;Es aplicable el teorema central del
limite a esta sucesién?

Sea { X, } una sucesién de variables aleatorias independientes, tales que, cada
variable aleatoria X,,, tiene distribucién uniforme, en el intervalo (—+/n, \/n).
Demostrar que para esta sucesion, es aplicable el teorema central del limite.

Sea p la cantidad de éxitos, en una serie n experimentos independientes,
con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso). Sea py la probabi-
lidad de que ocurra un éxito en el k-ésimo experimento, v ¢ = 1 — pg,
la probabilidad de que ocurra un fracaso (k = 1,2,...). Demostrar que si
> re PEqr = 00, entonces, la funcién de distribucién de la variable aleatoria
(w—=> o) iy prai) /% (cantidad de éxitos, normalizados), converge
a la distribucién normal estandar, si n — oo.

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que verifica
la condicién de Lindeberg. Demostrar que B,, — oo. (Sugerencia: Utilizar,
que la condicién de Lindeberg implica la condicién (4.8)).)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con esperanza
matematica nula. Supongamos que se verifica

n n
S EIXP<Bn, Y E[Xi>A4n
k=1 k=1

para todo n, donde A y B son constantes positivas. jEs aplicable el teorema
central del limite a esta sucesién?

Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con esperanza
matematica nula. Supongamos que se verifica

n 146 n
ZE]Xk\2‘1n|Xk\’ <Bn, Y EIX > 4n,
k=1 k=1

para todo n y algtin 6 > 0, donde A y B son constantes positivas. Demostrar
que para esta sucesion es aplicable el teorema central del limite. (Sugerencia:
verificar la condicién de Lindeberg).

Consideremos una sucesion {X,} de variables aleatorias independientes,
idénticamente distribuidas, con distribucién de Poisson con parametro 1.

Hallar lim,, o, P (ﬁ < S X — n) < a;)

Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tal que que
para cada n = 1,2,..., la variable aleatoria X,, tiene distribucién normal,
con E X,, = 0, y var X,, = 22", (a);Es aplicable el teorema central del limite
a esta sucesiéon? (b);Se cumple la condicién de Lindeberg para esta sucesion
de variables aleatorias?

Sea ®(x) la distribucién normal estandar. Demostrar la desigualdad

1—®(x)
zV/2mQe—/2,

para todo x > 0.

Demostrar la férmula

= ®(z) = x\}%e—ﬁ/?@ + 0(%)) (z = o). (4.18)

(Sugerencia: Utilizar la identidad [° e t/2qt = [ %d(e_t2/2) e integrar
por partes.)
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16. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, idénticamen-
te distribuidas, con esperanza nula y varianza o2 > 0. Designemos F,(x) =

P (G—\l/ﬁ Yope Xk < a:) Demostrar que si se verifica
C
Fplx)—®(z)| < —
Fulw) — 2(a)| <
para todo z real, y todo n natural, donde C' es una constante positiva,
entonces, para 0 < € < 1, se verifica

1—F,(x)

= o) -1 (n— ),

uniformemente, en el conjunto 0 < z < (1 —e)vInn. (Sugerencia: utilizar la

férmula (4.18)).)
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Capitulo 5

Martingalas

Continuamos con el estudio de las sucesiones de variables aleatorias de-
pendientes a través de las martingalas. Esta nociéon proviene de los juegos de
azar, mas precisamente de situaciones en las que el conocimiento de resul-
tados anteriores no permite aumentar la fortuna esperada de un apostador.
Las martingalas son ademas una potente herramienta para el estudio del
comportamiento asintético y el calculo de funcionales de procesos estocasti-
COS.
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Indice general

5.1. Esperanza condicional

En esta seccion introducimos la esperanza condicional, herramienta esen-
cial en la definicién y el estudio de las martingalas. Consideremos un espacio
de probabilidad (2, F,P). Recordemos que la probabilidad condicional de
un suceso B con respecto a otro A con P(A) > 0 se define mediante

P(BA)
P(A)

P(B|A)=

y se interpreta como la probabilidad de que ocurra B cuando sabemos que
A es cierto.

La esperanza condicional de una variable aleatoria X con respecto de una
segunda variable aleatoria Y, o més en general respecto de una o—algebra
D C F representara el valor esperado de la varible X modificado segin el
valor que tomé la variable Y, o segin el suceso de D que acontecié.

Supongamos en prinicipio que Y es una variable aleatoria con distribu-
ci6én discreta, que toma valores en un conjunto I = {ig,1,...}. Notemos
Dy = {w: Y(w) =ix}, y consideremos la o-algebra o(Y") definida por

o(Y) ={D = Upek Dy : K subconjunto de I}. (5.1)

o(Y) estd formada por uniones arbitrarias de conjuntos Dy, siendo la minima
o-dlgebra tal que Y es una variable aleatoria en 2.

En el caso considerado, dada X variable aleatoria con E |X| < oo, defi-
nimos la esperanza condicional de X con respecto de ¢(Y') mediante

BOX | 0(1) = Y- 1, (0), (5.2
k=0

que también notaremos E(X | Y).
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Observemos en primer lugar que E(X | Y) es una variable aleatoria
cuyos valores dependen tunicamente de los valores que toma Y. En otras
palabras, E(X | Y) es constante en los conjuntos donde Y es constante.
Esto es equivalente a decir que

(A) E(X |Y) es una variable aleatoria o(Y') medible.

Sea ahora D = UjegD; con J € N. Como los conjuntos D1,Ds,... son
disjuntos dos a dos

E(X1
/ (X |Y)dP = Z/ D) —2 1 dP =Y E(X1p,) /XdP

JjeJ

Es decir, las integrales de X y su esperanza condicional respecto de o(Y)
coinciden en los conjuntos de o(Y'). Distinguimos esta propiedad.

) [pE(X |Y)dP = [ XdP para todo D € o(Y).

Ejemplo 22. Esperanza condicional bajo independencia o medibilidad Sea
Y variable aleatoria en (2, F,P), que toma valores en I = {ig,41,...}, v
o(Y) como en (5.1)).

(a) Supongamos que X e Y son variables aleatorias independientes. En-
tonces

E(X|Y)=

(e 9] o0
E(X1 E X P(D
3 (X1p,), —_ 5~ EXP(Dy) k)lpk:EX.

—~ P(Dz)
Es decir, la esperanza condicional coincide con la esperanza.

(b) Supongamos ahora que X = f(Y) donde f: R — R es una funcion
medibld]] En este caso

E(X1ry_, >
B¢ %) =3 P in, = 3 fGtp, = SV) = X
k=0 k=0

Es decir, la esperanza condicional coincide con la variable aleatoria.

Consideremos ahora una o-algebra arbitraria D C F. El hecho relevante es
que las propiedades (A) y (B) son suficientes para caracterizar la esperanza
condicional de una variable aleatoria respecto de D, generalizando la férmula

5.

'Esto equivale a decir que X es o(Y)-medible.
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Definicién 28. Sea X una variable aleatoria en (2, F,P)con E|X| < o0, y
D una o-dlgebra contenida en F. La esperanza condicional de X con respecto
a D es una variable aleatoria notada E(X | D) que cumple

(A) E(X |Y) es D medible.
(B) [ E(X |Y)dP = [ XdP para todo D € D.

El siguiente resultado demuestra que la esperanza condicional asi defini-
da existe y es tnica, a menos de conjuntos de probabilidad nula.

Teorema 25. En las condiciones de la definicion[28 existe un variable alea-
toria que cumple (A) y (B). Ademds, esta variable aleatoria es inica a menos
de conjuntos de probabilidad nula.

Demostracion. Sea pu: D — R una medida signada finita definida mediante
u(D) = [ XdP, si D € D. Si notamos P la restriccién de P a (Q,D)
tenemos que p es absolutamente continua respecto de P en (2, D), porque
P(D) = 0 implica u(D) = 0. Existe entonces, por el teorema de Radon-
Nikodym una variable aleatoria Z, D medible, tal que pu(D) = fD ZdP para
todo D en D. Entonces

/DZdP:/DZdP:u(D):/DXdP.

Luego Z cumple (A) y (B) en la definicién [28] La unicidad es consecuencia
del resultado que sigue. O

Lema 8. Sean X, Y, Z variables aleatorias definidas en (2, F,P), integra-
bles. Entonces

(a) [, XdP >0 paratodo Ac F < X>0 P-cs.
(b) [AYdP > [, ZdP para todo Ac F & Y >Z P-cs.
(¢) [\YdP = [, ZdP para todo Ac F & Y =Z P-cs.

Demostracion. Las implicaciones < son inmediatas. Veamos = en (a). Si
existe ¢ > 0 tal que P(X < —¢) > 0, con A, = {w: X(w) < ¢} tenemos
0< an XdP < —eP(A.) <0, lo que es absurdo, luego X >0 P-c.s. =
en (b) se sigue de (a) si X =Y — Z. = en (c) sigue de (b). O
Observacion. La unicidad de la esperanza condicional recién demostrada
permite concluir, que si D en la definicion 28| estd generada como en
la férmula da la esperanza condicional ya que cumple (A) y (B).

Una forma de determinar la esperanza condicional es verificar (A) y (B)
y apelar a la unicidad del teorema como se ve a continuacién
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Ejemplo 23. Sea X variable aleatoria definida en (92, F, P).

(a) Supongamos que P(X = C) =1,con C € R. Entonces E(X | D) = C
para toda D C F, dado que verifica (A) y (B).

(b) Si D = {0, Q} entonces E(X | D) = E X verifica (A) y (B).

(c) Si X es D medible, entonces E(X | D) = X porque verifica (A) y
(B). Obsérvese que, en el caso general, si X no es D medible, se cumple (B)
pero no (A).

Un caso particular muy importante es cuando la o-algebra que condi-
ciona es generada por una o varias variables aleatorias. Sea Y una variable
aleatoria definida en (2, F,P). o(Y) denota la minima o-dlgebra que hace
que Y sea variable aleatoria, es decir, la generada por los conjuntos de la
forma {w: Y (w) <z} para todo z € R. En este caso, también notamos

E(X |o(Y)) = E(X |Y).

Msés en general, si notamos o(Y7,...,Y,) la o-dlgebra generada por los con-
juntos {w: Yi(w) < x1,...,Y,(w) < z,} para todo (z1,...,z,) en R" nota-
remos

E(X |o(V1,...,Y,)) =E(X | Y1,...,Y,).

Ejemplo 24. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional definido en
(92, F,P)con densidad p = p(x,y). Es decir, para cada boreliano de R?2,
P((X,Y) € B) = [ [gp(x,y)dz dy. Veamos que

E(X|Y)= W, (5.3)

en los puntos w € Q en los que [ p(z,Y (w))dz > 0, tomando E(X | Y) =0
en caso contrario. Como es una funcion de Y, es (YY) medible. Resta
verificar (B), y es suficiente hacerlo en los conjuntos de la forma {w: Y (w) <
b}, con b € R. En efecto,

[ zp(z,Y)dz b o ap(z,y)dx
/{Y<b} ( };p]zx,Y)dx >dP . E{pp(ar,;)dw </Rp($7y)dx> W

=/ dy/ ﬂfp(x,y)dl“:/ Xdp
(—oob]  JR {Yy<n)

donde en la primera y la dltima igualdad hemos realizado cambios de varia-

ble.
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Ejemplo 25. Sea ahora (X,Y’) un vector gaussiano, con densidad

( ) 1 { -1 [<x—a1)2+<y—a2)2 9 x—aly—ag}}
€T = ex — .
Py 27(1 — p?) P 2(1 —p?) o1 o9 L o9

Calculemos E(X | Y), que se interpreta como un estimador de X cuando
observamos Y. Veamos que

g
E(X|Y)=a +,00—;(Y — ay).

Notando z =z — a1 — pZL(Y — ag), utilizando 1'

o2

zp(x,Y)dx zp(x,Y)dx
2

pr(.’L‘,Y)d.’L’ pr(.T,Y)dJZ '

Veamos que fR zp(z,Y)dr = 0. En efecto, cambiando de variable en la
integral

/Rzp(x,Y)dx:27r(11_p2)exp{—i(Y;az)Q}/Rzexp{m__;z)a%f}dz:O,

porque el integrando tltimo es una funciéon impar de z.

5.2. Propiedades de la esperanza condicional

Comenzamos estudiando aquellas propiedades que generalizan las corres-
pondientes de la esperanza de una variable aleatoria.

Teorema 26. Sean X, Y wvariables aleatorias en (2, F,P), con E|X| <
oo, E|Y| < 00. Sea D una o-dlgebra contenida en F. Valen las siguientes
propiedades:

(i) Monotonia. Si X <Y P-c.s., entonces E(X | D) <E(Y | D) P-c.s.

(ii) Linealidad. Para a, b reales E(aX +bY | D) =aE(X | D)+ bE(Y |
D)

(iii) | E(X | D)| < B(X| | D).

Demostracién. (i) Sabemos que para D € D tenemos [ XdP < [ YdP,
de donde por (B),

/E(X|D)dP§/ E(Y | D)dP. (5.4)
D D

Por el lema [§] parte (b), y por ser D medibles los integrandos en (5.4), se
obtiene (i).
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(ii) Para D € D,

/DE(aX+bY | D)d P :/

(aX+bY)dP:a/ XdP+b/ YdP
D D D

_ DE(X|D)dP—|—b/DE(Y\D)dP:/D[aE(X|D)+bE(Y]D)]dP,

y (ii) sigue del Lema |8 parte (c).
iii) Sabemos —|X| < X < |X|. Luego, por (i) y (ii)

—E(X||D) <E(X | D) < E(|X|| D),
que equivale a (iii). O
Las siguientes propiedades son especificas de la esperanza condicional.

Teorema 27. Propiedades telescopicas
Sea X una variable aleatoria en (2, F,P), con E|X| < 00, y C, D o-
algebras contenidas en F. Entonces

(i) EE(X | D) =EX.
(i) E|E(X | D) < E|X].
(iii) SiC C D entonces E(E(X |C) | D) =E(X |C).
(iv) Si C C D entonces E(E(X | D) |C) = E(X | 0).
Demostracion. (i) Como Q € D por (B)

EE(X|D):/

E(X | D)dP = / XdP =EX.

Q Q

(ii) Por el teorema [26| parte (iii) y la propiedad anterior
E[E(X [ D) <EE(]X[| D) =E[X].

(iii) Notemos Z = E(X | C). Como C C D, Z es D medible, luego segun
(c) en el ejemplo anterior E(Z | D) = Z que es (iii).
(iv) Sea C € C. Como ademds C € D tenemos

/ E(X]C)dP:/ XdP:/ E(X | D)dP:/ E(E(X |D)|C)dP,
C C C C

y la igualdad se sigue de (c) en el Lema |8 dado que el primer y tltimo
integrando son C medibles. O

Estudiamos ahora casos particulares en los cuales poseemos informacion
sobre la relacién entre la variable aleatoria a condicionar y la o-algebra
condicionante.
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Teorema 28. Medibilidad e independencia
Sean X, Y wvariables aleatorias en (2, F,P)y D una o-dlgebra contenida
en F.
(i) Si E|X| < oo y X e 1p son independientes para todo D € D,
entonces
E(X|D)=EX.

(ii) Si X es D medible, E|Y| < 0o y E|XY| < 0o, entonces
E(XY | D) = XE(Y | D).

Demostracion. (i) E X es D medible por ser constante. Si D € D,
/ XdP :/ 1pXdP =E(X1p)=P(D)EX :/ EXdP,
D Q D

luego se verifican (A) y (B).
(ii) Supongamos primero que X e Y son no negativas. Como X E(Y | D)
es D medible debemos verificar (B), que seguird de verificar

/ XEY |D)dP = / XYdP para todo D € D. (5.5)
D D

Si X = 1p, con D; € D, es (B) en la definicién de esperanza condi-
cional para la variable Y y el conjunto D N D;. Por linealidad, vale
para una variables aleatoria de la forma X = Efi 1 ¢k1p, con Dy € D para
k=1,...,K. Sea ahora {X,} una sucesién de variables aleatorias de la for-
ma anterior, creciente y con 0 < X,, — X si n — oo P-c.s. Por convergencia
mondtona

/XE(Y\D)dP:h’m/ XnE(Y|D)dP:h’m/ XnYdP:/ XYdP.
D n JD " JD D

En particular deducimos que [, X E(Y | D)dP < oco. Sean ahora X e Y
arbitrarias. Consideremos X = X - X, Y =Y -V,
EXY |D)=XTEY T |D)+X EY |D)-XTE(Y |D)-X E(Y"|D)

=(XT-X)EY"t-Y |D)=XE({ |D).
[l

Ejemplo 26 (Esperanza condicional en el paseo al azar simple). Sean X7,
Xo, ... v.a.ii.d. de Bernoulli con P(X; =1) =p, P(X; = -1) =1 —p,
definidas en (2, F,P). Notamos So =0y S, = X1 + --- + X,,. Dado n,
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notamos por F, la o-dlgebra que hace medibles las variables Xi,...X,,.
Observese que en este caso F, esta formado por 2" conjuntos de la forma

{w: Xi(w) =e€1,..., Xp(w) =en}
donde eq, ..., e, es una sucesién de 1 y —1. Queremos calcular

E(Sn-l—l‘]:n) = E(Sn + Xn—i—l’fn) = EXn—i—l + S, = pP—q+ Sn-

((°17)- ()5 - ()"

Consideramos finalmente la propiedad relativa a intercambiar el orden
de la esperanza condicional y la composicién con una funcién convexa.

Teorema 29 (Desigualdad de Jensen). Sean X wuna variable aleatoria en
(Q, F,P), D una o-dlgebra contenida en F y ¢: R — R una funcion con-
verd?] Supongamos que E|X| < 0o y E|¢(X)| < co. Entonces

$(E(Y | D) <E(4(Y) | D). (5.6)

La férmula (5.6) se denomina desigualdad de Jensen (para la esperanza
condicional).

Demostracion. Consideremos un conjunto {y1,ys,...} denso y numerable
de puntos de la recta real. Para cada n = 1,2, ..., definimos

ap = (Z)/(yn) = yggll+ W’ bp = ¢(yn) — GnYn-

La constante a,, es la derivada por la derecha de la funcién ¢(y) en el punto
Yn, que siempre existe, dado que ¢(y) es convexa. Por eso mismo, obtenemos

any + b, < ¢(y) para y,n arbitrarios, (5.7)
y como es continua, no es dificil verificar que

P(y) = s%p(any + bp). (5.8)

Si sustituimos y = Y en la desigualdad ([5.7)), aplicando la monotonia y la
linealidad de la esperanza condicional, obtenemos

’¢: R — R se dice convexa cuando ¢(Az + (1 — N)y) < Ag(z) + (1 — N)¢(y) para todo
z, y reales y A € (0,1).
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Para concluir la demostracién tomamos supremo al variar n =1,2,... en la
desigualdad anterior, y nos referimos a (|5.8). O

Con el mismo esquema de demostraciéon (tomando esperanza en vez de
esperanza condicional en la férmula ), se obtiene la desigualdad de Jen-
sen: dadas una variable aleatoria Y y una funcién convexa ¢(y), tales que
existen las esperanzas EY, E ¢(Y'), se verifica

HEY) <EH(Y). (5.9)

Alternativamente, la desigualdad (5.9)) se puede obtener como un caso par-
ticular de la desigualdad (5.6]) en el que X(w) =1 (w € Q).

5.3. Martingalas

Definicién 29. Filtracion. Sea (2, F,P)un espacio de probabilidad. Una
sucesion creciente de o-dlgebras contenidas en F, Fo C F1 C --- C F se
dird una filtracion, notindose F = (Fo, Fi ...). Notaremos (Q, F,F,P) a un
espacio de probabilidad con filtracion.

Una filtracién en un espacio de probabilidad describe la informacién en
cada momento del tiempo. La propiedad F,, C F,11 para cada n significa
que la informacién aumenta con el paso del tiempo.

Definicion 30. Martingala, sub y supermartingala

Dado un espacio de probabilidad con filtracion (2, F,F,P), y una suce-
sion de variables aleatorias X = (Xo, X1, X2,...), diremos que X es una
martingala si

(a) E|X,| <00 paran=0,1,....
(b) X, es F, medible paran =0,1,....
(¢) E(Xpy1 | Fn) = Xy, P-c.s. paran=0,1,....

Diremos que X es una submartingala o una supermartingala cuando valgan
(a), (b), y respectivamente (d) o (e):

(d) E(Xpy1 | Fn) > X, P-c.s.
(e) E(Xpy1 | Fn) < X, P-cs.

Observaciones.
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1. Esclaro quessi (X1, Xo,...) es una submartingala, entonces la sucesién
(= X1, —Xo,...) es una supermartingala. Esto permite considerar para
el estudio tnicamente las submartingalas, por ejemplo.

2. En caso de cumplirse (b), se dice también que X es adaptado a F.

3. Cuando sea necesario destacar la filtracién, diremos que X es una F
martingala o una martingala con respecto a F (idem sub o supermar-
tingala).

Ejemplo 27. Filtracién natural. Es frecuente construir una filtraciéon a
partir de una sucesién de variables aleatorias Xg, X1,... en un espacio
de probabilidad (2, F,P) de la siguiente forma. Definimos Fy = o(Xp),
fl = O'(Xo,Xl), ceey fn = O‘(Xo,Xl, ce ,Xn), donde O'(Xo,Xl, e ,Xn) €s
la o-dlgebra generada por las variables Xo, X1,..., X, (ver pg. . En ese
caso, la filtraciéon F = (Fy, F1, Fa,...) se llamara filtracién natural de la
sucesion X . Obsérvese que, en caso de considerar la filtracién natural para
una sucesién X, la condicién (b) se cumple automdaticamente.

Ejemplo 28. Suma de variables independientes Sea Xg, X1,..., X,,... una
sucesién de v.a.i. en (2, F,P)con E|X,,| < oo paran = 0,1,.... Notemos
So = Xo, Sn =Xo+ -+ Xpn, vy S = (5,51,...). Sabemos que E|S,| <
> r—oE|X,|, y de las propiedades de la esperanza condicional resulta

E(Sp+1 | Sny---,5) =E X411+ Sy
Luego, respecto de la filtracién natural de S, tenemos
= Si E X,, =0 para todo n, S es una martingala.
= Si E X,, > 0 para todo n, S es una submartingala.
= Si E X,, <0 para todo n, S es una supermartingala.

Ejemplo 29. Sea Z una variable aleatoria definida en un espacio de probabi-
lidad con filtracién (€2, F, F, P). Consideremos para cadan, X, = E(Z | F,,).
Por la propiedad telescopica (iv) del teorema como F,, C Fpt1

E(Xn+1 ‘ Fn) =EE(Z | Foy1) | Fn) = E(Z ‘ Fn) = Xn,

luego la sucesién Xi, Xo,... es una F martingala.
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Ejemplo 30. Martinagalas y funciones convexas.

(a) Sea (Xo,X1,...) una martingala en (2, F,F,P) y ¢: R — R una
funcién convexa. Supongamos que E |¢(X,,)| < co paran =0,1,.... Por la
desigualdad de Jensen

E(¢(Xn+1> | ]:n) > ¢(E(Xn+1 | ]:n)) = @b(Xn)a

luego (¢(Xo), #(X1),...) es una F submartingala.
(b) Sea (Xo, X1, ...) una submartingala en (2, 7,F,P) y ¢: R - R una

funcién convexa y creciente, con E |¢(X,,)| < oo paran = 0,1, .... Entonces,

E(¢(Xn+1) | fn) > ¢(E(Xn+l | }—n)) > ¢(Xn)a
y (#(Xp), ¢(X1),...) es una F submartingala.

Ejemplo 31. Martingalas y apuestas

El siguiente ejemplo relaciona las martingalas con los juegos de azar. Sean
X1, Xo,... variables aleatorias independientes con distribuciéon comun de
Bernoulli simétrica, es decir P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Un jugador
que apuesta b al resultado de Xj recibe 2b si X =1y 0si X = —1. es
decir, su capital aumenta en b si gana y disminuye en b si pierde. Si apuesta
teniendo en cuenta los resultados obtenidos, es decir, su apuesta para n + 1
es by, = bp(X1,...,X,). Su capital {Y,,} cumplird la relacién

Yn+1 = Yn + Xn+1bn(X1, .. ,Xn) (510)

Si comienza el juego con un capital Yy, en tiempo n tendrd

n—1 n—1
Yo=Y+ (Yig1 —Yi) =Yo+ > Xepabn(X1, ..., Xp),
k=0 k=0
que es una funcion de X1, ..., X,, y permite calcular, de ([5.10|)

E(Yn+1 | Xi.. Xn) =Y, + bn(Xl, ce ,Xn)EXnJrl =Y,.

es decir el capital {Y,} es una martingala respecto de su filtracién natural
para cualquier estrategia b,,. Es decir, no hay estrategia que permita aumen-
tar el capital esperado para el tiempo n 4+ 1. Estamos en presencia de un
Jjuego justo.

El siguiente resultado estudia equivalencias de la propiedad (c) en la defini-
ciéon de martingala.
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Teorema 30. Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias definidas
en (0, F,F,P), que cumplen (a) y (b) en la definicién[3( de martingala. Son
equivalentes:

(¢) E(Xpt1 | Fn) = Xy P-c.s. paran=0,1,....
(c1) E(Xy | Fin) = X, P-c.s. para todo m < n.
(c2) Jp XndP = [, X;ndP para todo A € F,, con m < n.
Demostracion. Claramente (c1) =(c). Veamos (c¢)= (c1). Sea m < n.
E(Xy | ) = B(E(Xy | Foo1) | Fn) = E(Xn-1 | Fin)
= =E(Xp+1 | Fn) = X

Veamos que (c¢1) < (c2). En efecto, (cz) vale si y solo si
/ E(X, | Fn)dP :/ XndP paratodo A€ F,, m<n. (5.11)
A A

y concluimos por (c¢) en el Lema |8, que (5.11)) es equivalente a (c1). O

Observacion. Un resultado andlogo vale para las propiedades (d) y (e) en la
definicién de sub y supermartingalas.

Definicién 31 (Tiempos de parada). Sea (2, F,F,P) un espacio de proba-
bilidad con filtracion.

(a) Una variable aleatoria 7: Q@ — {0,1,... 00} es un tiempo de parada
si el conjunto {T < n} pertenece a Fy, para cada n=0,1,....

(b) Dado un tiempo de parada T notamos por

Fr={AeF: An{r<n}eF, para cada n=0,1,}.
que representa la o-dlgebra de los sucesos que ocurren hasta el momento 7.
Observaciones.

1. Como {r < n} = Ul_o{r = k}, para verificar que 7 es tiempo de
parada es equivalente ver que {r =n} € F,, paran =0,1,..., y para
verificar que A € A; ver que AN{r =n} € F, paran=0,1,....

2. En la proposicién siguiente se verifica que F; es una o-algebra.

3. Si7=Ncon N € N entonces {r <n} =0sin< Ny {r<n}=
Q si n > N, verificindose la definicién (a). Los tiempos de parada
generalizan los tiempos constantes.
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Ejemplo 32. El ejemplo fundamental de tiempo de parada es el siguiente.
Sea (Q, F,F,P)y X, Xo,... una sucesién F adaptada. Sea B un boreliano
de R.

™ = inf{n >0: X,, € B}
es un tiempo de parada, porque {Tg =n} ={Xo ¢ B,..., X,_1 ¢ B, X,, €
B} es F, medible.

Dadas (2, F,F,P) y X = (X1, X3,...) una sucesién F adaptada, introdu-

cimos la variable aleatoria

Xr = i Xn]-{T:n}7

n=0

con la convencién X, = 0, que representa el valor de la sucesién X en el
instante 7.

Proposicién 8. Sea X1, Xo,... definido en (Q, F,F,P) y adaptada. Sean
o y T tiempos de parada.

Fr es una o-dlgebra.

(a
(

b) Si o <71 entonces F, C Fr.

)

)
(¢) o AT es tiempo de parada.
(d) La variable X, es F medible.

Demostracion. (a) Sea A € Fr. El suceso A°N{r <n}=(An{r <n})N
{r < n} € F,, por pertenecer a ésta o-algebra los conjuntos A N {7 < n}
y {7 < n} € F,. Si Aj,As... es una sucesién finita o infinita en Fr,
(UrAg) N{T <n} = Up(ArN{r <n}) € F, Luego F; es o-dlgebra.

(b) Sea A € F,. Como o < 7, tenemos {r < n} C {o < n}. Entonces

An{r<n}=An{oc<n}n{r<n}eF, para n=01,...,

por pertenecer a F;, los conjuntos A N{oc <n}y {r <n}.

(c) {trAho <n}={r <n}U{oc <n} e F, para cada n.

(d) Verifiquemos {X, < x} € F,. Eso equivale a {X; <z} N{r=n}=
{X, <z}n{r=n} e F,, por ser X una sucesién F adaptada. O
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5.4. Teorema del muestreo opcional

Una idea clave en la teoria de las martingalas, es la sustitucién de los
tiempos deterministicos por tiempos de parada. Asi definimos F, y X,. Los
siguientes teoremas (del muestreo opcional) dan condiciones para realizar
esta sustitucién en la definicién de martingala.

Teorema 31. Sea X1, Xo,... una martingala en (Q, F,F,P). Sean o y 7
tiempos de parada tales que, para N € N se cumple 0 <o <7 < N, P-c.s.
Entonces

(a) E(X; | F») = X5, P-c.s.
b) EXo=EX, =EX, = E Xy.

Observacion. De la demostracion se puede ver que el teorema anterior vale
cuando X es una submartingala, con las > en (a) y < en (b).
Demostracion. Observemos primero que, como X, = Z]kvzo Xili;—py obte-
nemos que X, es integrable, y analogamente, que X, también lo es. (b) se
obtiene de tomar esperanza en (a) en las parejas de tiempos de parada 0 y
o,0y T, Ty N. Veamos entonces (a). Para eso verificamos primero

(aO) E(XN | ]:a) = Xo, P-cs.

Como X, es F, medible, es suficiente verificar
/ XndP —/ X,dP paratodo A € F,.
A A

Tenemos, si A € F,, AN{oc =k} € Frparak=0,...,N,y

N N
XndP = / XndP = / Xde:/ X,dP,
/A kZ:O An{o=k} kZ:O An{o=k} A

(5.12)
por ser X martingala, probando (ag). Ahora, por la propiedad telescépica,
como F, C Fr,y (ag) dan

EX, | Fo) =EEXN | Fr) | Fs) =EXN | F5) = X,

a

Observacion. El resultado anterior, asicomo el teorema siguiente, vale pa-
ra submartingalas, poniendo > en vez de = en (a) y (b), asi como en la
demostracion.
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La extension de este resultado para tiempos de parada no acotados exi-
ge hipétesis adicionales. Por ejemplo, si Sp = 0, S, = X1 + -+ + X,

con X1, Xo,... vaiid. con P(X, = 1) = P(X,, = —1) = 1, entonces

(S0, 51, ...) es una martingala respecto de su filtracién natural. Si
T =inf{n >0: S, =1},
se tiene P(7 < 00) =1 (ver Ejemplo 8.6 en [3]). Sin embargo, con o = 0,
0=ES, #ES, =1,

y (b) en el Teorema 31| no se cumple. En su forma general, el teorema del
muestreo opcional es el siguiente.

Teorema 32. Sea X = (X1, Xy,...) una martingala en (2, F,F,P). Sean
o y T tiempos de parada tales que se cumple 0 < o < 7 < o0, P-c.s.
Supongamos que

(i) E|Xs| < o0, E|X;| < c0.

(ii) liminf, E[X,|1175,) = 0.
Entonces

(a) E(X, | F») = X5, P-c.s.

(b) EXo=EX, =EX,.

Demostracion. Como en el teorema anterior, (b) se obtiene a partir de (a).
Comencemos verificando

(a1) E(XN | Fo) = Xnpo, P-c.s.

En efecto, como X yas €8 Fyae medible, v Fyne C Foy Xnao €8 F,r medible.
Resta verificar que, si A € F,

/XNdP:/XN/\JdP,
A A

y para esto

N 00
XnpodP = / X,dP + /
/A " g] An{o=k} Z A

XNdP:/ XndP,
k=N+17AN{o=k} A
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porque fAﬁ{a:k} X,dP = fAm{a:k} XndP,yaque AN{oc =k} € Fr,y X
es martingala. Aplicando (a1), como F, C F;

Xnne = B(Xy | F») = BB(Xy | Fr | o)) = B(Xnar | Fo). (5.13)
Tomamos limite si N — oo.
P(| Xnro — Xo| #0) <P(oc >N) =0 si N — occ.
Por otra parte
E|E(Xyar | Fo) —E(X; | Fo)| <E|Xnar — X7

<SE|X-1pany T E[XN[1Gony

Como E [ X175 ny — 0si N — oo por (i), y por (ii), existe una subsucesion
{N;} tal que E [Xn;|1(75n,3 — 0, si j — oo, obtenemos

E(Xnar | Fo) = B(X7 | Fy)

en media, y en probabilidad. La unicidad del limite en probabilidad en (5.13])
da (a). O
Ejemplo 33. Problema de barrera para el paseo al azar simple Sea Sy = 0,

Sp=X1+--+ X, con Xy, Xo,... v.a.iid. de Bernoulli, P(X,, = 1) = p,
P(X,=-1)=¢q¢,p+¢=1,0<p< 1. Sea A natural y positivo, y

T4 = inf{n >0: S, = A}.

Queremos calcular P(74 < 00), es decir, la probabilidad de que el paseo al
azar llegue a la barrera A.
. _ A §
Sip > q, tenemos, con 6 =p—q >0y N tal que d — § > 4,

P(ra = o) = P(S, < Avn) < P(2Y 4> )

luego

4]

, SN
< N 2
P(74 = 00) hjgnP(| o] > 2) 0,

y P(14 < o00) =1.
Sip = q el paseo al azar es recurrente, y P(74 = 00) = P(X,, # AVn) =0
Sn
Resta el caso p < ¢q. Del ejemplo sabemos que {(%) } . es mar-
n_

tingala, luego por el teorema

s,
q)“& (5.14)

1:E%:E$
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Como lim S,, = —o0, P-c.s., si N — 0o, tenemos

() = ()™ azoer + (1) s = () s

Tomando limite en (5.14]), obtenemos

P(TA < OO) = <£>A

q
Ejemplo 34. Problema de dos barreras para el paseo al azar simple.
Sea como en el ejemplo anterior Sp = 0, S, = X7 + --- + X,, con
X1, Xo,... vaa.iid. de Bernoulli, P(X,, = 1) = p, P(X,, = -1) = ¢,

p+qg=1,0<p<1. Sean A, B naturales positivos, y
74 = inf{n > 0: S, = A}, g = inf{n >0: S, = —B}.

Nos interesa calcular P(74 < 75), es decir, la probabilidad de que el paseo
al azar llegue a A antes de llegar a —B. Como vimos en el ejemplo anterior,
si p < ¢ tenemos P(7p < o0) = 1, y si p > ¢ entonces P(14 < o0) = 1.
Luego, si 19 = inf(74,7p), tenemos P (19 < 0o) = 1, cualquiera sean p y q.
Interpretamos este modelo como un juego de apuestas, sucesivas entre
dos jugadores I con un capital A y II con un capital B. El que pierde pa-
ga una unidad al otro. B + .5, representa el capital del jugador II. Como
P(m9 < o0) = 1, el juego se termina con la ruina de alguno de los dos ju-

Sn
gadores. P(74 < 7p) es la probabilidad de que gane II. Como {(%) } =0

es martingala, y los tiempos de parada 0 = 0 y 79 cumplen (i) y (ii) en el
teorema

1=ESy=E (;)STAMB = (g)AP(TA <TB) — <§)B P(rp < 74). (5.15)

De aqui, como P(74 < 75) + P(15 < 74) = 1,

1—(q/p) %
(¢/p)* = (q¢/p)~B

Una importante aplicacién de los teoremas del muestreo opcional son las
desigualdades que dan informacién sobre el maximo de una (sub) martingala,
conocidas como desigualdades maximales, de las cuales estudiaremos las mas
elementales.

P(TA<TB)=

Teorema 33. Sea X, Xo,... una submartingala en (2, F,F,P). Entonces,
para A > 0 vale
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> )\) < -,
())\P(ogll?é(nXk AN <EX!

(b) )\P(Og}clEnXk < /\) < EX+ E Xj.

AP( méx |X.| > \) <3 max E|X,|.
(c) (o??§n| Kl >A) < Joax | Xk

Demostracion. (a) Sea T = inf{k > 0: X3 > A} An. Como 7 < n, por el
teorema [31]

EX,>EX, = EXTl{oIéllég X >A} + EXTl{oglkéé( X<}

> 4 > + 4 .
Entonces

AP(OI<HI?<XnXk >N <EX, 1y maé‘ Xi>A}

< EXn 1{ méx Xp<A} < EX;_
0<k<n
(b) Sea 7 =1inf{k > 0: X} < —=A} An.

EXo<EX: <EX:1f o x,<- 0 TEX:L p x50
0<k<n 0<k<n

<-AP(min X, <-)\)+EX;/ .
0<k<n
y de aqui resulta (b).
(c) Por (a) y (b)

AP(méx |Xi| > N\) < AP( max X > A)+AP( min Xj < -=))
0<k<n 0<k< 0<k<n

<2EX; -EX;< 301?]3'3( E| X}
SKSNn

Como caso particular de (a) obtenemos el resultado cldsico de Kolmogo-
rov.

Corolario 3. Desigualdad de Kolmogorov
Sean X1,...,Xn v.a.i. con E X, =0 yEX,% <ocoparak=1,...,n. Sea
S,=X1+--+X, k=1,...,n. Entonces

5 > <7 2
P(lr%l’?gnwky_m E 52 )\QZEXk

105



Demostracion. Como (S1,Se,...) es una martingala, como en el ejemplo
obtenemos que (5%, 57,...) es submartingala. Por (a) en el teorema anterior

1
] > )\) = ] 2>\ < —ES2
P(max |Sp| 2 A) = P(mdx [Si]" = A7) < 5 ES,

Por tltimo, ES2 = E(X; + -+ + X,,)> = Y.} EX?, porque EX;X; =0
sii#j. 0

5.5. Convergencia casi segura de Martingalas

En esta seccién y la siguiente estudiamos el comportamiento asintético
de una submartingala. El resultado central es el siguiente.

Teorema 34 (de convergencia de Doob). Sea X1, Xs, ... una submartingala
en (Q, F,F,P). Supongamos que

supE |X,,| < oco.
n

Entonces, eriste Xoo = lim, X,,, P-c.s. Ademdas E|X| < sup,, E|X,|.

La demostracién se basa en la siguiente desigualdad, que controla la
oscilacion de una submartingala. Fijemos a < b, reales, y definimos para
una sucesién Xi, Xo, ..., 79 = 09 = 0, y en forma inductiva

o1 =nf{k>0: X; <a}
71 = inf{k > o1: X; > b}

op =mf{k >71,_1: X <a}
T, = Inf{k > o,,: X} > b}

La cantidad de cruces de la sucesiéon X de valores menores que a a mayores
que b, antes de N estd dada por

Un(a,b) = max{k > 0: 7, < n}. (5.16)

Como U, (a, b) es creciente con n, podemos definir ademas U (a, b) = lim,, U, (a, b).
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Teorema 35 (Desigualdad de cruces de Doob). Sea X1, Xs,... una sub-
martingala definida en (2, F,F,P). Entonces,

E(X, —a)"
b—a

con a < b reales y Up(a,b) definido en ((5.16)).

Demostracién. Observemos primero, que con Yy =0y Y, = (X,, —a)™, para
n=1,2,..., el proceso Y1,Ys,... es una submartingala.

Para contar los cruces, asociamos a cada tiempo n un uno si la su-
cesion este pasando de a hacia b, o un en caso contrario. Es decir, para
k=0,1,2,..., introducimos las variables auxiliares,

EUy,(a,b) <

| 1, sij€[og,7) para algin k <n,
Yi= 0, en otro caso.

La variable aleatoria ;_1 depende de las variables Xg, X1 ..., X;_1 por lo
que es Fi_1 medible. Ademés

(b— a)Un(a,b) <> op_1 (Y — Yie1).
k=1

Como Y es submartingala, y ¢r_1 es Fr_1 medible,
Epp 1(Yy = Yio1) =E@p 1 E(Yy = Y1 | Fr1) SEMY: — Vi),

Entonces
n
(b—a)EUn(a,b) <> E(Y; —Yiy) =EY, = E(X, —a)",
k=1

concluyendo la prueba del Lema de cruces. O

Demostracion. Veamos que
P(Alim X,) = 0. (5.17)

Para eso
P(Alim X,) = P(liminf X,, < limsup X,,) =
n n n

P(U{liminf X,, <a < b <limsup X,,: a < b,a,b € Q}).
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Ahora, por convergencia mondtona

E(X, —a)" E|X,
EU(a,b) =lmEU,(a,b) < h’m(ba) < sup w.

—a n b—a
Entonces EU(a,b) < oo, lo que da
P(U{liminf X,, <a < b <limsup X,,: a < b,a,b € Q}) = P(U(a,b) = 00) =0,
n n
concluyendo (5.17). Sea Xoo(w) = lim, X, (w) Respecto de (b) [Xs| =
lim,, | X,|, y por el lema de Fatou

E|Xo|=Elim|X,| <liminf Elim |X,| <supE|X,]|.
n n n n

Ejemplo 35 (Lema de Borel Cantelli). Sea (Q2,F,P), y Aj,As,... una
sucesion de conjuntos en F. El lema de Borel Cantelli afirma que si

o0
Z P(A,) < oo,
n=1
entonces
P(A,, infinitas veces) = P(Ny2; UzZ,, Ag) = 0.
Sea S, =Y p_; 1a,. Tenemos
{w: A,, infinitas veces} = {w: lim S5, = oo}.
n
{S,} es una submartingala positiva, que cumple
n oo
supE|S,| = supEZ 1a, = ZP(A”) < 00,
" k=1 n=1

de donde existe Soo(w) = limy, Sy, con E S, < co. De aquiy > 14, < o0
P-c.s. y P(A,, infinitas veces ) = 0.

Ejemplo 36. Sean X, Xo,... v.a.iid.con P(X; =0) =P(X; =2) =1/2.
Definimos Py = 1, P, = [[;_; Xi. La sucesién {P,} es una martingala
respecto de su filtracién natural. Ademés sup, E|P,| = 1. Luego existe
Py, = lim, P,. En este caso, podemos conocer la ley de P...

P(Py, # 0) = P(lim [ | Xi # 0) = P02, {X, £ 0}) =
k=1

1
lim PN, { X}, # 0}) = lim — = 0,
n n 2m
luego P(P = 0) = 1. Observemos que
0=EPy #lmEP, = 1.
n
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5.6. Integrabilidad uniforme y convergencia en me-
dia de martingalas

El ejemplo [36] muestra que la convergencia casi segura de una submar-
tingala no conlleva necesariamente la convergencia de los valores esperados.
Estudiaremos entonces condiciones que aseguren ademads de la convergencia
puntual o casi segura, la convergencia en media.

Definicion 32. Integrabilidad uniforme
La sucesidon de variables aleatorias X = (X1, Xo,...) es uniformemente
integrable si

lim sup/ | Xn|dP = 0. (5.18)
{IXn|>H}

H—oo p

Ejemplo 37. Sea Z v.a. en (2, F,P)y X,, = Z para todo n. Entonces

lim sup/ | Xp|dP = lim |Z|dP =0
H=oo n J{|X,|>H} H=o0 J{|Z|>H}

si y solo si E|Z| < co. En este sentido generaliza la integrabilidad de
variables aleatorias.

Ejemplo 38. Sea X = (X, X2,...) una sucesién de variables aleatorias.
Supongamos que existe Y v.a. nonegativa, con EY < oo tal que |X,,| <Y
para todo n. Entonces,

sup/ |Xn|dP§/ YdP =0
n J{|Xn|>H} {y>H}

y X es uniformemente integrable. El reciproco no es cierto, como se ve en
el ejercicio 9.9 de [3].

Ejemplo 39. Sea Z una variable aleatoria en (2, F,F,P) con E|Z| < oc.
Definamos X,, = E(Z | F,), para n = 0,1,.... Entonces (X1, Xo,...)
es uniformemente integrable. En efecto, dado ¢ > 0 sea « real tal que
E|Z|1{|Z\>o¢} <e.
E|Xo|lyx,>m =E[EZ | F)yx,>n < E|Z[1x, >0
=EZ|1x, 512150} + EIZ|1{x, > 1,)2|<a)
<E ‘Z‘l{\Z\>a} + OéP(|Xn| > H)
<e+ FE[X,|
<e+gE|Z] —¢

si H — oo.

109



Es inmediato ver que si (X1, Xs,...) es uniformemente integrable, enton-
ces sup,, E|X,| < co. En efecto, si ¢ = 1 existe Hy tal que f{‘anHO} | Xp|dP <

Ly
sup E|X,| = sup E[ X, |1y x,|<myy +1 < 00
n n

El reciproco de este resultado no es cierto como se ve en el ejercicio 9.9 de
[3]. Sin embargo, vale el siguiente resultado.

Teorema 36 (Criterio de La Vallée-Poussin). Sea X1, Xs,... una sucesion
de variables aleatorias. Supongamos que existe una funcion ®: [0,00) —
[0,00) creciente, con limg_oo (Dgf) = 00 y tal que sup, E®(|X,|) < co. En-

tonces X es unitormemente integrable.

Demostracion. Notemos M = sup,, E®(|X,|). Sea ¢ > 0 Existe ¢ tal que

2@) M siz > c. Enel conjunto {w: |X,| > ¢} tenemos | X, | < £&(|X,]),

xr
y, para cada n,

[ mlaps g (X, )P < =,
{|Xn|>c} M Jix. >

luego X es uniformemente integrable. O

Observacion. Es interesante destacar que si X es uniformemente integrable,
se puede construir una funcién ® como la del teorema EL

El siguiente resultado de convergencia muestra la utilidad de la nocién
introducida, y generaliza el teorema de convergencia dominada.

Teorema 37. Sea X1, Xo,... una sucesion uniformemente integrable de
variables aleatorias en (Q, F,P), tal que existe Xoo = lim,, X,,, P-c.s. En-
tonces

(a) EX, > EXy sin— co.
(b) E|X,, — Xoo| = 0 si n — 0.

Demostracion. Como |EX, — EXy| < E|X,, — X| (b) resulta de (a).
Veamos (b). Sea o > 0. Definamos f,: R — R mediante

z, silz| <aq,
falz) =¢ a, siz>a,
—a, siz< —a.

3ver Dellacherie et Meyer, Probabiliés et Potenetial.

110



fa es continua, y ademas
2~ fa(@)] < lalLupsa (5.19)
Como X = lim, X,, y X es uniformemente integrable,
E|Xx| <supE|X,| < cc.

Dado € > 0 elegimos «ag real tal que
€ €
SupE1{|Xn|>ao}’Xn| < ga El{\Xoo|>ao}|Xoo| < g
n

Ahora, aplicando ((5.19))

E|X, — Xl <
E ‘Xn - fao(Xn)‘ +E ‘fao(XN) - fao(XOO)| +E ‘Xoo - foao(XOO)|
S E1x, 1200} Xnl + Elgx a0} Kol
+ E [fag(Xn) = fao (Xoo)| <€

sin > ng, donde ng es tal que E|fo,(Xn) — fao(Xoo)| < § paran > ng dado
que foo(Xn)— fao(Xoo) — 0, P-c.s. y son variables uniformemente acotadas.
O

El resultado anterior nos permite completar el estudio sobre la conver-
gencia de martingalas

Teorema 38. Convergencia en media y cast sequra de martingalas
Sea X1, Xo, ... una submartingala uniformemente integrable. Entonces

(a) Existe Xoo = lim, X,,, P-c.s.
(b) E|X,, — Xoo| = 0 sin — 0.
(c) E(Xx | Fn) = X,, para todo n.

Demostracion. Como X es uniformemente integrable, sup,, E|X,| < oo, vy

el teorema (34| da (a). (b) se obtiene de (a) y el teorema Veamos (c).
Como X es submartingala, dado A € F, {fA XrdP}i>y es creciente. Por
(b) limg fA XpdP = fA XoodP . De alli,

/XndPg/ XoodP:/ E(Xs | Fp)dP
A A A

111



de donde sigue (¢) O

La propiedad (c) recién demostrada permite considerar martingalas y
submartingalas con conjunto extendido de indices {0, 1,...,00} donde X
es una variable mas y Foo = o(UpFp).

Corolario 4 (Teorema de Lévy). Sea Z variable aleatoria con E|Z| < oo,
definida en (Q, F,F,P). Si X;, = E(Z | F,) paran = 0,1,... con Fo =
o(UpFy), tenemos

(a) E(Z | Fx) = lim, X,,, P-c.s.
(b) E|X, —E(Z| Fx)| — 0 sin — oo.

Demostracion. Como X, Xo,... es una martingala uniformemente inte-
grable existe una variable aleatoria X, con X, = lim, X,. Resta ver
Xoo = E(Z | Fx). Como X es Foo medible, y esta o-dlgebra se gene-
ra por U, F,, es suficiente ver que E], sine N,y A e F,,

/XoodP—/ZdP.
A A

Si m > n por (b), con m — oo

/deP—>/ XoodP .
A A

/deP:/ E(Z|]~'m)dP:/ ZdP,
A A A

porque A € F, concluyendo la demostracion. O

“Nos basamos en el teorema de extensién de medidas de Charatéodory.
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Capitulo 6

El Proceso de Wiener

Estudiaremos procesos estocdsticos con tiempo continuo, es decir, fami-
lias de variables aleatorias X = (X¢);>0, definidas en un espacio de proba-
bilidad comun (2, F,P), cuyo indice ¢ toma valores en la semirrecta real
no negativa [0, 00). Una manera alternativa de ver un proceso aleatorio de
tiempo continuo es considerar fijo cada suceso elemental w del espacio de
estados (2, obteniéndose una funcién X (¢, w)ﬂ Una tal funcién se denomina
trayectoria del proceso, y aqui supondremos que todas las trayectorias de los
procesos considerados son continuas por la derecha con limites a la izquierda.

Diremos que un proceso estocéstico X tiene incrementos independientes
cuando para cualquier eleccion de indices 0 < s1 < t] < 59 < fg < -+ <
sy < tp, las variables aleatorias

Xy, — Xy, Xty — Xsyy - .o, Xy, — X, son mutuamente independientes. (6.1)

n

Un proceso estocéstico tiene incrementos estacionarios (también decimos
incrementos homogéneos en el tiempo) cuando cualesquiera sean t > 0, y
h >0

la distribucién de Xy, — X; es idéntica a la de X,. (6.2)

6.1. Vectores gaussianos

Comenzamos recordando la definicién de un vector normal (o gaussiano)
multidimensional.

'las variables aleatorias de un proceso estocastico X serdn notadas indistintamente
mediante X¢, X¢(w) o X (¢, w).
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Definicién 33. (a) Una variable aleatoria X tiene distribucion normal con

2

media m y varianza o cuando tiene densidad dada por

() 1 1 <a: - m>2

x) = exp | —= .

b ovor P72 o

(b) Dados un vector m € R"™ y una matriz n x n semidefinida positiva T',

decimos que el vector aleatorio X = (X1,...,X,) tiene distribucion normal
multidimensional con pardmetros (m,T’), cuando para todo o € R™ se tz’encﬂ

; 1
Ee X = exp (iatm — 2atfa> (6.3)

(¢) Decimos que el vector aleatorio X = (Xi,...,Xy) tiene distribucion
normal multidimensional estindar cuando m = 0 y ' = I, (matriz identidad
nxmn).

Proposicion 9. Son equivalentes:

(a) el vector aleatorio X = (X1,...,X,) tiene distribucion normal multi-
dimensional con pardmetrosm = EX yI' = covX = (cov(X;, X;))i<ij<ns

(b) para todo o € R™ el vector o' X tiene distribucién normal en R.

Demostracion. Vemos que (a)=(b) se obtiene de la férmula y el teo-
rema de unicidad de las funciones caracteristicas. Para ver (b)=-(a), ele-
gimos a € R™ fijo y arbitrario. Tenemos Ea!X = o' E X, y var(a!X) =
> i j=1 dicjeov(X;, Xj). Sidefinimos m = EX y T' = (cov(X;X;)) tenemos
que se verifica . O

Vista la identificacién de las distribuciones con sus funciones caracteristi-
cas, de la definicién surge que los pardametros m y I' caracterizan la distri-
bucién gaussiana. Mas atn, de la proposicién anterior obtenemos que

m=EX, I'=covX = E(X —m)(X —m)’,

es decir, m es el vector de las esperanzas de las coordenadas, y I' la matriz
que reune a las covarianzas de las coordenadas.

Proposicién 10. Dado el vector gaussiano X en R™ con parametros (m,T’),
si det ' # 0 existe una matriz A de tamano n x n tal que

X=m+AZ, (6.4)

2Identificamos los vectores © de R™ con las matrices columna, correspondientemente
z' denota la matriz traspuesta de z.
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donde la igualdad es en distribucion, y Z es un vector normal estindar en
R™.

Demostracion. Como I' es definida positiva es diagonalizable en una base
ortonormal. Es decir, existe una matriz de pasaje ortogonal P y una matriz
diagonal D con diagonal estrictamente positiva tal que I' = P! DP. Tomando
VD la matriz diagonal con entradas diagonales correspondientes a las raices
cuadradas de las entradas de D. Podemos escribir entonces, con A = v DR,
que I' = A'A. Si Z es un vector con coordenadas independientes normales
es un vector normal estandar, y se verifica . O

6.2. Definicion del Proceso de Wiener

En esta seccién estudiaremos el proceso de Wiener, o Movimiento Brow-
niano. Se trata de un modelo probabilistico para la evolucién temporal de
un sistema sujeto a cambios instantdneos. Su relevancia radica en dos he-
chos: por una parte este modelo juega un rol central en toda la teoria de
los procesos estocasticos (calculo de It6, difusiones, martingalas, procesos
de incrementos independientes, procesos autosimilares) y por otro, encuen-
tra aplicaciones en las mas diversas ramas del conocimiento (fisica, biologia,
economia, etc.).

La denominacién de este proceso se debe a las investigaciones del bota-
nico inglés Robert Brown, que en 1828 observé y describié el movimiento
cadtico de una particula de polen suspendida en agua, destacando la natu-
raleza fisica (y no biolégica) del movimiento observado. Norbert Wiener, en
1923, construyé el primer modelo matematico para la descripcion de dicha
dindmica, similar a la que presentamos aqui. Comenzamos con la definicion.

Definicién 34. Diremos que un proceso estocdstico W = (W (t))i>0 es un
proceso de Wiener o un movimiento Browniano st cumple las siguientes
propiedades

(a) P(W(0) = 0) = 1.

(b) W tiene trayectorias continuas.

(c) W tiene incrementos independientes y estacionarios.
)

(d) Para cada t > 0 la variable aleatoria W (t) tiene distribucion normal
con parametros (0,t).

Comencemos observando que las propiedades (c¢) y (d) son equivalentes
a la propiedad
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(e) Para todos 0 =ty <t; <ty <---<t, el vector aleatorio
V= W(t1), W(ta),...,W(tn))

tiene distribuciéon multidimensional normal centrada, con matriz de
convarianzas I'v = ((t; A t))) (i j=1,...n)-

que a su vez, es equivalente a la condicién

(f) Para todos 0 =ty <t; <ty <---<t, el vector aleatorio
U= W(t),W(t2) = W(t1),...,W(tn) — W(tn-1))

es gaussiano centrado, con coordenadas independientes y varianzas
var(W(ty) —W(tg—1)) = tx—tk—1 (k=1,...,n), es decir, con matriz
de covarianza I'y = diag(ty,t2 — t1,...,tn — tn—1).

La equivalencia de (e) y (f) resulta de la relacién U = AV, donde
e 00
11 --- 00
00 -~ =11
Veamos por ejemplo (f)=(e). Para a € R", tenemos my = EU = EAV =
AEV = 0. Verificamos multiplicando que I';y = AT'y, A?, entonces
Iy =Tay = E(AV(AV)!) = ATy A

Para (e)=-(f) utilizamos que la matriz A es invertible.

Veamos ahora que (f)=(c)+(d). Efectivamente (f) implica que los in-
crementos W (t;+1) — W(t;) son centrados e independientes, con varianza
igual a t;11 — t;, es decir, homogéneos, concluyendo (c). Como ademas son
gaussianos, obtenemos (d). Si (c¢) y (d) son ciertas, un vector con coorde-
nadas independientes y gaussianas es un vector gaussiano con coordenadas
independientes (basta verificar la definicién que resulta centrado y con
la matriz de covarianza correspondiente.

6.3. Construccion del proceso de Wiener

Una forma de demostrar la existencia del proceso de Wiener es mediante
la construcciéon de un proceso aleatorio que verifique la definicién
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Para esto es necesario considerar una base ortonormal de funciones de
cuadrado integrable (con respecto a la medida de Lebesgue) en el intervalo
[0, 1].

Consideramos entonces las funciones de Haar, definidas de la siguiente
forma. Notemos a(0) = 0 y a(n) = 2"~! — 1 si n > 1. Para n = 0 ponemos
Hopo(t) =1 (0<t<1).Paran>1y0<k<a(n), ponemos

n—1 .
2" si iy <t < ELL2
n—1 .
Hu, =< —2" si REZ << bt
0 en otro caso.

La féormula de Parseval establece, que dadas dos funciones de cuadrado
integrable f(v) y g(w), vale la igualdad

1 1 .
gﬂ; /0 f(0) Hppp(v)dv /0 9(w) Hypi(w)dw = /0 f)g(v)dv. (6.5)

Teorema 39. Existe un espacio de probabilidad (2, F,P)en el cual existe
un proceso aleatorio W = {W;}i>0 que verifica las propiedades definicion

[54)

Demostracion. Comenzamos observando que existe un espacio de probabi-
lidad que contiene una sucesién de variables aleatorias gaussianas estandar
independientes (como por ejemplo el espacio RN con la medida producto de
sus coordenadas, si estas son gaussianas estdandar en R). La demostracion
consta de dos etapas. Comenzamos construyendo un proceso Y = {Y; }o<t<1
que verifica la definicién para los tiempos en el intervalo [0, 1].

El proceso Y se construird como el limite uniforme en el intervalo [0, 1]
en un conjunto de probabilidad uno de la siguiente sucesiéon de funciones
aleatorias. Sea

Y= Zofm@) (n>0) (6.6)

donde

a(m)

Inl®)= 3 o /0 Hyi(uw)du  (m > 0).

Para estudiar la convergencia de la sucesién {Y"}, observemos que para
m > 1 las funciones fg Hpi(u)du (0 <t < 1) presentan su valor maximo
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+1

en el punto medio de su soporte, tomando este méaximo el valor 272
independientemente del valor de k. Por ser ademas estos soportes disjuntos
para distintos valores de k, dado un cierto m fijo, para € > 0 tenemos

P (mix |fn(0)] > <) =P mix [Xpul > 2”7

0<t<1 0<k<a(m)
a(m)
< 3T P(IXpu] 2 e2%5) = 271 - B(277 )]
k=0
m ]. —8227"’
<20 —gr——e = b(e),

€272 /27

teniendo en cuenta que 1 —®(z) < ﬁe*ﬁ/z (ver ejercicio 14 del Cap. 7 de
[3]). Elijamos ahora ¢ = £(m) para cadam > 1 de forma que ) >, b(e(m)) <
00. Segun el lema de Borel-Cantelli, para cada w en un conjunto de proba-
bilidad uno, a partir de un cierto n(w) se cumple méxo<i<i | fm (t)] < e(m).
Si elejimos e(m) de forma que, ademds de nuestro supuesto, se cumpla
> 1 e(m) < oo, del critero de la mayorante numérica de Weierstrass se ob-
tiene que la serie > " fm(t) es uniformemente convergente. Es inmediato
verificar que tomando e(m) = m2~"™/2 ambas series convergen.

Una vez construido el proceso Y; = Y °_ fi(¢) (0 <t < 1), veremos que
cumple las propiedades de la defincién La propiedad (a) es inmediata,
y la (b) surge de la convergencia uniforme y la continuidad de las funciones
fm(t) (m >1). En vez de verificar (c) y (d) veamos (f).

Siguiendo la definicién la condicién (f) es equivalente a

E el 2i=1 (W (t)=W(tj-1)) _ exp _% Z a?(tj —tig) |- (6.7)
j=1

Para ver esto, definimos f(t) = Z?Zl ol ¢1(t) y vemos que

2
M a(m) n t; 1 n
; _ 290 204 _ 4.
Jim mEZOﬁ 1;:0: JElﬁaj /t - Hpp(s)ds | = ; f®) dt—;l:%-(tj tj—1).
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hecho que resulta de aplicar (6.5)) con f = g. Tenemos entonces

n

Eexp iZaj(W(tj) —Wi(tj-1))

j=1
n M a(m) t;
= lim Eexp |4 a; Z Z Xk H,i(s)ds
e J=1  m=0 k=0 tj—1
M a(m) n t
= lim Eexp |1 Z Z kaZozj/ Hp,i(s)ds
Moo m=0 k=0 =1 Jtia
QA alm) [ t; ’
= lim exp | —= Z Z Zozj/ Hpi(s)ds
e 20 \io T

concluyendo (6.7]).

La construccién del proceso de la Wiener en la semirrecta ¢ > 0 se hace
de la siguiente forma. Sea W' W2, ... una sucesién de procesos en el inter-
valo [0,1] independientes entre si, cada uno de los cuales se construye con
el procedimiento recién indicado. Consideremos el proceso W = {W;}¢>0,
donde se define

Wy = Wi+ W24+ Wil it
(donde [t] denota la parte entera de t). El proceso W cumple Wy = 0 c.s., tie-
ne trayectorias continuas (como se verifica por separado segin ¢ sea natural
0 1no), tiene incrementos independientes y estacionarios (como resulta de la
independencia de los incrementos de cada uno de los procesos {W/" }o<i<1 ¥y
de la independencia mutua de estos procesos para distintos valores de n > 1,
teniendo la variable aleatoria W; distribucién normal centrada y varianza t
(aqui se utiliza que W; es una suma de variables aleatorias independientes
con distribucién normal). En conclusién, el proceso W cumple la definicién

ED.0

Concluimos la seccién con algunas primeras propiedades simpes. Existen
una serie de transformaciones que conservan la ley del proceso.
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Proposicién 11. Sea {W;} un proceso de Wiener. También son procesos
de Wiener: W = {-W;}, W? = {{/cW,,.}, W3 = {Wayy — Wa}, donde
a > 0.

Demostracion. La demostracion en todos los casos se reduce a la verificaciéon

de la definicién [34] O

6.4. Propiedades de las trayectorias del Proceso
de Wiener

Una de las caracteristicas mas interesantes del proceso de Wiener es
la naturaleza de sus trayectorias. Consideramos un intervalo [0,77], y una
sucesion de particiones

N={0=th <th < <tf, =T (n=12...), (6.8)

cuya norma |A\"| = max{t} —t}_;: k=1,...,k(n)} tiende a cero si n — oo,
y tales que se verifica A" C A" (n = 1,2,...) es decir, cada particién se
obtiene de la anterior agregando puntos. Para una funcién f: [0,7] - R
con derivada f/(t) continua en [0, 7], cuando n — oo, tenemos

k(n) k(n) T
SOIr) - fp)) = SO £ O] - ) - / /()] dt.
k=1 k=1 0

(Aqui aplicamos el teorema del valor medio, 6} € [t}_,t}}] para cada n y

cada k.) El limite obtenido es la variacion de la funcién f(¢) en el intervalo
[0,T]. En forma similar, si |f/(t)] < M (0 <t <T), tenemos

-
—~
-
—~

n)

n n 2 n n n
(fR) — f(tR_1)” < M?(t — ¢ _1)* < MPT|\"| — 0,
1

n)

>
Il

1

>
Il

si n — 00, y decimos, que la variacion cuadrdtica de la funcién f(t) en el
intervalo [0, 7] es nula.

El siguiente teorema muestra que las trayectorias de un proceso de Wie-
ner presentan un comportamiento diferente: su variacién en un intervalo
[0,T] no existe, es infinita; y su variaciéon cuadratica en un intervalo [0, 7]
es igual a T.

Teorema 40 (Propiedades de las trayectorias).
Consideremos un proceso de Wiener {W;} y una sucesion creciente de par-
ticiones {\"} como en (6.8), cuyas normas {|\"|} tienden a cero sin — co.
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Se verifica
k(n)

Vh = Z ‘Wt}; — Wt;;_ll — 00 (n—o00) ecs. (6.9)
k=1
k(n)

Qn = Z (th — Win_ 1) —T (n—o00) en media cuadrdtica. (6.10)
k=1

Ademds, si Y o2, |\"| < o0, la convergencia en (6.10) es casi segura.

Demostracion. Comencemos con la demostracion de . En primer lugar
observemos que como las particiones son crecientes, aplicando la propiedad
triangular, se obtiene que V;, < V.41 (n = 1,2,...), es decir, la sucesién {V,, }
es no decreciente, casi seguramente. Queremos demostrar que P(V,, — c0) =
1. Esto es equivalente a demostrar que dado K > 0 arbitrario, se verifica
P(U, NS, {Vimn(w) > K}) = 1. Esta igualdad, tomando complementos,
es equivalente a P(N22; Upe_, {Vin(w) < K}) = 0. Como la sucesién {V,,}
es no decreciente, tenemos

(ﬂ U {Vinlw) < K}) <P(U {Vi(@) < K}) = P(Va(w) < K).
n=1m=n
En conclusién, para demostrar (6.9)), verificamos que P(V,(w) < K) —
0 (n — o0). Como {W,} tiene incrementos independientes, aplicando la
férmula de la varianza de una suma de variables independientes, tenemos

k(n) k(n)
varV, = Zvar[WtZ — Wi 1] < ZE’WtZ ~ Wi 1’2 —T
k=1 k=1

Por otra parte, tenemos E Wi — Win ty —ty_, E|Z|, donde Z es

k— 1

una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, y E|Z| = /2/7.
Entonces, como /t} — &7 | > (t} —t7_;)/~/|\"|, tenemos
k(n)

E|Z]

B, =Y B[y Wi | =B rzwzm—m“’

si n — oo. Para n suficientemente grande se verifica EV,, > K, y aplicando
la desigualdad de Chebishev (?7?), obtenemos
P(V, <K)<P([V, —EV,|>EV, - K)
< mvarvn —0 (n — OO),

121



concluyendo la demostracion de .
Veamos ahora la demostracién de (6.10). Las variables aleatorias Y, =
(Wi =W )= (tp —t_y) (k =1,...,k(n)) son independientes, y verifican

EY, =0, varY,= (1} -t} )*E(Z*-1)%

si Z designa una variable aleatoria con distribucién normal estandar. Apli-
cando la férmula de la varianza de una suma de variables independientes
centradas, donde los momentos de orden dos coinciden con las varianzas,
tenemos

k(n) k(n)

k(n)
B(Q. - 1) = 93)223 = )P B2 - 1)

k=1 k=1
<TINE(Z?2-1)2 50 (n— o0), (6.11)

obteniendo la convergencia en media cuadratica.

La convergencia casi segura, bajo el supuesto » > | |A\"| < oo, se obtiene
de la siguiente forma. Sabemos que P(Q,, — T') = 1 si (y solo si) para todo
e > 0, se cumple P (N%_; U2, {|Qn — T| > €}) = 0 (ver féormula (?7?)).
Tenemos

(ﬂ U{IQn—T\>a}> <P< U {IQn—T!>e})

m=1n=m

<3 P(Qu - T| > <)

n=m

= ZEIQn—T\2<tE 1) Zw\—m,

si m — oo, donde utilizamos la acotacién obtenida en (6.11]). De aqui se
obtiene la convergencia casi seguraEL concluyendo la demostracién. O

El siguiente resultado estd tomado de [I].

Teorema 41 (No diferenciablidad de las trayectorias del Proceso de Wie-
ner). Sea {W(t): t > 0} un proceso de Wiener. Tenemos

P ({w: W(-,w) no es diferenciable c.t.p}) = 1.

*Hemos demostrado que > °° | P(A,,) < oo implica P(Ng5—; UpZ,, A,,) = 0, que es la
primer parte del llamado lema de Borel-Cantelli.
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Demostracidon. Sea

- .
Xnk:méX{W(];; >—W(2Jn> :j:k:,k:+1,k:+2}

Tenemos

_gon/2

< (2”/252¢(0)>3 = (\/2)3532311/2.

Y, = min{Xp,: 0 <k <n2"}.

g2n/2 3
P( Xl < ¢) = P(W(1)2™2 < ) = ( / ¢<x>daz>

Consideremos ahora

Tenemos

3
n 2

P(Y, <e)=P (U1 { X <c}) <n2"P(Xy; <) <n2” <\/>> g323n/2
T

3
=n <\/§> 532571/2'
0

Las derivadas laterales son

t+h)— t
DY (t,w) = limsup Wit+h) - W)

W(t+h) — W(t)
h—0+ h '

Dw (t,w) = liminf
, Dw(t,w) = limin N

Consieremos ahora el suceso:
E = {w: 3t >0 con DY (t,w) y Dw(t,w) finitos}
Seaw € E'y K >0 tal que
—K < Dy (t,w) < DV (t,w) < K.
Existe un 6 = §(w, t, K) tal que
t<t+s<t+d = |W(s,w)— W(t,w)| <K|t—s|
Sea ahora n tal que

4x27"<d, 8K <n, n>t.
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Dado ese n elijo el k que verifica

Luego se verifica

2‘]n—t’ <dparaj=kk+1,k+2
Entonces 4
n
Xnk§2K27 > 27

lo que implica que Y,, < —;ﬁb.
n n\3 5.9

da una serie convergente. Por Borel-Cantelli existe un ng tal que Y;, > n/2"
lo que da
P(E)=0.

a

6.5. La distribucion del maximo del proceso de
Wiener

Teorema 42. La distribucion del mdximo del proceso de Wiener en un
intervalo acotado se calcula mediante

P(Or%ltéé)% Wi >wu) =2P(Wr > u). (6.12)

La propiedad se conoce como el principio de reflerion y se demues-

tra habitualmente utilizando la propiedad fuerte de Markov del proceso de

Wiener (ver por ejemplo [2]). La demostracién que presentamos se basa en
propiedades de martingala y el teorema del muestreo opcional de Doob.

Demostracion. Sea n fijo. Consideremos para k = 0,...,2" — 1 las variables

aleatorias
W n T
X, = KT/2 u ’
T(1—k/2m)
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donde P es la distribucién normal estandar. Considerando la filtraciéon Fj =

o(Wjran: 0 < j < k) tenemos E(Xgy1 | Fi) = Xj. En efecto, designando

Z = Wirjom y A = =Wiegryrjon +Wirjon ~ N(0,0), con § = T'/2", tenemos

Z—u—A
E(Xgr1 | Fi) = E (‘1’ (\/T(l—(k+l)/2”)> |]:k>
B > Z+x—u L k2 .
_/ooq) <\/T(1—(k+1)/2”)> 2w6¢<\/3> !

/ PN, T(1 — (k+1)/2") +2 < Z —u | Z)— <"’“">dx
P(
P(

5 276"
NO,T(1 = (k+1)/2") + N(0,6) < Z —u | 2)
N(,T

1—
1—-(k+1)/2")4+6) < Z—-u|Z)

n _ Z —u _
=PWN(O,TQ1-k/2")<Z—-u|Z)=® (T(l —k/2”)> = X.

Si consideramos el tiempo de parada
™ =inf{k=0,...,2" = 1: Wypjon > u}j A (2" — 1),

y aplicamos el Teorema del Muestreo Opcional de Doob tenemos en los
tiempos ¢ = 0 y 7", tenemos

()=o)

WT”T/Z” —Uu
- E (b ]_ Tn n__
( T( - rn/zn)> frrser=n)

WT _9-n)y — U
+E o <(12)> 1{Tn:(2n_1)} (6.13)

JT/2"

En primer lugar observamos que

@(\}%) =P(Wr > u).

Tomamos ahora limite cuando n tiene a infinito. En lo que respecta al se-
gundo sumando en (6.13]), tenemos

o WT(l_an) —Uu o -
W 1{Tn:(2n—1)} — ®(—00) 1{mé‘X0St§T Wo<u} = 0.
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Por otra parte, como las trayectorias son continuas, tenemos Wng/on — u,
y " — inf{t € [0, T]: Wy = u}. Por eso

WT"T/Q" — U
1 Tn n__ _>® O ]_ max >
( T(l—T”/2”)> {r<@=1)} (0) Lmaxocr<r Wiu)

1

9 1{méxogt§T Wi>u}-

Como 0 < ¢(z) < 1, aplicando convergencia dominada en (6.13)) obtenemos
la tesis (6.12]). O

FEstamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 12. El proceso de Wiener verifica la ley fuerte de los grandes
numeros, es decir

W,
%—)Oc.s. (t — 00)

Demostracion. La demostracién se basa en la ley fuerte para sucesiones de
variables aleatorias i.i.d. Tenemos
w, Wi—W, ] W
We W= W [, W, (6.14)
t t t [t

Tenemos

dado que las variables {WW}, — Wj_1} son independientes e idénticamente
distribuidas, centradas, por lo que se aplica la Ley fuerte de Kolmogorov.
Como [t]/t — 1 si t — oo, tenemos que el segundo sumando en tiende
a cero casi seguramente.
Veamos ahora que
Wi — Wy
[1]

En efecto, dada la homogeneidad de la distribucién y la distribucién del
méximo calculada en el teorema tenemos (poniendo n en lugar de [¢]),

que
[ee]
Wy — W,
g P< max |tn’2€)<oo,
n<t<n+1 n

n=1

— 0 c.s. (6.15)
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porque

P( mAax MZ&) :P<méx | W4 2611)

n<t<n+1 n 0<t<1

<2P (méx W > 5n> =4P (Wy > en)
0<t<1

4
\V2men

es el término general de una serie convergente, lo que demuestra (6.15)) apli-
cando Borel-Cantelli, concluyendo la demostracién. O

< exp(—(an)2/2),
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Capitulo 7

Parada 6ptima para el
proceso de Wiener

Tomar una decisién en un escenario de incertidumbre

Modelamos la incertidumbre mediante un proceso estocdstico {X;} en
(Q,F,P)

Medimos la calidad de la decisién a través de una funcién real g(z)

= Pagamos por observar el proceso de acuerdo a una tasa r > 0.

Las estrategias son tiempos aleatorios 7(w)
= Aplicaciones: estadistica secuencial, opciones americanas.

Un problema de parada éptima es el modelo matematico que corresponde a
la toma de una decision en un contexto de incertidumbre, modelada mediante
un proceso estocédstico Xy (w)

El objetivo del decisor es maximizar una cantidad o ganancia g(X;) don-
de g es una funcion positiva, y a veces puede existir un costo de observacion,
en cuyo caso la ganancia es e "tg(X;), donde r > 0 es la tasa de descuento.

La decisién es una estrategia 7 = 7(w) que depende de la observacién
en tiempo real del proceso, es decir, podemos decidir parar en 7 =t con la
observacién del proceso hasta ¢t. En términos matematicos 7 es un tiempo
de parada. Las dos aplicaciones mds importantes son en estadistica, donde
el proceso es la verosimilitud y la funcion esta relacionada con la suma de
los errores de tipo I y tipo II (estadistica secuencial) y finanzas, donde se
observa un precio X; para vender, y se pretende maximizar la ganancia (o
en forma parecida se consitutye una opcién).
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7.1. El problema de parada 6ptima: Ejemplo Guia

Tenemos tres elementos:
» Un proceso estocéstico X = {X;}, que parte de Xy = z.
» Una funcién de pago g = g(z) >0

= Una tasa de descuento r > 0.

Nuestro objetivo
Elegir ¢ para maximizar g(X;) con un costo de observacién
Matematicamente:
Elegir 7 para maximizar E, e g(X,).
» El proceso es el movimiento Browniano: X = {x 4+ W;}.
» La funcién de pago es: g(z) = 27 = méx(z, 0),

= La tasa de descuento es r > 0.

El problema de optimizacion es entoncesf'_-]:

Hallar V(z), 7" tales que

V(z)=supEe " (z+ W)t =Be™™ (x+ W)t

Busquemos estrategias de nivel, es decir, tiempos de parada de la forma
7(a) =mf{t >0: z+ W, > a}

Calculemos para cada a > x cual es el valor de detenernos en el nivel a. Es
decir, calculemos
V($a a) =E e—TT((Z) ($ + WT(a))+

Lo sencillo de estas estrategias es que

((L‘ + VVT(a))+ = al{T(a)<oo}-

!Taylor (1968), Annals of Math. Statistics
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Trayectoria browniana Detenemos la trayectoria en x=0.5

T T T T T T ' T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000 1000 2000 3000 4000 5000

o
o

tiempo tiempo

Figura 7.1: A la izquierda una trayectoria Browniana, a la derecha nos de-
tenemos en el nivel a = 0,5

(Si 7(a) = oo entonces el valor a recibir es cero.) Resulta entonces
V(z,a) =aE e 7@ 1{T(a)<oo}'
Calculemos ahora esta ultima esperanza Para eso observamos que
M, = e\/ﬁ(:c—&-Wt)—rt

es una martingala. Aplicamos entonces el teorema del muestreo opcional de
Doob con el tiempo de parada 7(a) AT (que es acotado):

E My = E M, (g)nr (7.1)

Vamos a tomar limite si T — oco. Tenemos

M—r(a)/\T — e\/?(x"_wﬂ'(a)/\T)_r(T(a)/\T) < eﬁa

lim MT(a)/\T = e\/%(‘z"'_WT(a))_rT(a) 27‘&6—7‘7'(0,)1{7_

T—o00

Lr(a)<ocy = € (a)<oo}+

Esto resulta porque si 7(a) = oo, como W (T')/T — 0 (T' — o), tenemos
HJim M (a)ar1{r(a)=o0} = 0-

Estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Convergencia dominada
en (7.1)):
V2" = E My =E M (gpr = Ee¥V¥%e @1

= e\/ﬂa E efr‘r(a) 1{T(a)<oo}
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Despejando obtenemos

V(z,a) =aE 6—TT(a)1{T(a)<OO} = aeﬁ(r—a)

Podemos ahora elejir el mejor nivel, es decir, el nivel a que maximiza V (z, a)

Para eso maximizamos f(a) = ae”%V?"

fla) = eV (1 - av/2r) = 0,

y tenemos un nivel éptimo

Para ese nivel, y para x < a*, tenemos

L e 1
V(e 1 Vo) = Va1 L v
(z,1/v2r) N Tt

Tenemos un candidato a solucién (dibujo para r = 2):
= En azul la funcién de pago g(z) = z™.
» En negro la funcién de valor V(z).
» En rojo el nivel 6ptimo a* = 1/2.

Que nos resta:

» Demostrar que para x > 1/4/2r lo mejor es detenerse en 7 = 0,
resultando V (z) = g(z)
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151

0.5

Figura 7.2: La funcién ¢ es céncava

= Demostrar que la estrategia es la mejor en el conjunto de todos los
tiempos de parada, no solamente los del tipo de alcanzar un nivel

Reescribimos nuestra martingala.
M, = oV 2r(@tWi)—rt _ etm(z + W)
donde introducimos
m(y) = e@y, Xi=xz+ W,
Buscamos ahora una funcién ®(u) tal que
V(xz) = ®(m(x)) para todo z real

Es decir, buscamos ® que verifique

1 _\V2ry 1
@(e\/ﬁy) _Jome ,  cuando y < N
v, cuando y > \/%
No es dificil ver que
ﬁu, cuando u < e
Du) = ¢ | 4
Jgrlogu,  cuando u > e

verifica la propiedad. Grafiquemos ®(u): Si o < 1 entonces

a®(u) = a®(u) + (1 — a)®(0) < ¢(au)
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Sif=1/a>1,v=au,
P(Bv) < BP(v).

Veamos que {e "V (X;)} es una supermartingala. En efecto,
E(c V(X)) | Fi) = e E(@(m(e + Wign)) | Fi)
< e "N (E(m(Xo4n)) | Fi)
_ e—r(t—l—h)q> (er(t—i-h) E(e—r(t+h)m(Xt+h)) | ]:t)
_ e—r(t-i—h)(I) (er(t-i-h)e—rtm(Xt)))
="M (erhm(Xt))) < e P (m(Xy)) = e "V (X).

Recapitulemos:
» Definiendo 7(a*) = inf{t > 0: 2+ W} > a*} resulta 7(a*) = 0siz > a.
= Por eso, la funcién candidata verifica

V(z) =Ee ™)z + W,(gn) "

= Es suficiente probar que para cualquier tiempo de parada o

V(z) >Ee " (x+ Wy)"

para todo z real. Consideremos o tiempo de parada y o AT, acotado. Como
e "V (X;) es super-martingala, y se verifica

Viz) = g(z),

tenemos
V(z)>Ee "DV (Xorr) > Ee "D g(Xoar).

Como limz_,o. e "' g(X7) = 0, aplicando Fatou, obtenemos

V(z) > liminf Ee "D g( X, 07)

T—o0
> E liminf efT(UAT)g(Xo/\T) =Ee "g(X,)

T—o00

Esto concluye la demostracién de que V, 7(a*) es la solucién del problema
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