Facultad de Ciencias, UdelaR. Algebras de Lie, curso 2023.
Practico 3

1. Sea {e;j : i,j =1,...,n} la base candnica de gl, (k). Sean h; = €;; — €j41,i41, € = €ii+1 Y [i = €it1,-
a) Probar que B={e;;: i # j}U{h;: i=1,...,n —1} es una base de sl, (k). Hallar dim s, (k).
b) Probar que k{e;, fi, hi} es una subdlgebra de sl, (k) isomorfa a sl (k).
¢) Probar [sl,(k), sl (k)] = sl, (k). Deducir [gl,(k), gl,,(k)] = sl,, (k).

2. Sea L un algebra. Probar que si x,y € L verifican [x,y] # 0, entonces k{z,y} N Z(L) = {0}.
Deducir que si L no es abeliana, entonces dim Z(L) < dim L — 2.

3. Determinar el centro de cada una de las algebras de dimensién 3 (R = k).

4. a) Probar Z(gl,(k)) = e, (k) (el subespacio de gl, (k) formado por las matrices escalares®).
b) Probar gl, (k) = sl, (k) ® ¢, (k). Deducir Z(sl,(k)) = {0}.
¢) Deducir que gl, (k) es isomorfa a la suma directa (externa) de sl, (k) y k.

5. Sean H y K dos élgebras. Consideramos L = H ® K. Probar Z(L)=Z(H)® Z(K)y L' = H & K/,
pensando H y K contenidas en L .

6. Sea L = gl(V), siendo V un espacio vectorial de dimensién n.

a) Probar que si z € L es diagonalizable y tiene n valores propios (con multiplicidad) aq, ..., an,

entonces ad, € gl(L) es diagonalizable y sus valores propios son los n? escalares a; — aj.

b) Probar que si x € L es nilpotente, entonces ad, € gl(L) es nilpotente.
Sugerencia: escribir ad, = L, — Ry, siendo L,(y) = zy y R.(y) = yx, y probar que L, y R; son
elementos del algebra asociativa £(L) que son nilpotentes y conmutan.

7. Sea B = {e1,...,e,} una base de un algebra L y 6 € L(L). Probar que 0 es una derivacién de L si y
solo si 0([es, e5]) = [0(es), €5] + [ei, d(e;)], para todo i < j.

8. Sea L = n3(k) el dlgebra de Heisemberg.
a) Probar dim Der(L) = 6. Sugerencia: recordar el ejercicio anterior.
b) Identificar las derivaciones internas ad(L) dentro de Der(L).
c¢) Probar Der(L)/ad(L) ~ gly(k) como algebras de Lie.
9. Sea (X, u) un algebra abstracta y § € Der(X). Escribimos pu(z,y) = x % y. Probar por induccién en n:

n

(0 —(a+b)id)"(x xy) = Z (7;) (6 — aid)" " (z) * (6 — bid)'(y), Va,b€k, 2,y € X, neN.
i=0

Notar que la férmula anterior implica 6" (z *y) = >, (”) 8% (x) * 0" (y), para todo z,y € X, n € N.

7

Una matriz escalar es una matriz diagonal en la cual los elementos de la diagonal principal son todos iguales.



10. Un automorfismo de un algebra L es un isomorfismo de algebras de L en L. Al conjunto de automor-
fismos de L lo escribiremos Aut(L). Notar que Aut(L) es un grupo respecto a la composicién.

a) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Si ¢ € L(V') es nilpotente, entonces tiene sentido
definir ¥ = >"77 % = o %’;, siendo n tal que "1 = 0.
1) Probar que si ¢,1 € £(V) son nilpotentes y conmutan, entonces efe? = e,
Sugerencia: notar que si ¢, 1) € L£(V') son nilpotentes, entonces e?e? = Yoreo <Zi+j:k i%j!goiq/}j)
2) Deducir que si ¢ € L(V) es nilpotente, entonces e¥ € GL(V) := {p € L(V) : ¢ es invertible}.
b) Probar que si ¢ es una derivacién nilpotente de un dlgebra de Lie L, entonces ¢ € Aut(L).

Sugerencia: para probar que ed es un morfismo, recordar el ejercicio 9.
¢) Sean ¢ € Aut(L) y = € L tal que ad, es nilpotente. Probar we®=p~1 = e,
11. Sea L una subélgebra de gl(V'), siendo V un espacio vectorial de dimensién finita.

a) Probar que si ¢ € GL(V) verifica ¢Ly~! C L, entonces el mapa ¢ : L — L definido por
S(¢¥) = ! es un automorfismo de L.

b) Probar que si L = sl(V), entonces vale pLy~! = L, para todo ¢ € GL(V).

T

¢) Probar que si x € L es un elemento nilpotente en £(V), entonces e*d=(y) = e*ye™%, para todo

y € L. Sugerencia: escribir ad, = L, — Ry, siendo L,(y) = zy y R.(y) = yz.

Nota: Los automorfismos de un élgebra L de la forma e*d* con ad, nilpotente se llaman internos y los
otros externos. Sillamamos Int(L) al subgrupo de Aut(L) generado por los automorfismos internos, entonces
el ejercicio 10¢ muestra que Int(L) es un subgrupo normal de Aut(L).



