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10.

PRACTICO 5

. Demostrar que si X es un espacio normado tal que X’ es separable, entonces X mismo

lo es. (sugerencia: si (¢n)nen €s una sucesion densa en X', tomar (z,)neny en X tal
que [lz,|l = 1y |en(zn)| > 3llenll, para cada n; mostrar entonces que el subespacio
generado por (zy,)nen es denso en X).

. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Probar que la topologia débil* de X’ es metri-

zable si y sélo si X posee una base de Hamel finita o numerable.

. Sea B la bola unidad cerrada de M]J0,1]. Para p,v € M]0,1] se define d(p,v) =

> o3 f[o attdp — f[o ;2" dv|. Probar que d es una métrica en M(0, 1] que define la
topologia w* en B pero no en M|0, 1].

Sea X un espacio normado. Demostrar que:

a) X' es unién numerable de conjuntos débilmente* compactos E,.

b) Si X esseparable, cada F,, es metrizable. Asi pues, la topologia débil* es separable,
y un cierto subconjunto numerable de X’ separa puntos de X.

¢) Si K es un conjunto débilmente compacto de X, y si zyp € K es un punto de
acumulacién débil de un cierto subconjunto numerable £ C K, entonces existe
una sucesion {z,} en E que es débilmente convergente hacia xo (indicacién: sea
Y el minimo subespacio cerrado de X que contenga a E; aplicar a Y la parte (b)
para deducir que la topologia de K NY es metrizable)
Observacion: el objetivo de (c) es probar la existencia de subsucesiones convergen-
tes, mas bien que de subredes. Notese que existen espacios de Hausdorff compactos
en los que ninguna sucesion de puntos distintos es convergente.

. Sea K el menor conjunto convexo de R que contiene a los puntos (1,0,1), (1,0, 1) y

1
(cos@,sen6,0), V0 € [0,27]. Demostrar que K es compacto, pero que ext(K) no lo es.
. Puede existir en R? un conjunto asi?

. Mostrar que la bola unidad cerrada de ¢! es la envolvente convexa cerrada de sus puntos

extremales.

Sea p € (0,1). Mostrar que existe un subconjunto compacto K de P cuya envolvente
convexa no es acotada (sugerencia: considerar x,, € ¢P definida por m%n) =nPly
M =0sim+#n.Sea K :={0,21,x9,...}; 8t yp, = (x1 + -+ +x,)/n, n > 1, demostrar

que la sucesion (y,) no estd acotada en £P).

. Mostrar que L'([0,1]) no es un espacio dual.

. Para p € (1,00), probar que cada punto de la “superficie” de la bola cerrada unitaria

de LP[0,1] es un punto extremal de esta bola.

Mostrar que ninguno de los siguientes espacios es reflexivo: ¢, ¢, £°.



11. Teorema del punto fijo de Markov—Kakutani. Supongamos que X es un espacio local-
mente convexo y de Hausdorff, K C X es compacto y convexo, y que F es una familia
de transformaciones aﬁne5E| continuas en X tales que T'(K) C K y Th'Ty = TbTy,
V11,15 € F.

—n
TT™ Ynom >0, Ty, Ty € F.

b) Sea C := {T™M(K): n>0,T € F}. Probar que ({C : C € C} # 0 (sugerencia:
mostrar que C tiene la propiedad de interseccién finita).

a) Dado T € F sea T(") = 1 Z?;ol T7. Probar que T™(K) C K y que Tl(m)Tén) =

c) Sea c € ({C : C € C}. Probar que Tc = ¢, VT € F (sugerencia: notar que para
todo n € N existe z € K tal que T™z = ¢; deducir que Tc — ¢ € %(K -K),y
recordar que todo conjunto compacto es acotado).

12. Sean G un grupo abeliano, €2 un espacio de Hausdorff compacto, y o : G x 2 — € una
acciéon continua. Se dice que una medida de probabilidad p € M () es a-invariante
si p(ay(E)) = p(E), VE € B(Q), donde B(Q) es la o—édlgebra de borelianos de (.

Denotaremos por M, al conjunto de medida a—invariantes.

a) Ezistencia de medidas invariantes. Demostrar que M, # ) (sugerencia: combinar
los teoremas de Banach—Alaoglu y el del punto fijo de Markov—Kakutani).

b) Ezistencia de medidas ergddicas. Probar que existe una medida de probabilidad
w € M(Q) tal que el sistema (G, Q, a, ) es ergddico, es decir, p es a—invariante y
ademds si £ € B(Q)) es a—invariante, entonces p(F) = 0 o u(E) = 1 (sugerencia:
mostrar que M, es convexo y w*—compacto, y luego acudir al teorema de Krein—
Milman).

1Sea C' un subconjunto convexo de un espacio vectorial X, y sea Y un espacio vectorial. Se dice que
S:C =Y esafinsi S(1—t)z+ty) = (1—1t)Sz +tSy, vVt € [0,1].



