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Practico 6: Producto interno complejo.

n—1
1. En este ejercicio queremos estudiar % > T% donde T : V — V es una transformacién ortogonal de un

k=0

R-espacio vectorial con producto interno de dimension finita.

Resulta para esto més facil extender T a un espacio complejo. El resultado obtenido es una versiéon de
dimensién finita del llamado “Teorema Ergddico de Von Neumann” demostrado en la década de 1930.

)
b)

)

Demostrar que si A € C\ {1} tiene médulo 1 entonces L (1+A+---+A""!) = 0 cuando n — +oo0.

Si U es una transformacién lineal unitaria de un espacio vectorial complejo con producto interno

n—1
demostrar que h’ril % 3> U¥ = P donde P es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio de

vectores propios de valor propio 1.

Deducir el resultado analogo para una transformacién ortogonal de un espacio con producto
interno real.

2. Supongamos que A es una matriz real ortogonal d x d. El objetivo de este ejercicio es mostrar que R?
se escribe como suma de subespacios A-invariantes de dimensién 1 y 2 que son ortogonales entre si
(i.e. cada subespacio es ortogonal a la suma de todos los demads).

)

Mostrar que los tinicos valores propios reales de A posibles son £1, y que si los subespacios propios
asociados son S7,S5_1 entonces son ortogonales entre si, y el complemento ortogonal de la suma
S1 @ S_1 es A-invariante.

Suponiendo que v € C% es vector propio de la multiplicacién a izquierda por A con valor propios
complejo, mostrar que el valor propio asociado es e = cos(t) + isin(t) para algtin t € R.

Tomando v y e como en la parte anterior y escribiendo v = v + vy donde vy, v2 € R%, mostrar
que el subespacio de R? generado por v, y vs es A-invariante, tiene dimensién 2, y encontrar la
matriz asociada a la transformacién multiplicar a izquierda por A restricta a este subespacio en
la base v1, vo.

Con v = wv; + ive vector propio de valor propio e como en la parte anterior, mostrar que
)

w = vy — v también es vector propio en C? y calcular su valor propio. Observar que v y w dan
el mismo subespacio A-invariante de R% al razonar como en la parte anterior.

Demostrar, como se buscaba, que R? es suma directa de subespacios de dimensién 1 y 2 que son
ortogonales y A-invariantes.

Demostrar que la cantidad de subespacios de dimensién 2 en la descomposicion anterior es igual
a %—Veces la cantidad de vectores propios con valor propio no real en una base ortonormal de C%
en la que A se diagonaliza.

3. En este ejercicio se trabaja sobre la llamada transformada de Fourier discreta, que es una herramienta
muy usada en tratamiento de seniales.

Se considera para cierto nimero natural n > 2 los enteros médulo n, Z,, = Z/(nZ) (equivalentemente
los nimeros {0,1,...,n— 1} donde la suma y producto se reemplazan por su resto al dividir entre n).

Nos interesa el espacio vectorial V' cuyos elementos son funciones f : Z, — C.



a) Dadas f,g € V se considera la convolucion (fxg)(z) = > f(y)g(z—y). Mostrar que f*xg = gx f

YELn
y que fx(gxh) = (fxg)*h.
b) Calcular para cualquier f € V' y a € Z,, la convolucién f * J§, donde d, € V' cumple J,(x) = 0 si
xF#ay dg(a) =1.
2miax

¢) La transformada de Fourier discreta F,, : V' — V se define de manera que F,,(d,)(z) = e n =
en(x) para todo a (usamos esta ecuacién como definicién de e, € V también). Mostrar que F,
es invertible.

d) Calcular la matriz asociada a F,, de la base dg,...,d,—1 en si misma (puede servir fijar w = en
y expresar el resultado en potencias de w, para aliviar notacion).

e) Mostrar que F,,(f * g)(x) = Fp f(x) Frng(x).
f) Consideramos en V el product interno (f,g) = > f(z)g(z). Mostrar que || F, f[? = 1|| f||* para

CCEZn
toda f e V.

. _1 . .
g) Deducir que n~2F, es una transformacién unitaria.

h) Definiendo g(z) = %(57,,71 +dp+ 1) suponiendo que n > 3), mostrar que g*" (n-ésima convolucién

de g consigo misma) tiende a la funcién constante 1 cuando n — +oc.

i) Suponiendo que > f(z) =0 estimar la norma de f % ¢*" donde g es como en la parte anterior.
$EZn
;,Qué pasa cuando n — +oo?

4. Consideramos el espacio vectorial V,, de polinomios trigonométricos con coeficientes complejos de
grado menor o igual a n definidas en el intervalo [0, 27]. Es decir, un elemento de V;, es una funcién
f:10,27] — C de la forma

flx)=ao+ Z ay cos(kz) + Z by, sin(kx),

k=1 k=1
con agp,ai,...,0ay,b1,...,b, € C.
Consideramos en V el producto interno
27
(19) = [ gl
0

donde la integral de una funcién a valores complejos se define integrando la parte real e imaginaria
por separado.

a) Calcular la dimensién de V;, como espacio vectorial sobre C y sobre R.
b) Mostrar que se puede construir una base usando las funciones ey (z) = e*** = cos(kz) + i sin(kzx).

¢) Construir una base ortormal de explicita de V},.

Consideramos T : V,, — V,, definida por (T'f)(z) = f”(z) (i.e. donde f’ es la derivada de la parte real
de f mas i veces la derivada de la parte imaginaria). Mostrar que T' es autoadjunta

a) Mostrar que T' es autoadjunta.

b) Calcular los valores propios de T'.



c¢) Exhibir una base ortornomal explicita de valores propios de 7'

d) Verificar que si Tf = \f entonces definiendo u(t,z) = e~ f(z) se obtiene una solucién explicita
a la ecuacién del calor dyu = 9%u. Usando esta observacién demostrar que para toda f € V;, existe
una solucion u(t, z) ala ecuacién del calor con u(0, z) = f(x). Laidea de que una funcién “general”
podria aproximarse por f € V,, con n grande y por lo tanto podria servir como condicién inicial
para la ecuacién del calor fue propuesta por Fourier a principios del siglo XIX y desde entonces
este tipo de aproximaciones (con n creciente) se conocen como “series de Fourier”.



