Facultad de Ciencias, UdelaR. Algebras de Lie, curso 2023.
Practico 7

En los ejercicios siguientes L es un &dlgebra de Lie arbitraria, a menos que se especifique lo contrario.
Todos los L-mdédulos y espacios son de dimensién finita. El cuerpo k es algebraicamente cerrado.

1. Sea L = by(k) y V = k™. Consideramos a V como L-mddulo con la representacion natural. Sea
{e1,...,e,} la base canénica de V' y W; =k{e1,...,e;},i=1...,n.

a) Probar que cada W; es un L-submddulo de V.
b) Probar quesi 0 # U es un L-submdédulo de V', entonces existe algini € {1...,n} tal que U = W.

2. a) Probar que si V' es un L-médulo de dimensién 1, entonces existe A € L* tal que x - v = A\(z)v,
para todo z € Ly v € V. Probar que A([L, L]) = 0.
b) Probar que si A € L* verifica A([L, L]) = 0, entonces k tiene estructura de L-médulo definiendo
x-v=Az)v, para todox € Ly v € k.
¢) Deducir que hay una correspondencia uno a uno entre las clases de isomorfismo de las represen-
taciones unidimensionales de L y los elementos de (L/[L, L])".

Nota. Lo anterior implica que si L = [L, L], entonces la tinica representacién unidimensional de L
es la trivial, mientras que si L # [L, L] y k es infinito, entonces L tiene infinitas representaciones
unidimensionales que no son isomorfas entre si.

d) Determinar las representaciones unidimensionales de L = by, (k).

3. a) Sean V y W dos espacios vectoriales. Probar:

1) Para cada a € V*, v € W* existe 1o, € (V @ W)* tal que 1q(v @ w) = a(v)y(w), para
todoveV,weW.

2) Existe un mapa lineal ® : V* @ W* — (V ® W)* que verifica ®(a ® v)(v @ w) = a(v)y(w),
paratodoa e V¥, ve W* veV, we W.

3) El mapa & : V* @ W* — (V ® W)* es un isomorfismo. Sugerencia: alcanza con probar
que ® es inyectivo; para esto, notar que si {n1,...,n,} es una base de W*, entonces existe
{w1,...,w,} base de W tal que n;(w;) = d;;, para todo i, j.

Luego pensamos V*@W* = (V@ W)*, mediante (Ei?:l a; ® %) (wew) =% @) yi(w).

Sea Bil(V, W) el espacio de formas bilineales. Notar que la propiedad universal del producto

tensorial junto con el isomorfismo anterior implican Bil(V, W) >~ V* @ W*.

Luego identificando Bil(V, W) = V* @ W*, si § € Bil(V, W), entonces existen o; € V* y

vi € W* i=1,...k, tales que = Zle a; ®7; (es decir, (v, w) = Z§:1 a;(v) vi(w), Yu,w).
b) Supongamos ahora que V' 'y W son L-médulos.

1) Mediante Bil(V, W) ~ V* ® W*, inducir una estructura de L-médulo en Bil(V, W).
2) Dada 8 € Bil(V, W), probar que 3 es L-invariante! si y solo si f(z - v,w) + B(v,z - w) = 0,
paratodox € L, v € V, w € W. Notar que la forma de Killing s : L x L — k es L-invariante.

4. Sea L un &lgebra simple y 51,82 : L x L — k dos formas bilineales simétricas L-invariantes. Probar
que si 81 y B2 son no degeneradas, entonces existe 0 # a € k tal que 51 = af2. Sugerencia: aplicar el
lema de Schur.

' Al decir que 8 es L-invariante nos referimos a que estd en el espacio de invariantes del L-médulo Bil(V, W).



5. Sea L un algebra que verifica que todo L-mddulo de dimensién finita es completamente reducible.

a) Sea K C L un ideal abeliano.

1) Probar que existe un ideal H C L tal que L= K @ H.

2) Probar que si p : K — gl(V) es una representacién de dimensién finita, entonces p es
completamente reducible. Sugerencia: inducir una representaciéon de L en V.

3) Si K # 0, entonces obtenemos una contradiccién con la parte 5a2 (;por qué?). Luego K = 0.

b) Concluir que L es semisimple (este es el reciproco del teorema de Weyl).

6. El objetivo de este ejercicio es ver que un algebra L es reductiva si y solo si L es completamente
reducible con la representacién adjunta.

a) Probar que si L es un algebra reductiva, entonces L es completamente reducible con la represen-
taciéon adjunta. Sugerencia: ver que ad(L) es un dlgebra semisimple.

b) Supongamos que L es un dlgebra que es completamente reducible con la representacién adjunta.
1) Probar L = Z(L) & [L, L]. Se sugiere el siguiente camino.
» Probar que existe K < L tal que L = Z(L) & K. Ver que esto implica [L, L] = [K, K].

» Escribir K = @) K;, siendo cada K; C K un L-submddulo irreducible (;jpor qué
podemos hacerlo?). Probar [K;, K;] = K;, para todo i = 1,...,n. Concluir [K, K] = K.
2) Probar que [L, L] es semisimple. Sugerencia: sabemos [L, L] = @' ;| K;, siendo cada K; un
L-submodulo irreducible. Probar que no puede ser dim K; = 1, para ningin +.
3) Probar que L es reductiva. Sugerencia: proyectar rad(L) en L/Z(L).

7. Sea L un algebra reductivay p: L — gl(V') una representacién de dimensién finita tal que p, : V. — V
es diagonalizable para todo x € Z(L). El objetivo es probar que p es completamente reducible.

a) Restringiendo p a Z (L), consideramos V' como Z(L)-médulo.

Sea {ei,...,e,} una base de Z(L). Probar que existe {v1,...,vs} base de V y escalares o;; € k
tales que e; - v; = a;;v;, para todo 1, j.

b) Probar que existen Ai,...,A\s € Z(L)*, tales que x - v; = A\j(z)v;, para todo x € Z(L).

¢) Notar que podemos suponer que existe t < s tal que {A1,..., s} = {A1,..., M}, con A, . A
distintos entre sf. Probar V = @'_, V/\ZZ_(L), siendo V)\Zi(L) ={veV:z-v=XN(@v Ve Z(L)}.

d) Probar que cada V)\Zi(L) es un L-submédulo de V.

e) Recordando L = Z(L) @ [L, L], ver que cada V/\Zi(L) se descompone como suma directa de [L, L]-
submodulos irreducibles.

f) Probar que si W C VZ(L) es un L, L]-submodulo irreducible, entonces W es un L-submoddulo
Aq
irreducible.

g) Concluir que p : L — gl(V') es completamente reducible.
8. Sea V un L-médulo de dimension finita.

a) Probar que si U es un L-submédulo propio de V, entonces U’ = {a € V* : a|y = 0} es un
L-submédulo propio de V*.
b) Probar que V ~ V** como L-médulos.

c¢) Probar que V es irreducible si y solo si V* es irreducible.



9. a) Sean Vi,...,V, L-médulos. Para cada i, sean m; : Vi x --- XV, > Viy(; : V; > Vi x--- xV, la
proyeccién e inclusién usuales. Se definen

O (Vix- - xVp) = Vix- - xVy y U:Vx- - xVis (VI x--xV)"

mediante ®(a) = (a OlLl,..., 0 Ln) y ¥(ar,...,an) = >0 o5 om. Probar que ® y ¥ son
morfismos de L-mdédulos y que son inversos uno del otro.
Luego (Vi X -+- x V)* = Vj* x -+ x V¥ como L-mddulos.

b) Deducir que si V es un L-méduloy V. =U; @& --- @ U,, siendo Uy, ..., U, L-submdédulos de V,
entonces V* ~ U @ --- @ Uy como L-mdédulos.



