Facultad de Ciencias, UdelaR. Algebras de Lie, curso 2023.
Practico 8

En todos los ejercicios menos el iltimo, es L = sly(k) y W, = S™ (kQ). Todos los L-médulos son de
dimensién finita. Los isomorfismos son como L-mdédulos. El cuerpo k es algebraicamente cerrado.

1. El algebra L es un ideal de gly(k), luego gly(k) es un L-médulo via la representacién adjunta. Hallar
una descomposicién de gly(k) en suma de L-submddulos irreducibles.

2. Pensamos L C sl3(k) identificando L con la subalgebra de sl3(k) formada por las matrices cuyas iltimas
fila y columna son nulas. Luego sl3(k) es un L-médulo definiendo z -y = [z,y], Yo € L, y € slz(k).

a) Probar slz(k) ~ Wy @ Wy @ W1 @ W

b) Hallar explicitamente una descomposicién de sl3(k) en suma de L-submddulos irreducibles.

3. Sea V un L-médulo. Probar que V' y V* son isomorfos. Sugerencia: considerar primero el caso en que
V' es irreducible.

4. Probar:

a) Ws @ Wy ~ W5 @ W3y ® Wj.
b) Wi @ Wy =~ Wg® Wy Whs.

Nota: en general, vale Wy, @ Wy, ~ W40 @ Wiyin—2® -+ @ Wi—pn, sim > n.
5. Hallar un vector maximal para cada peso maximal de W3 ® Ws.

6. a) Probar S3(Ws) ~ Ws @ Wa.
b) Hallar una descomposicién como la anterior para S?(W3). Deducir S3(Ws) =~ S2(W3).

Nota: en general, vale S?(W,,) ~ @Ei/oz} Wan—4i, Vn, siendo [n/2] la parte entera de n/2.

7. Probar:
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8. Sea L = sl3(k) y consideramos V = k? como L-médulo con la representacién natural.

a) Probar que A € h* es el peso maximal de algin L-mddulo si y solo si existen m,n € N tales que
A =my —ny3, siendo 1 = efyly ¥ 73 = e33lp-

b) Hallar los pesos de V' 'y V*. Deducir que V' y V* no son isomorfos.

¢) Probar V* ~ A2(V).

d) Probar que S?(V) y S? (V*) son L-médulos irreducibles que no son isomorfos.



