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¢ Qué es una difusion?

» “ .. flujo de &tomos, iones ... que se mueven de una
region de alta concentraciéon a un area de baja
concentracion hasta obtener una distribucién uniforme.”

» Los modelos matematicos de difusiones pueden ser

» macroscopicos y se modelan por ecuaciones en derivadas
parciales (PDE)

» microscdpicos 'y se modelan por ecuaciones diferenciales
estocasticas (SDE)

> tenemos:
> tendencia o drift (¢, x) que indica el sentido del movimiento

> coeficiente de difusién g(t, x), un ruido o error.

TWikipedia

2La volatilidad Aray



Modelo en tiempo discreto

» Tenemos un intervalo de tiempo [0, T], lo partimos en N
intervalos iguales de largo At = T/N

» Tenemos dos funciones

f(t,x): R = RY, el drift o tendencia,

g(t,x): R - R4 |avolatilidad o desvio estandar.

» Tenemos nodos

A/R4



Simulacion

» Simulamos la difusion partiendo de un punto X(0) = Xo y

X(tis1) = X(t)+F(te, X(4) At+g(te, X (1)) VAN (0, Idy).

» En cada paso sumamos:
> un desplazamiento diferencial en la direccion de f(t, X())

» un ruido diferencial gaussiano con correlaciones dadas por
9(t, X(t))

» Es importante la densidad

pi(x) dx = P(X(t) € dx).
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Modelo general en tiempo continuo

>

>

>

Tenemos un intervalo de tiempo [0, T],
Tenemos dos funciones f(t,x): R - R, g(t,x): R - R

Resolvemos la ecuacion diferencial estocastica partiendo
de un punto X(0) =xo Yy

t t
X(t):xo+/0 f(s, X(s)) ds+/0 a(s, X(s)) dW(s)

Aqui la primer integral es usual, y la segunda es una
integral estocastica, donde W(t) es un movimiento
Browniano

La solucion X(t) es una difusion

A/RA



Un poco de historia

» En 1931 Andrei Kolmogorov da una descripcion
macroscépica estableciendo entre otras cosas dos EDP:
basicas de la teoria:

(B) Ecuacioén backward, parat < T, con p(T,x) = u(T, x):

9 - 9 1, P
—EP(R x) = f(t, X)ap(ﬁ X) + 59 (t, X)Wp(ta X)

(F) Ecuacion forward, con t < s, con p(t, x) = p¢(x):

2
L p(s,%) = 2 fu(s, x)p(s, )] + 5 ~ 1075, )p(s. )],
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En 1946 Kiyosi It0 publica sus ecuaciones diferenciales
estocasticas. Teorema de existencia y unicidad de
soluciones de

t t
xmzxwiéaamﬁnm+4g@anmwg

La integral estocastica verifica la isometria de [t6:

(/ng )) dW(s ) /E (s, X(s)))? ds.

Q/24



Féormula de Ito

> En 1951 obtiene la siguiente férmula: Si H(t, x) es C'?2,
t

H(EX(0) ~ HO.X(0)) = [ (He+ LH)(s. X(s)) o
0

t
+ / (gHx)(s, X(s)) dWs.
0

» El generador infinitesimal £ es

LH(t, x) = f(t, x)Hx(t, x) + %g(t,x)szx(t,x).

» Esto relaciona las difusiones con las ecuaciones en
derivadas parciales (EDP)

qQ/R4



Una explosion de aplicaciones: matematica financiera

» En 1973 Black y Scholes publican su férmula de valuacion
de opciones®. El modelo era

dBt = rBt dt
asS; = St(u at+o th)

» En los 90 las empresas financieras contrataban
matematicos formados en la academia

» A partir de 2010 aparecen una serie de articulos aplicando
difusiones a Machine Learning (imagenes)

» Hoy las empresas de ML producen sus resultados con
matematicos que contratan

3dando origen a una migracién de matematicos hacia la matematica

financiera 10724



Una segunda aplicacion: Machine learning

Deep Unsupervised Learning using
Nonequilibrium Thermodynamics

Jascha Sohl-Dickstein
Stanford University
Eric A. Weiss
University of California, Berkeley
Niru Maheswaranathan
Stanford University

Surya Ganguli

Stanford University

1. Introduction

Historically, probabilistic models suffer from a tradeoff be-
tween two conflicting objectives: tractability and flexibil-
ity. Models that are tractable can be analytically evaluated
and easily fit to data (e.g. a Gaussian or Laplace). However,

Proceedings of the 32™¢ International Conference on Machine

Learnings-Lille, France, 2015. JMLR: W&CP volume 37. Copy-
right 2015 by the author(s).

JASCHA @ STANFORD.EDU

EWEISS @ BERKELEY.EDU

NIRUM @ STANFORD.EDU

SGANGULI@ STANFORD.EDU

1.1. Diffusion probabilistic models

‘We present a novel way to define probabilistic models that
allows:

1. extreme flexibility in model structure,
2. exact sampling,

'Non-parametric methods can be seen as transitioning
smoothly between tractable and flexible models. For instance,
a non-parametric Gaussian mixture model will represent a small
amount of data using a single Gaussian, but may represent infinite
data as a mixture of an infinite number of Gaussians.

4141 /24



Backward diffusions: un teorema importante

Teoerma*: Sea X(t) solucién de una EDE
ax(t) = f(t, X(t))dt + g(t)dW

Entonces, el mismo proceso también es solucion, con tiempo
revertido (empiezaent = T y terminaen t = 0) de la EDE

aX(t) = [f(t, X(t)) — g°(t)Vx log pr(x)]alt + g(t)dW(t)
Donde

> pi(x) es la densidad de X(t) (solucion de la PDE forward
de 1931))

s(t,x) = Vx log pt(x) es el score

» {W;} es un Browniano con tiempo revertido.

“B. D. A. Andersen. Reverse-time diffusion equation models, SPA (1982) 290



Diffusion models en Machine Learning

» Nuestro objetivo es simular una imagen, por ejemplo el
rostro de una persona, por ejemplo en blanco y negro

» Tenemos una gran base de datos con rostros de personas.
Cada foto consiste en:

> 1920 x 1080 = 2 073 600 pixels
» De 0 (negro) a 255 (blanco) en grises, se lleva a [—1, 1]

» Aproximadamente 2 MB

» Cada foto es un punto x en R2073600 proveniente de una
distribucion py(x)

» Nos proponemos simular x* con densidad py(X).
Jo}
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Algoritmo

» Partimos de un punto Xq (una foto)

» Le agregamos ruido mediante una difusion forward hasta
llegar® a “ruido blanco” xr

» Entrenamos una red neuronal (RN) para sacar ruido
(denoising) mediante la difusién backward

» Este es un paso clave del algoritmo (proxima diapo)

» Una vez entrenada la RN, simulamos un ruido blanco y lo
backwardeamos por la RN y obtenemos x*, nuestra
imagen simulada

5Si bien es ruido blanco, tiene informacién de la foto nac



Toy model®

The forward trajectory

q(xo:7) 9 of &

The reverse trajectory

Do (X0.7) o o At 0

The drifting term
Bo(Xe,t) — X

Fig. 3. An example of training a diffusion model for modeling a 2D swiss roll

5Deep Unsupervised Learning using Nonequilibrium Thermodynamics.

Sohl-Dickstein et al. 2015
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Data Forward SDE Prior Reverse SDE Data

dz = f(z,t)dt + g(t)dw dz = [f(z,t) — ¢* (t)Vz log pe ()] dt + g(t)dw

Figure 2: Overview of score-based generative modeling through SDEs. We can map data to a
noise distribution (the prior) with an SDE (Section 3.1), and reverse this SDE for generative modeling
(Section 3.2). We can also reverse the associated probability flow ODE (Section 4.3), which yields a
deterministic process that samples from the same distribution as the SDE. Both the reverse-time SDE
and probability flow ODE can be obtained by estimating the score V log p;(x) (Section 3.3).

16 /4



Forward SDE (data — no\se)

score function

dx = [f(x,t) — y?(z dt + g(t)dw

Reverse SDE (noise — data)

Figure 1:  Solving a reverse-
time SDE yields a score-based
generative model. Transform-
ing data to a simple noise dis-
tribution can be accomplished
with a continuous-time SDE.
This SDE can be reversed if we
know the score of the distribu-
tion at each intermediate time
step, Vi log py (x).




Entrenamiento de la Red Neuronal

» El problema es estimar
59(t> X) = Vlog p@(t¢ X)

> py(t,x) es la densidad de las imagenes en el espacio, algo
del tipo Rdos millones

» La fotos viven en un subconjunto de mucho menor
dimension

12/24



Funcién de pérdida L (tiempo continuo)

> Se estima s(t, x) mediante sy(t, x), una red neuronal.

» La funcién de pérdida (tedrica) es

;
L(<9)=/0 Epix) (W(B)Iso(t, xt) — VPr(x)[[) ot
» Se aproxima p:(x) por

Pt(X) = Epa(x0) (Prio(X[X0)) quo (x[x;)

~ Pro(X|X0) = Eudam(xo)(Pt\o(X|Xo))~

19/24



Funcion de pérdida para el entrenamiento

» Luego la pérdida aproximada (surrogate loss) es

R T
L) = [ Engo (mDlso(t30) = TR o

» w(t) es un ponderador a elegir.

20 /R4



Funcién de pérdida L (tiempo discreto)
Se demuestra que

- eamie < oS (B0 o

Calculos mediante, se llega a minimizar el modelo
L(0) = Etxy.c |l — eo(v/arXo + /1 — age, )|
N
1
=& Z Exo.c |le — eo(v/arXo + /1 — aze, )|
t=1

donde

Xt = JaiXg + 1 — age.

» Se entrena la RN a partir del ruido e para producir ¢y a
partir de una CL de la imagen y el ruido

4 /24



Algorithm 1 Training Algorithm 2 Sampling

1: repeat 1 xp ~ N(O.T
2 X0 ~ q(xo0) > fort— T( ) 1do
i: tN[/i/’n(l(f;Dlir)n({lnu,T}) 3 z~N(0T)ift > 1,elsez =0
€ ~ y . 1
5: Take gradient descent step on 4 X1 = \/%7 (Xf — v eo(xe, t)) t+oz
Vo ||e = ea(v/@xo + vI—are, t)|° 5: end for
6: until converged 6: return xg

Figura: De “Denoising Diffusion Probabilistic Models. Ho el al. (2020)”

DLYEY



Modelo de Sohl-Dickstein (2015)

Con la notacién del libro” en el caso discreto:

X1 = /1 —/8,xt+f/\/o Idf)
=1 = B(t)Atxx + /L(t)AtN (O, Id)

Para pasar al caso continuo, aproximando
Xip1 ~ Xt — %B(t)xtAzHL VB(DALN(0, Id),
que nos lleva a la ecuacion continua
dx():——B (1) dt + /B(t) dW(t)

donde {W(t)} es un proceso de Wiener o movimiento
Browniano.

"Murphy, Probabilistic Machine Learning, Vol 2.

N2 /24



Comentarios

» La ecuacién
dx = —ﬁXtdt + Ude

define un proceso de Ornstein-Uhlenbeck (1930)
> Tenemos f(t,x) = —3B(t)x

» Tenemos g(t, x) = diag(+/5(1), ...,/ B(1))

» Todas las coordenadas tienen el mismo ruido, que es no
correlacionado.

» Tenemos reversion a la media (x = 0) y distribucion
estacionaria

24 /R4



Solucion

Si 5(t) es una funcion deterministica, la ecuacién es

dx():—fﬂ x(t)dt + /B(t)dW,

la solucion viene dada por

Xt = xpe~ 2 Jo B / —3 [sBW)du /505\dW,

2E /24



Solucion

En efecto, multiplicando

t
ez Jo By, — xo +/ ez Jo BU)AU /3(5)dW,
0

usamos la formula de It6 con H(t, x) = ez 2 Jo Blu) duy

ez Jo Blu) [dxt + %B(t)xt dt] = ezl AW /301 dW,
Ahora cancelamos el factor exponencial, y reordenamos

dX[ —fﬁ Xt at + \/ th

24 /R4



Tres modelos

» El modelo de Ornstein-Uhlenbeck de 20158:

ax; = —%B(t)xt at + v/ B(t)th

> En 2019-2020° se propuso
dXt = Ot th,

> En 2021 10 se propuso un modelo con dos ecuaciones:
Vi = X; (velocidad) y

dVy = - Xy — 2V + 2 dW;.

> Los tres modelos son gaussianos (condicional a xg)
8Deep Unsupervised ... Sohl-Dickstein et al. 2015
9Song-Ermon. Improved techniques ... 2020.

°Dockhorn et al. Score-based generative . .. arxiv 2021.
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Densidad del primer modelo™":

La densidad p;(x) de x; juega un papel importante en este
problema. Como

t
Xt = xoe 2 Jo AW du / g 2l M) /5(5)dWs
0

tenemos que x; es una convolucion. La integral estocastica es
normal centrada, con matriz diagonal de varianzas

t

(1) = / e W6 g
0

_ [_e—féﬁ(U)dU]t

0

—1 g hfwWa

""Score-Based Generative Models Detect Manifolds, Pidstrigach,
arxiv:2022
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Conclusiones
» La esperanza condicional
E(X1|Xo) = Xoe_%fotﬁ(u) av _, 0, sit—

» La varianza

Yr(ty=1- e_fotﬁ(“)d“ 1 — e Jo Bluydu _ 1,

» Cuando t — oo
Xt — N(0, Id),

» Perosit— 0, tenemos x(t) — O.

29 /R4



Densidad:

» Calculamos

mi(x0) = E(x; | X0) = xo€~ 2%,
Prio(X|X0) = N (x; mi(x0), Xt)-

» Luego la densidad se escribe

pi(x) = / N (x; mi(x0), Z)p(%) 0.

20/24



Singularidad en t = 0:

> Ademas
Viog () = SES) — (20 (x - E(mi(r0)lXe =) o
cont — 0.

» Eso da divergencia del método cuando t ~ 0.

» Recordando la pérdida

)
L) = [ Enco (mBlso(tx0) = Tpx)]) o

elegimos w(t) ~ ()",

21 /24



Stable diffusions'?

» Por ultimo, para acelerar el proceso y hacerlo posible en
celulares se combina con encoders.

» Se utiliza una red neuronal tipo encoder (estrangulada)
para las imagenes

» Se corre la difusién en el espacio codificado (de mucho
menor diemension) y se decodifica

2High-Resolution Image Synthesis with Latent Diffusion Models. Rombach
et al. 2022 aac



( N Latent Spaca ") (Conditioning)
B ey
Ma

Denoising U-Net €g

Text

Pixel Space,

il
Y e «rj

denoising step crossattention  switch  skip connection concat

Figure 3. We condition LDMs either via concatenation or by a
more general cross-attention mechanism. See Sec. 3.3

Figura: De “Latent Diffusion Models. Rombach et al. 2022”
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