
Ejercicio 1. Considere una membrana circular de radio 𝑎 y densidad superficial de masa 𝜌 que 

vibra en su modo fundamental dado por: 

𝑧(𝑟, 𝑡) = 𝐴𝐽0(𝑘01𝑟) cos(𝜔01𝑡 + 𝜙) 

donde 𝑧 representa el desplazamiento vertical de la membrana, 𝜔01 es la frecuencia de vibración 

del modo fundamental, 𝑘01 = 𝑗01/𝑎 y 𝐴 ∈ ℝ es la amplitud en el centro de la membrana. (a) 

Hallar la energía mecánica total de la membrana para esta vibración. Sugerencia: Para la 

integración en la variable 𝑟 realizar cambios de variables apropiados de manera de llevar la 

integral a la forma de la relación de ortogonalidad de las funciones de Bessel. (b) Una membrana 

circular de radio 𝑎 = 0,25 m y densidad 𝜌 = 1,0 𝑘𝑔/𝑚2 se estira con una tensión |�⃗� | =

25,0 × 103  𝑁/𝑚. Hallar la frecuencia del modo fundamental y su energía mecánica total. 

(a) La energía cinética de un elemento de área 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 de la membrana está dada por: 

𝑑𝑒𝑐 =
1

2
𝜌 (

𝜕𝑧

𝜕𝑡
)

2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝜕𝑧

𝜕𝑡
= −𝜔01𝐴𝐽0(𝑘01𝑟) sin(𝜔01𝑡 + 𝜙) 

Por lo tanto, la energía cinética total de la membrana está dada por: 

𝐸𝑐 = ∫ ∫
1

2
𝜌(𝜔01𝐴𝐽0(𝑘01𝑟) sin(𝜔01𝑡 + 𝜙))2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

2𝜋

0

 

Como el integrando no depende del ángulo polar 𝜃, la integral en esta variable es directa: 

𝐸𝑐 = 𝜋𝜌𝐴2𝜔01
2 sin2(𝜔01𝑡 + 𝜙)∫ 𝑟𝐽0

2(𝑘01𝑟)𝑑𝑟

𝑎

0

 

Para resolver la integral en 𝑟 podemos recurrir a la relación de ortogonalidad de las funciones 

de Bessel: 

∫𝑥𝐽𝑚(𝑥𝑗𝑚𝑛)𝐽𝑚(𝑥𝑗𝑚𝑙)𝑑𝑥

1

0

=
𝛿𝑛𝑙

2
(𝐽𝑚

′ (𝑗𝑚𝑛))
2

 

Para llevar la integral en 𝑟 a esta forma hacemos primero el cambio de variable 𝑥 = 𝑟/𝑎. Así 

tenemos 𝑑𝑟 = 𝑎𝑑𝑥 y la integral toma la forma: 

∫𝑎𝑥𝐽0(𝑗01𝑥)𝐽(𝑗01𝑥)𝑎𝑑𝑥

1

0

=
𝑎2

2
(𝐽0

′ (𝑗01))
2

 

Usando la relación 𝐽0
′ = −𝐽1 llegamos a: 

𝐸𝑐 = 𝜌
𝜋𝑎2

2
[𝜔01𝐴𝐽1(𝑗01)]

2 sin2(𝜔01𝑡 + 𝜙) 

La energía potencial de un elemento de área 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 de la membrana está dado por: 

 



𝑑𝑒𝑝 =
1

2
|�⃗� | [(

𝜕𝑧

𝜕𝑟
)

2

+
1

𝑟2  (
𝜕𝑧

𝜕𝜃
)

2

] 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

Como el modo fundamental es independiente del ángulo polar 𝜃 tenemos: 

𝑑𝑒𝑝 =
1

2
|�⃗� | (

𝜕𝑧

𝜕𝑟
)

2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝜕𝑧

𝜕𝑟
= −𝐴𝑘01𝐽1(𝑘01𝑟) cos(𝜔01𝑡 + 𝜙) 

Por lo tanto, la energía potencial total está dada por: 

𝐸𝑝 = ∫ ∫
1

2
|�⃗� |[𝐴𝑘01𝐽1(𝑘01𝑟) cos(𝜔01𝑡 + 𝜙)]2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

2𝜋

0

 

Nuevamente la integral en 𝜃 es directa y tenemos: 

𝐸𝑝 = 𝜋|�⃗� |𝐴2𝑘01
2 cos2(𝜔01𝑡 + 𝜙)∫ 𝑟𝐽1(𝑘01𝑟)𝑑𝑟

𝑎

0

 

Notemos que para resolver la integral en 𝑟 no podemos usar la relación de ortogonalidad 

directamente                                                                   pues en el argumento de la función 𝐽1 

aparece la raíz de la función 𝐽0. Para resolver la integral hacemos primero el mismo cambio de 

variable que en el caso anterior 𝑥 = 𝑟/𝑎.  

⇒ ∫𝑟𝐽1(𝑘01𝑟)𝑑𝑟

𝑎

0

= 𝑎2 ∫𝑥𝐽1(𝑗01𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

Hacemos ahora un nuevo cambio de variable 𝑦 = 𝑗01𝑥 

⇒ ∫ 𝑟𝐽1(𝑘01𝑟)𝑑𝑟

𝑎

0

= 𝑎2 ∫𝑥𝐽1(𝑗01𝑥)𝑑𝑥

1

0

= (
𝑎

𝑗01
)
2

∫ 𝑦(𝐽1(𝑦))
2
𝑑𝑦

𝑗01

0

 

Notemos ahora que 𝐽1(𝑦) = −𝑑𝐽0/𝑑𝑦 por lo que podemos escribir: 

∫𝑟𝐽1(𝑘01𝑟)𝑑𝑟

𝑎

0

== −(
𝑎

𝑗01
)
2

∫ 𝑦𝐽1(𝑦)
𝑑𝐽0(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑦

𝑗01

0

 

Integrando por partes tenemos: 

−(
𝑎

𝑗01
)
2

∫ 𝑦𝐽1(𝑦)
𝑑𝐽0(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑦

𝑗01

0

= −(
𝑎

𝑗01
)
2

[𝑦𝐽1(𝑦)𝐽0(𝑦)0
𝑗01 − ∫ 𝑦𝐽0(𝑦)𝐽0(𝑦)𝑑𝑦

𝑗01

0

] 

Vemos que el primer término entre paréntesis rectos se anula al evaluar la función en los 

límites ya que 𝐽1(0) = 0 y 𝐽0(𝑗01) = 0.  

⇒ −(
𝑎

𝑗01
)
2

∫ 𝑦𝐽1(𝑦)
𝑑𝐽0(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑦

𝑗01

0

= (
𝑎

𝑗01
)
2

∫ 𝑦(𝐽0(𝑦))
2
𝑑𝑦

𝑗01

0

 



Deshaciendo ahora el cambio de variable anterior llegamos a: 

∫ 𝑟(𝐽1(𝑘1𝑟))
2
𝑑𝑟

𝑎

0

= 𝑎2 ∫𝑥(𝐽0(𝑗01𝑥))
2
𝑑𝑥

1

0

=
𝑎2

2
(𝐽1(𝑗01))

2
 

Finalmente tenemos que: 

𝐸𝑝 =
𝜋𝑎2

2
|�⃗� |[𝐴𝑘01𝐽1(𝑗01)]

2 cos2(𝜔01𝑡 + 𝜙) 

Notando que |�⃗� | = 𝜌𝑐2 y 𝑐2𝑘01
2 = 𝜔01

2  llegamos finalmente a: 

𝐸𝑚 = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 =
𝑀

2
𝜔01

2 𝐴2(𝐽1(𝑗01))
2
 

donde 𝑀 = 𝜌𝜋𝑎2 es la masa total de la membrana. 

(b) La frecuencia del modo fundamental está dada por: 

𝜔01 = 𝑐𝑘01 = √
|�⃗� |

𝜌

𝑗01

𝑎
 

Sustituyendo los valores numéricos |�⃗� | = 25,0 × 103 𝑁/𝑚, 𝑎 = 0,25 m, 𝜌 = 1,0 𝑘𝑔/𝑚2 y 

𝑗01 = 2,40 llegamos a: 

𝜔01 ≅ 1,518 × 103  𝑟𝑎𝑑/𝑠 

La masa total de la membrana vale: 

𝑀 = 𝜌𝜋𝑎2 ≅ 0,20 𝑘𝑔 

Tenemos que 𝐽1(𝑗01) = 0,52. Por lo tanto, la energía mecánica total de la membrana vale: 

𝐸𝑚 = (
0,2

2
) (1518)2(1 × 10−3)2(0,52)2 ≅ 6,23 × 10−2 𝐽 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Ejercicio 2.  

Considere el arreglo lineal de 4 fuentes simples 

idénticas que se muestra en la figura. Las fuentes 

vibran a la misma frecuencia y en fase entre sí. 

(a) Mostrar que, en la aproximación de campo 

lejano (𝑟 ≫ ℓ, 𝑑), la presión acústica del arreglo 

se puede escribir como: 

𝑃(𝑟, 𝜃) = 𝑃𝑠(𝑟)𝐻(𝜃) 

donde 𝑃𝑠(𝑟) es el campo acústico de una única 

fuente simple y 𝐻(𝜃) es la directividad del 

arreglo que deberá hallar explícitamente. (b) Si 

las fuentes emiten en agua (𝑐 = 1500 𝑚/𝑠) a 

una frecuencia 𝑓 = 15 × 103 Hz, y 𝑑 = 1,5 cm, 

hallar el valor de ℓ tal que el campo lejano tenga 

el primer nodo en 𝜃 = 45º. 

 

(a) El campo de presión acústica de una fuente simple situada en el origen está dado por: 

𝑃𝑠
′(𝑟) =

𝑄𝑠

4𝜋𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) 

donde 𝑄𝑠 es el poder de la fuente. A partir de esta expresión, podemos ver que, para cada una 

de las fuentes del problema el campo acústico está dado por: 

𝑃𝑖
′(𝑟, 𝜃) =

𝑄𝑠

4𝜋𝑅𝑖
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑅𝑖) 

donde 𝑅𝑖 = |�⃗� 𝑖| y  

�⃗� 𝑖 = 𝑟 − 𝑥 𝑖  

siendo 𝑥 𝑖  el vector posición de cada fuente sobre el eje horizontal. La presión acústica total en 

el punto de observación 𝑟, 𝜃 está dada por: 

𝑃′(𝑟, 𝜃) = ∑𝑃𝑖
′(𝑟, 𝜃)

𝑖

=
𝑄𝑠𝑒

𝑖𝜔𝑡

4𝜋
∑

𝑒−𝑖𝑘𝑅𝑖

𝑅𝑖
𝑖

 

Vamos ahora a realizar la aproximación de campo lejano. En el denominador sustituimos 𝑅𝑖 ≈

𝑟 para todas las fuentes, de manera que: 

𝑃′(𝑟, 𝜃) =
𝑄𝑠𝑒

𝑖𝜔𝑡

4𝜋𝑟
∑𝑒−𝑖𝑘𝑅𝑖

𝑖

 

Para la fase utilizamos el vector posición de cada fuente: 

𝑥1 = −(ℓ + 𝑑) ; 𝑥2 = −ℓ ; 𝑥3 = ℓ ; 𝑥4 = ℓ + 𝑑 

De manera que: 



𝑅1 = [𝑟2 + 𝑥1
2 − 2𝑟𝑥1 cos(𝛼)]1/2 

donde 𝛼 = 𝜋/2 + 𝜃 es el ángulo entre 𝑟  y 𝑥 1. De manera que podemos escribir: 

𝑅1 = 𝑟 [1 + (
𝑥1

𝑟
)
2

−
2𝑥1

𝑟
sin(𝜃)]

1/2

 

Utilizando ahora la aproximación de campo lejano donde 𝑟 ≫ 𝑥1 tenemos: 

𝑅1 ≅ 𝑟 [1 − (
𝑥1

𝑟
) sin(𝜃)] = 𝑟 + (ℓ + 𝑑) sin(𝜃) 

De forma análoga tenemos en la aproximación de campo lejano: 

𝑅2 ≅ 𝑟 + ℓ sin(𝜃) 

𝑅3 ≅ 𝑟 − ℓ sin(𝜃) 

𝑅4 ≅ 𝑟 − (ℓ + 𝑑) sin(𝜃) 

De manera que: 

𝑃′(𝑟, 𝜃) =
𝑄𝑠𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)

4𝜋𝑟
[(𝑒𝑖𝑘(ℓ+𝑑)sin(𝜃) + 𝑒−𝑖𝑘(ℓ+𝑑) sin(𝜃)) + (𝑒𝑖𝑘ℓ sin(𝜃) + 𝑒−𝑖𝑘ℓ sin(𝜃))] 

=
𝑄𝑠𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)

4𝜋𝑟
[2 cos(𝑘(ℓ + 𝑑) sin(𝜃)) + 2 cos(𝑘ℓ sin(𝜃))] 

= 𝑃𝑠
′(𝑟)𝐻(𝜃) 

(b) Para que exista un nodo en 𝜃 = 45º se debe cumplir: 

cos(𝑘(ℓ + 𝑑) sin(𝜃)) + cos(𝑘ℓ sin(𝜃)) = 0 

 

⇒ cos(𝑘ℓ sin(𝜃)) [1 + cos(𝑘𝑑 sin(𝜃))] = sin(𝑘ℓ sin(𝜃)) sin(𝑘𝑑 sin(𝜃)) 

tan(𝑘ℓ sin(𝜃)) =
[1 + cos(𝑘𝑑 sin(𝜃))]

sin(𝑘𝑑 sin(𝜃))
 

Sustituyendo los valores numéricos encontramos que: 

[1 + cos(𝑘𝑑 sin(𝜃))]

sin(𝑘𝑑 sin(𝜃))
≅ 2,696 

Por lo tanto: 

ℓ =
tan−1(2,696)

𝑘 sin(𝜃)
≅ 2,74 𝑐𝑚 

 

 

 

 

 



 

 

Ejercicio 3. Una onda plana de intensidad media 𝐼𝑖 se 

propaga en un medio con velocidad 𝑐1 = 1250 𝑚/𝑠 y 

densidad 𝜌1 = 860 𝑘𝑔/𝑚3. La onda arriba a la interfase 

con un segundo medio formando un ángulo 𝜃 = 30º con 

respecto a la normal como se muestra en la figura. En el 

medio 2 la velocidad es 𝑐2 = 1500 𝑚/𝑠 y su densidad es 

𝜌2 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3. (a) Hallar el ángulo de refracción en 

el segundo medio. (b) Hallar la intensidad media de la 

onda reflejada y de la onda transmitida. (c) ¿Es la suma 

de las intensidades transmitida y reflejada igual a la 

intensidad incidente? Justifique el resultado obtenido.   

(a) El ángulo de refracción lo obtenemos a través de la ley de Snell: 

sin(𝜃𝑖)

𝑐1
=

sin(𝜃𝑡)

𝑐2
 ⇒ 𝜃𝑡 = sin−1 (

𝑐2

𝑐1
sin(𝜃𝑖)) ≅ 36,87º 

(b) Podemos escribir las ondas incidente 𝑃𝑖
′, reflejada 𝑃𝑟

′ y transmitida 𝑃𝑡
′ como: 

𝑃𝑖
′ = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘1𝑥𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)−𝑘1𝑦sin(𝜃𝑖)) 

𝑃𝑟
′ = 𝐵𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝑘1𝑥𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)−𝑘1𝑦sin(𝜃𝑖)) 

𝑃𝑡
′ = 𝐶𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘2𝑥𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑡)−𝑘2𝑦sin(𝜃𝑡)) 

Tenemos que 

𝛼𝑟 = (
𝐵

𝐴
) =

𝑍2 cos(𝜃𝑖) − 𝑍1 cos(𝜃𝑡)

𝑍2 cos(𝜃𝑖) + 𝑍1 cos(𝜃𝑡)
 

Sustituyendo los valores numéricos: 

𝑍2 = 𝜌2𝑐2 = 1,5 × 106 𝑅𝑎𝑦𝑙𝑠 ; cos(𝜃𝑖) =
√3

2
  

𝑍1 = 𝜌1𝑐1 = 1,075 × 106𝑅𝑎𝑦𝑙𝑠 ; cos(𝜃𝑡) = 0,8 

llegamos a: 

𝛼𝑟 ≅ 0,203 ⇒ 𝐵 = 0,203𝐴 

La intensidad media de la onda reflejada está dada por: 

𝐼𝑟 =
𝐵2

2𝑍1
=

(0,203)2𝐴2

2𝑍1
= (0,203)2𝐼𝑖 

Por otro lado temenos: 

𝛼𝑡 =
𝐶

𝐴
=

2𝑍2 cos(𝜃𝑖)

𝑍2 cos(𝜃𝑖) + 𝑍1 cos(𝜃𝑡)
 

Sustituyendo los valores numéricos llegamos a: 



𝛼𝑡 = 1,203 ⇒ 𝐶 = 1,203𝐴 

La intensidad de la onda transmitida está dada por: 

𝐼𝑡 =
𝐶

2𝑍2
=

(1,203)2𝐴2

2𝑍2
= (1,203)2

𝑍1

𝑍2
𝐼𝑖 

Temenos 

𝑍1

𝑍2
≅ 0,7167 

Y por lo tanto: 

𝐼𝑟 + 𝐼𝑡 = [(0,203)2 + 0,7167(1,203)2]𝐼𝑖 ≅ 1,08𝐼𝑖 > 𝐼𝑖 

La intesidad no es una cantidad que se conserva pues depende de como se distribuye la 

potencia sobre el área normal a la interfase. Lo que sí se debe conservar es la potencia de la 

onda incidente. 

 

 


