Ejercicio 6.
(a) La solucién general para una cuerda infinita condiciones iniciales esta dada por la
solucion de D’Alambert:

x+ct X—C

1 1 1
y(x, t) = 5 ¢(x —ct) + p(x +ct) + 2 f Y(6)ds — - Y(6)ds
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En este caso tenemos ¢(x) = 0;9Y(8) = (a? — §2)[H(S + a) — H(6 — a)], donde H(5) es
la funcidn de Heaviside. Consideremos el instante t = 0. Por lo tanto:

y(x,0) = % [ J(az —86)[H(S +a) —H(5 —a)]ds

_ f(a2 _ 6D)[H(S + a) — H(S — a)]ds
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La figura 6.1 muestra graficamente la funcién y y su integral I (x) usando el valor
numérico a = 2 como ejemplo. De manera que ent = 0 tenemos

1
y(x, 0) = [1(x) = 1(x)] = 0

Parat > 0 tenemos que la primera de estas integrales se desplaza hacia la derecha una
cantidad ct y la segunda se desplaza hacia la izquierda la misma cantidad. El resultado
es:

y(x,t) = % [I(x+ct) —I(x — ct)]

Esto se muestra en la figura 6.2. En azul se muestra I(x + ct) parat = 0y 3 tiempos
posteriores arbitrarios, en rojo se muestra —I(x — ct) para los mismos tiemposy en negro
la suma de estas dos funciones dividido entre 2¢ lo que es igual a y(x, t)



Figura 6.1. Representacion gréafica de la funcién y(6) y de su integral I (x)
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Figura 6.2. Representacion gréfica de las integrales I (x + ct) (azul) —I(x — ct) (rojo) y su suma (negro) para
t = Oy tres instantes posteriores arbitrarios.

(b) Si ahora los extremos en +a son fijos, debemos expresar la condicién inicial como
combinacion lineal de modos normales de vibracidon. Debemos tener en cuenta que para
hacer la extensién impar de Y (x) debemos trasladar el origen de la coordenada espacial
ax = —a. Para ello definimos { = x + a = d{ = dx. De esta forma tenemos:



o]

y(,t) = Z sin(nk,{)[a, cos(nwt) + By, sin(nw,t)]

n=0

donde k; = m/2ay w, = cky. Ent = 0tenemos y({,0) = 0; dy({,0)/dt = Y ({). Como
consecuencia a,, = 0 V n. Por otro lado:

YO =@ -C-a))={2a—-0)

Por lo tanto:

Bn =

f {(2a — ) sin(nk;{) d¢

nw,a

= 2af ¢ sin(nk,) dl — f ¢?sin(nk,Q) d{

T nw.a

Integrando por partes ambas integrales llegamos a:

1 16a*
Bn = {nw, (nm)3
0 sinespar

sinesimpar

Finalmente, deshaciendo el cambio de variable tenemos:

16a? sin(nk,(x + a)) sin(nw,t)
y(x, t) =3 Z ( : 4 ) :
m3w n

nimpar



