
Ejercicio 6. 

(a) La solución general para una cuerda infinita condiciones iniciales está dada por la 
solución de D’Alambert: 

𝑦(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜙(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝜙(𝑥 + 𝑐𝑡) +

1

𝑐
 ∫ 𝜓(𝛿)𝑑𝛿

𝑥+𝑐𝑡

−∞

−
1

𝑐
∫ 𝜓(𝛿)𝑑𝛿

𝑥−𝑐𝑡

−∞

] 

En este caso tenemos 𝜙(𝑥) = 0 ; 𝜓(𝛿) = (𝑎2 − 𝛿2)[𝐻(𝛿 + 𝑎) − 𝐻(𝛿 − 𝑎)], donde 𝐻(𝛿) es 
la función de Heaviside. Consideremos el instante 𝑡 = 0. Por lo tanto: 

𝑦(𝑥, 0) =
1

2𝑐
 [ ∫(𝑎2 − 𝛿2)[𝐻(𝛿 + 𝑎) − 𝐻(𝛿 − 𝑎)]𝑑𝛿

𝑥

−∞

− ∫(𝑎2 − 𝛿2)[𝐻(𝛿 + 𝑎) − 𝐻(𝛿 − 𝑎)]𝑑𝛿

𝑥

−∞

] 

⇒ 𝐼(𝑥) = ∫(𝑎2 − 𝛿2)[𝐻(𝛿 + 𝑎) − 𝐻(𝛿 − 𝑎)]𝑑𝛿

𝑥

−∞

=

{
 
 

 
 

0 𝑠𝑖𝑥 < −𝑎

𝑥 (𝑎2 −
𝑥2

3
) +

2𝑎3

3
   𝑠𝑖 − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎

4𝑎3

3
   𝑠𝑖 𝑥 > 𝑎

 

La figura 6.1 muestra gráficamente la función 𝜓 y su integral 𝐼(𝑥) usando el valor 
numérico 𝑎 = 2 como ejemplo. De manera que en 𝑡 = 0 tenemos 

𝑦(𝑥, 0) =
1

2𝑐
[𝐼(𝑥) − 𝐼(𝑥)] = 0 

Para 𝑡 > 0 tenemos que la primera de estas integrales se desplaza hacia la derecha una 
cantidad 𝑐𝑡 y la segunda se desplaza hacia la izquierda la misma cantidad. El resultado 
es: 

𝑦(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑐
[𝐼(𝑥 + 𝑐𝑡) − 𝐼(𝑥 − 𝑐𝑡)] 

Esto se muestra en la figura 6.2. En azul se muestra 𝐼(𝑥 + 𝑐𝑡) para 𝑡 = 0 y 3 tiempos 
posteriores arbitrarios, en rojo se muestra −𝐼(𝑥 − 𝑐𝑡) para los mismos tiempos y en negro 
la suma de estas dos funciones dividido entre 2𝑐 lo que es igual a 𝑦(𝑥, 𝑡)  

 



 

Figura 6.1. Representación gráfica de la función 𝜓(𝛿) y de su integral 𝐼(𝑥)  

 

 

Figura 6.2. Representación gráfica de las integrales 𝐼(𝑥 + 𝑐𝑡) (azul) −𝐼(𝑥 − 𝑐𝑡) (rojo) y su suma (negro) para 
𝑡 = 0 y tres instantes posteriores arbitrarios. 

 

 

(b) Si ahora los extremos en ±𝑎 son fijos, debemos expresar la condición inicial como 
combinación lineal de modos normales de vibración. Debemos tener en cuenta que para 
hacer la extensión impar de 𝜓(𝑥) debemos trasladar el origen de la coordenada espacial 
a 𝑥 = −𝑎. Para ello definimos 𝜁 = 𝑥 + 𝑎 ⇒ 𝑑𝜁 = 𝑑𝑥. De esta forma tenemos: 



𝑦(𝜁, 𝑡) = ∑ sin(𝑛𝑘1𝜁)[𝛼𝑛 cos(𝑛𝜔1𝑡) + 𝛽𝑛 sin(𝑛𝜔1𝑡)]

∞

𝑛=0

 

donde 𝑘1 = 𝜋/2𝑎 y 𝜔1 = 𝑐𝑘1.  En 𝑡 = 0 tenemos 𝑦(𝜁, 0) = 0 ; 𝜕𝑦(𝜁, 0)/𝜕𝑡 = 𝜓(𝜁). Como 
consecuencia 𝛼𝑛 = 0 ∀ 𝑛. Por otro lado: 

𝜓(𝜁) = (𝑎2 − (𝜁 − 𝑎)2) = 𝜁(2𝑎 − 𝜁) 

Por lo tanto: 

𝛽𝑛 =
1

𝑛𝜔1𝑎
 ∫ 𝜁(2𝑎 − 𝜁)

2𝑎

0

sin(𝑛𝑘1𝜁) 𝑑𝜁 

=
1

𝑛𝜔1𝑎
{2𝑎∫ 𝜁 sin(𝑛𝑘1𝜁)𝑑𝜁

2𝑎

0

−∫ 𝜁2 sin(𝑛𝑘1𝜁) 𝑑𝜁

2𝑎

0

} 

Integrando por partes ambas integrales llegamos a: 

𝛽𝑛 = {

1

𝑛𝜔1

16𝑎2

(𝑛𝜋)3
   𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

0    𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟

 

Finalmente, deshaciendo el cambio de variable tenemos: 

𝑦(𝑥, 𝑡) =
16𝑎2

𝜋3𝜔1
∑

sin(𝑛𝑘1(𝑥 + 𝑎)) sin(𝑛𝜔1𝑡)

𝑛4
𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

 

 


