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Prefacio

Novos livros de fisica bésica continuam a ser escritos e publicados todos os
anos. Isso parece um tanto paradoxal, pois nao pode haver mais nada de
novo para se dizer sobre esses temas. De fato, a Mecanica, a Termodinamica
e o Eletromagnetismo sao teorias bem estabelecidas ha muitos anos, e tanto
j& se escreveu sobre elas, que nao é claro porque tantos autores insistem em
re-apresentar esses conteiudos de sua propria maneira.

No entanto, para quem faz pesquisa, ou se interessa pelos avancos da
ciéncia, é bastante claro que ‘nao existe assunto encerrado’. Novas desco-
bertas sempre nos fazem repensar conceitos que pareciam intocaveis para
re-interpreta-los e re-adapta-los as novas situacoes. A Mecanica Classica é
um 6timo exemplo desse processo constante de re-descoberta. No inicio dos
anos 1800 Laplace afirmou que se alguém pudesse conhecer todas as forcas
agindo sobre todas as particulas existentes, assim como suas condigoes ini-
cias, poderia calcular todo o futuro e o passado do universo. Esse pensamento
determinista, no entanto, cairia por terra com os trabalhos de Poincaré, que
demonstrou a instabilidade intrinseca do movimento no problema gravita-
cional de trés corpos, fundando as bases do que seria conhecido mais tarde
como Teoria do Caos.

Simultaneamente aos trabalhos de Poincaré, apareciam os primeiros indi-
cios da inadequacao da mecanica e do eletromagnetismo classicos para expli-
car certos fendomenos microscopicos, como o efeito fotoelétrico e a quantizacao
dos niveis de energia atomicos. Surgiria em breve a teoria quantica e, junto
com ela, a dificil tarefa de compatibiliza-la com a mecanica classica. Classico
versus quantico emaranhou-se com caos versus regularidade, e o estudo des-
sas questoes estende-se até os dias de hoje. E com esse espirito que esse livro
foi escrito, tendo como base textos classicos como Goldstein e tantos outros,
mas sempre procurando contato com elementos novos, particularmente com
caos Hamiltoniano e limite semiclassico.

vil



viii CAPITULO 0. PREFACIO

Esse livro foi preparado a partir de notas de aula para a disciplina Mecanica
Avancada, que lecionei varias vezes na pos-graduacao do Instituto de Fisica
da Unicamp. Os primeiros cinco capitulos contém uma breve revisao da
mecanica Newtoniana, apresentando em seguida as equacgoes de Lagrange, os
principios variacionais e o formalismo de Hamilton, enfatizando o teorema de
Liouville, o teorema de recorréncia de Poincaré e o tratamento dinamico de
ensembles. Em seguida apresento a teoria de transformacgoes canodnicas, in-
cluindo a equacao de Hamilton-Jacobi e sua relacao com o limite semiclassico
da equagao de Schrodinger. Os capitulos seis a nove discutem o teorema
de integrabilidade de Arnold e Liouville, as variaveis de acao e angulo e a
teoria de perturbagoes canonicas, onde apresento os teoremas KAM, Poin-
caré-Birkhoff e os emaranhados homoclinicos, discutindo o aparecimento de
caos Hamiltoniano. Finalmente apresento brevemente o limite do continuo,
a equacao da corda vibrante e o teorema de N6ther. Espero que o livro possa
ser 1til como complemento nos cursos de pds-graduacao em mecanica classica
e também aos estudantes interessados em aprender sobre caos Hamiltoniano
e sua conexao com o limite semiclassico da teoria quantica.

Esta versao contém pequenas corregoes em relagao ao livro publicado pela
Livraria da Fisica. Foram também acrescentadas as segoes 6.8.2, 7.4 e 11.7,
novas figuras e alguns novos exercicios. Agradego a todos que apontaram
erros nas equacoes e no texto, particularmente os profs. Ricardo Mosna do
IMECC, Unicamp e Mauro Copelli, da UFPE.

Marcus A.M. de Aguiar
Campinas, 23 de junho de 2017.
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X CAPITULO 0. AGRADECIMENTOS



Capitulo 1

Mecanica Newtoniana

A mecanica é um ramo da Fisica que tem grande apelo préatico. O movimento
de corpos sob a acao da gravidade, de forcas elasticas e de atrito sao exem-
plos intuitivos de sistemas dinamicos presentes no nosso dia-a-dia. Embora
seja dificil precisar quando a mecanica comecou a ser descrita em termos de
principios fundamentais, um marco importante é a descricao de Aristoteles
(384-322 AC) do movimento dos corpos. Para ele, todos os movimentos se-
riam retilineos, circulares, ou uma combinacao dos dois, pois esses eram os
unicos movimentos perfeitos. O estado natural de alguns corpos seria o de
movimento perfeito, como os corpos celestes. Para outros, como uma pedra,
o estado natural seria o de repouso, sendo seu movimento possivel apenas sob
a agao constante de forcas: no momento que a forca deixasse de ser aplicada,
o corpo retornaria a sua posicao natural de repouso.

As idéias de Aristdteles sao questionadas por Galileo (1564-1642) que in-
troduz o que hoje conhecemos como método cientifico, que diz, basicamente,
que conclusoes sobre o comportamento natural devem ser comprovadas por
experimentos cuidadosos e controlados que possam ser reproduzidos sob as
mesmas condigoes. Galileo formula as leis basicas do movimento de corpos
sob a acao da gravidade, usa um telescopio para estudar o movimento dos
planetas e formula o Principio da Relatividade de Galileo. O principio diz
que nao ¢ possivel distinguir o estado de repouso daquele em movimento re-
tilineo uniforme. Como exemplo, Galileo observa que uma pessoa no porao
de um navio que navega em mar calmo com velocidade constante nao tem
como saber se estd realmente em movimento ou em repouso. Se a pessoa
nao olhar pela escotilha, nao havera nenhum experimento capaz de decidir a
questao.



2 CAPITULO 1. MECANICA NEWTONIANA 1.0

A conexao entre repouso e movimento retilineo uniforme, observada por
Galileo, atinge diretamente a teoria Aristotélica, pois o primeiro é o estado
natural das coisas, enquanto o segundo deveria requerer a aplicacao cons-
tante de forcas. A saida para essa contradicao aparece alguns anos mais
tarde com Isaac Newton (1643-1727), que generaliza os achados de Galileo e
também organiza e unifica os conceitos mais importantes da mecanica. Veja
a referéncia [I] para uma biografia recente de Newton.

Newton define conceitos como massa, quantidade de movimento, inércia,
forca e aceleracao, discutindo também os conceitos de espaco e tempo, con-
siderados em tltima andlise absolutos. As trés leis de Newton formam a
base da mecanica classica. Embora tenham sido reformuladas por Lagrange,
Hamilton e outros, essas leis sao consideradas como fundamentais dentro
do contexto nao-relativistico e nao-quantico até hoje. A primeira lei define
sistemas de referéncia especiais, chamados de inerciais, onde o movimento
de corpos pode ser descrito em termos da segunda lei. A terceira lei, final-
mente, acrescenta o importante ingrediente da agao e reacao, que garante a
conservacao dos momentos linear e angular total de sistemas isolados.

Discutiremos agora esses conceitos fundamentais e as trés leis de Newton,
dando sua versao ‘originalﬂ e uma tradugao livre para o Portugués. Con-
ceitos e leis sao apresentados abaixo de forma misturada, que foi a que me
pareceu mais didatica:

Espacgo - Na mecanica classica o espago é tratado como absoluto, homogéneo
e isotropico. A medida de distancia entre dois corpos ou dois pontos do espaco
é feita com uma régua, escolhida como padrao. Os trés adjetivos acima signi-
ficam que medidas de distancia nao dependem do estado do observador que
as realiza (o que nao é mais verdade na teoria relativistica) e, além disso,
nao dependem da posicao absoluta desses dois pontos no espaco e nem de
sua orientacao (os dois pontos podem estar na Terra ou na Lua, orientados
na diregao Terra-Lua ou perpendicularmente). Essas duas tltimas hipéteses,
também validas na teoria relativistica, nos permitem extrapolar resultados
de experimentos realizados na Terra para outros lugares do Universo.

Tempo - O tempo também é tratado como absoluto e uniforme, e sua me-
dida ¢ feita com um relégio padrao. O proprio Newton desenvolveu varios

1Como aparece em inglés na traducdo do latim por Andrew Motte em The Principia
2l



1.0 3

relégios, particularmente relégios de dgua. O tempo absoluto significa que
o intervalo entre dois eventos é independente do estado do observador que o
mede, sendo intrinseco aos eventos.

Sistemas de referéncia, velocidade, aceleracao e trajetoria - O con-
ceito de sistema de referéncia (SR) é fundamental, embora muitas vezes nao
lhe damos grande importancia e o consideramos implicito. Um SR Newto-
niano deve ser pensado como um laboratério e consiste em um sistema de
eixos e um relégio. A imagem mental de um SR é de trés réguas gigantes
colocadas a 90 graus umas das outras formando os trés eixos cartesianos x, y
e z e de um tnico relogio visivel de todos os lugares para medir a passagem do
tempo. Com isso, podemos anotar a cada instante ¢, como visto no relogio,
a posicao r = (z,y, z) de uma particula. A taxa com que sua posi¢ao muda
com o tempo, e a direcao em que a mudanca ocorre, dara sua velocidade
v = (dz/dt,dy/dt,dz/dt) = (v, vy, v,) € a taxa com que a velocidade muda
com tempo dard sua aceleracao a = (dv,/dt, dv,/dt, dv,/dt) = (ay,ay, a,). A
trajetéria da particula é a fungao r(¢). Nao se deve confundir o conceito de
SR com o de sistemas de coordenadas. Diversos sistemas de coordenadas,
como cartesianas, esféricas ou parabdlicas, podem ser escolhidos dentro de
um mesmo SR. Exemplos de SR sao um laboratério fixo ao chao, ou fixo em
relacao a uma estacao espacial orbitando a Terra, ou ainda fixo em relacao
a um carrossel que gira com velocidade angular constante.

Forca - Forca é uma acao impressa a um objeto que visa mudar seu es-
tado de movimento. O conceito pode ser pensado como intuitivo e um dos
problemas da Fisica é descobrir quais as forcas que atuam em determinado
corpo e como elas se comportam em funcao dos diversos parametros do pro-
blema. A forca eletrostatica entre dois objetos carregados, por exemplo,
depende diretamente da quantidade de carga em cada um deles e do inverso
do quadrado da distancia que os separa. No caso de uma mola ideal, a forca
aumenta linearmente com a distensao provocada. Assim, forcas genéricas
podem ser medidas por comparacao com uma mola padrao através da me-
dida da distancia que esta deve ser distendida para compensar a forca a ser
medida.

A Primeira Lei de Newton - Every body perseveres in its state of rest, or
of uniform motion in a right line, unless it is compelled to change that state
by forces impressed thereon. Em portugués: Todos os corpos permanecem
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em seu estado de repouso, ou em movimento retilineo uniforme, a nao ser
que sejam compelidos a mudar seu estado por forcas neles aplicadas. Em-
bora a primeira lei pareca um caso particular da segunda lei com forga nula,
e portanto totalmente dispensavel, ela é de fato uma lei por si mesma. Seu
propdsito é definir uma classe especial de sistemas de referéncia, chamados
inerciais, onde a segunda lei pode ser aplicada.

Sistema Inercial de Referéncia - SIR - Sao SR especiais onde vale a pri-
meira lei de Newton. Nesses sistemas, um corpo permanece em seu estado de
repouso ou em movimento retilineo uniforme se nao houverem forcas agindo
sobre ele. Um SR fixo em relagdao a um carrossel que gira nao é inercial, pois
um corpo deixado em repouso sobre ele passara a se movimentar em relacao
ao observador no carrossel assim que largado. Pode-se mostrar que, dado um
SIR, entao qualquer outro SR que se mova em relagao a ele com velocidade
constante também é inercial.

Massa - The quantity of matter is a measure of the same, arising from
its density and bulk conjunctly. Em portugués: a quantidade de matéria
(massa) é uma medida da mesma, resultante da densidade e do volume do
corpo conjuntamente.

Quantidade de Movimento The quantity of motion is a measure of the
same, arising from the velocity and quantity of matter conjunctly. Em por-
tugués: a quantidade de movimento é uma medida do mesmo (movimento)
e resulta da velocidade e da massa conjuntamente. Usando m para a massa
e p para a quantidade de movimento, também conhecido como momento,
temos p = mv.

A Segunda Lei de Newton - The alteration of motion is ever propor-
tional to the motive force impressed; and is made in the direction of the
right line in which that force is impressed. Em portugués: A alteracao do
movimento é sempre proporcional a forca motriz impressa; essa alteragao
ocorre na direcao em que a forga é impressa. Como a auséncia de forcas
implica em repouso ou movimento retilineo uniforme, a alteracao do movi-
mento implica em aceleracao da particula. Como o movimento é medido em
termos da quantidade p a equagdo para a segunda lei é F = dp/dt. Em-
bora Newton nao diga explicitamente, essa lei sé vale em SIRs, pois estamos
supondo que a primeira lei é valida também. No caso de sistemas nao inerci-
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ais a equacao deve ser modificada com a adi¢ao das chamadas forcas ficticias.

A Terceira Lei de Newton - To every action there is always opposed
an equal reaction: or the mutual action of two bodies upon each other are
always equal, and directed to contrary parts. Em portugueés: A toda acao
corresponde sempre uma reacao oposta igual, ou ainda, a agao mutua de dois
corpos, um sobre o outro, é sempre igual e com dire¢oes contrarias.

1.1 O principio deterministico de Newton

As leis de Newton sao baseadas em fatos experimentais e nao podem ser
demonstradas. O fato de que forcas determinam aceleracoes, i.e., derivadas
segundas da posicao em relacao ao tempo e nao derivadas terceiras ou de
ordem maior, leva ao chamado principio deterministico de Newton [3]. Esse
principio afirma que o estado de um sistema mecanico é dado pelas posigoes e
velocidades de todos os seus pontos materiais em um dado instante de tempo
e que as forcas agindo sobre ele determinam unicamente seu movimento. No
caso de uma unica particula em um sistema de referéncia inercial, e supondo
que sua massa seja constanteﬂ, a segunda lei diz que

mi = F(r,1,t). (1.1)

Note que o valor de F sobre a particula depende apenas de seu estado e nao
deve envolver a aceleracao ou derivadas superiores da posicao em relagao ao
tempo. Assim, dados r(ty) e ©(ty) calculamos ©(tg) = F(r(to), #(to),to)/m.
Com a aceleracao, podemos calcular a velocidade no instante posterior ¢y +
dt: T(tg + 0t) = r(ty) + ¥(tp)dt e, com a velocidade, calculamos a posicdo:
r(to + 0t) = r(to) + r(to)ot. Dessa forma, conseguimos calcular o estado da
particula em to + 0t. Podemos, agora, recalcular a aceleragao neste instante
e prosseguir integrando as equagoes de movimento gerando a trajetoria da
particula.

O fato de podermos prever o comportamento futuro de um sistema a
partir do seu estado inicial e das forcas agindo sobre ele é chamado de deter-
minismo. O fisico frances Pierre Simon de Laplace (1749-1827), maravilhado
com as possibilidades de calculo da mecanica Newtoniana, afirmou que um

2Para problemas de massa varidvel, como os problemas do foguete e da esteira rolante,
veja o livro Mecanica de K. R. Symon [4]
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demonio que pudesse conhecer as posigoes e velocidades de todas as particulas
do universo e as forcas entre elas seria capaz de prever inequivocamente seu
futuro. Essa afirmativa, no entanto, mostrou-se errada mesmo dentro da teo-
ria classica devido a existéncia de movimento cadtico, como veremos adiante.
Notamos ainda que, aplicando a mesma for¢a F em dois objetos diferentes,
as aceleragoes (na dire¢ao da forga) serao proporcionais:
2T (1.2)
T2 my
Tomando um dos objetos como padrao para massa, m; = 1 por exemplo,
podemos medir a massa dos outros objetos.

1.2 O grupo de Galileo

Como mencionamos anteriormente, sistemas inerciais tem a seguinte proprie-
dade importante: se K é inercial e K’ move-se em relacao a K com velocidade
constante, entdao K também é inercial. A prova é bastante simples:

Suponha, por simplicidade, que os referenciais K e K’ tenham eixos z, y, z
e x',y, 2 paralelos e que em t = 0 suas origens coincidam, como ilustrado
na figura [I.1} Seja V a velocidade constante da origem de K’ em relagio a
origem de K. Uma particula m tera coordenadas r e r’ quando observada de
K e K' respectivamente e, por construcao

r'(t) =r(t) — Vt. (1.3)

vit)=v(t) -V a'(t) = a(t).

Dessa forma, se nao houverem forgas sobre m, a = 0 pois K ¢é inercial por
hipdtese. Como a’ = a, a’ = 0 também e K’ também é inercial.

A transformacao ¢ de um tipo bem particular, pois os eixos sao
paralelos e coincidem em ¢t = 0. O conjunto geral de transformacoes que leva
um referencial inercial em outro é conhecido como Grupo de Transformagoes
de Galileo [3] e pode ser escrito como:

r'(t) =Rr(t)—Vt—u
(1.4)
t =t—s
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Z,
K’
m
* \%
Z
r y
/////,// X,

X

Figura 1.1: Os referenciais K e K’ sao inerciais.

onde R é uma matriz ortogonal de determinante 1 (matriz de rotagao), V e
u vetores e s um parametro escalar. As transformagoes de Galileo formam
um grupo com 10 parametros independentes e podem ser decompostas em
trés transformacgoes elementares:

- Translacao das origens do espago e do tempo (4 parametros)
gi(r,t) = (', t)=(r—u,t —s)
- Rotagao dos eixos (3 parametros)
go(r,t) = (', ¢') = (Rr,t)
- Movimento uniforme com velocidade constante (3 parametros)
g3(r,t) = (r',t') = (r — Vt,1)

O requerimento de que as equagoes de movimento sejam invariantes por
transformacoes de Galileo impoe uma série de restrigoes aos tipos de forcas F
que esperamos encontrar na natureza. Vamos ver a invariancia por translagoes
temporais, por exemplo. Ela implica que se m¢ = F(r,r,¢) entdo mr! =
F(r',r,t')onder’ = r et =t — 5. Entao, a equacdao de movimento em K’
pode ser reescrita como mi = F(r,r,t — s) # F(r,r,t), a ndo ser que F nao
dependa explicitamente do tempo. A invariancia por translacoes temporais
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implica que um experimento realizado hoje deverda produzir os mesmos re-
sultados se realizado amanha sob as mesmas condigdes (veja o exemplo 5 da
proxima se¢ao onde a invariancia é quebrada pela forga F(t)=t)).

A invariancia por rotacao dos eixos implica que se mi = F(r,r) entdo
mr’ = F(r',r') onde r' = Rr. Entdo

m[R#¥] = F(Rr, Ri) = R|mi] = RF(r, ).

A forga deve entao satisfazer a condigdo F(Rr, Rr) = RF(r,r). Mostre que
forgas centrais satisfazem essa condigao.

A invariancia por translagoes espaciais e movimento uniforme implica que,
para um sistema de particulas, as forcas de interacao s6 podem depender das
coordenadas e velocidades relativas entre elas:

mit; = F({r; —rp}, {f; — % }).

1.3 Exemplos elementares

Apresentamos nesta secao alguns exemplos simples de solucao da segunda lei
de Newton em referenciais inerciais e comentamos sobre as propriedades de
invariancia das equagoes por translagoes espaciais e temporais.

Exemplo 1 - Queda livre de pequenas alturas - Supondo que a Terra é um
referencial inercial, o que pode ser considerado uma boa aproximacao em
alguns casos, e escolhendo o eixo = na vertical, apontando para cima, a forca
gravitacional sobre uma particula de massa m serd ¥ = —mgz, onde g ~
9.8 ms~2. Podemos entao tratar o problema como se fosse unidimensional,
pois sabemos que nas diregoes y e z o movimento sera de repouso ou retilineo
uniforme. A equagao de movimento se reduz a & = —g e solugao é

I(t) =g+ U()t — gt2/2

Exemplo 2 - Queda vertical de grandes alturas - Nesse caso temos que levar
em conta que a Terra é finita, de raio R e massa M. Medindo x a partir
da superficie, a distancia do objeto ao centro da Terra serd r = R+ x e a
equagao de movimento fica

_GMm

r2

mr =
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onde G = 6.673 x 107" m3K g 's72 ¢é a constante de gravitacdo universal.
Substituindo 7 por R + z, lembrando que ¢ = GM/R? e supondo x << R
podemos escrever

GMo1 e
R (r/R?  Y0+a/R2" YT R

A solucgao é deixada como exercicio e o resultado é

R R
x(t) = (zo — =) cosh (vt) + % sinh (vt) + —.
2 vV 2
onde v = /2¢g/R. Mostre que para v — 0 a solugao do exemplo anterior é
recuperada.

Exemplo 3 - O oscilador harmonico I - E dificil superestimar o papel do
oscilador harmonico na Fisica. Voltaremos a falar dele em diversos momen-
tos. Por enquanto basta pensar no movimento unidimensional de um corpo
de massa m preso a uma mola ideal de constante eldstica k. Se medirmos
a posicao da massa a partir de sua posicao de equilibrio, a sua equagao de
movimento serda mx = —kx, ou ainda

i = —wr, w=+k/m.
A solucao, sujeita as condigoes iniciais z(0) = z e ©(0) = o, é

v
z(t) = x cos (wt) + — sin (wt).
w
Exemplo 4 - O oscilador harmoénico II - O exemplo anterior ilustra uma
situacao bastante comum de nao-invariancia por translacoes espaciais. De
fato, se fizermos 2’ = x — a obtemos

mi' = mi = —kx = —k(z' + a) # —k2'.

Isso ocorre porque o sistema mi = —kx é de fato uma descricao reduzida
de um problema de dois corpos, afinal de contas a outra extremidade da
mola tem que estar presa em algum lugar! Considere, entao, a situagao mais
realista descrita pela figura . As equagoes de movimento dos corpos com
massas mj € My sao

mlil = /{3(1'2 — T — l)
mg"i’Q = —k'(xg — 1 — l)
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X

Figura 1.2: Duas massas presas por uma mola observadas de um referencial
inercial.

onde [ representa o comprimento natural da mola. Definindo coordenadas
relativas e de centro de massa por

mi2T1 + Malo

r=x9—x1 — L, R =
mq + mo
e as massas total e reduzida
mims
M = mq + mo, h=—
mi + mo

podemos mostrar facilmente que as equagoes de movimento se reduzem a
ur = —kr MR =0.

Tanto as equagoes para x; e To quanto para r e R sao invariantes por
translagoes. Fazendo vy — x1 +a e xo — x5 + a vemos que r — 1 €
R — R+ a e as equagoes permanecem idénticas. Fica como exercicio resol-
ver as equagoes acima, obtendo x1(f) e x2(t) em termos de suas condigoes
iniciais, e estudar o limite em que my; >> msy.

Exemplo 5 - Forc¢as dependentes do tempo - Como ultimo exemplo, consi-
deremos o movimento unidimensional de uma particula sob a acao de uma
forca dependente do tempo. Para simplificar o calculo vamos supor que
m = 1 e que escolhemos unidades tais que F'(t) = t, com t medido em ho-
ras. A equagao de movimento é & = t. Se fizermos um experimento hoje
supondo que z(0) = #(0) = 0 obteremos a trajetéria z;(t) = t3/6. Se
repetirmos o experimento amanha sob as mesmas condi¢oes teremos que
fazer x(T) = @(T) = 0 onde T" = 24 horas. A solugdo serd xq(t) =



1.4 1.4. MOVIMENTO DE UMA PARTICULA 11

x(t")
x(t)

800 | / /
S ol / /

200 /

Figura 1.3: Trajetérias para 1 (t) = ¢3/6 (linha preta) e z5(t') = ¢ /6+t"*T /2
(linha vermelha), as trajetérias nao sao as mesmas como esperado.

t3/6 — tT%/2 + T?/3. Vamos agora comparar as trajetérias. Para tentar
sobrepo-las em um mesmo grafico (figura temos que fazer ' = ¢ —T em
Ty, 0 que resulta zo(t') = t3/6 + t*T/2 (veja que z(t' = 0) = (¢’ = 0) = 0).
As trajetérias nao sao as mesmas, como esperado, pois essa forca viola a
invariancia por translagoes temporais. Problemas onde aparecem forgas de-
pendentes do tempo sao bastante comuns e nao estao errados. Como no
exemplo 3 acima, eles descrevem apenas uma parte do sistema, nao o todo,
o que pode ser conveniente em alguns casos. Incluindo na descri¢ao a parte
responsavel pelo aparecimento dessas forcas externas, o sistema global deve
voltar a apresentar as propriedades de invariancia desejadas.

1.4 Movimento de uma particula
Nesta secao vamos estudar as propriedades gerais do movimento de uma

particula sujeita a forcas externas. Vamos supor que as observagoes sao
i m um ue a m rticula é constante. Além do momen
feitas e SIR e que a massa da particula é constante. Além do momento
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linear p = mv, vamos definir também o momento angular da particula em
relacao a origem como

L=rxp (1.5)

e o torque da forca externa como
N=rxF. (1.6)

Derivando L em relacao ao tempo obtemos

dL  dr dp

— = — X mi X —=rxF=N 1.7
@ @ T T (1.7)
Com esse resultado, e com a segunda lei de Newton, derivamos dois impor-

tantes teoremas de conservacao:

Teorema de conservagao do momento linear - Se a forga total agindo
sobre uma particula é nula, entao p = 0 e seu momento linear permanece
constante durante o movimento.

Teorema de conservagao do momento angular - Se o torque total
agindo sobre a particula é nulo, entao L = 0 e seu momento angular perma-
nece constante durante o movimento.

Outro conceito extremamente 1util é o do trabalho realizado por uma
forga. Seja r(t) a trajetéria de uma particula de massa m que se move sob
a acao da forca externa F. O trabalho realizado por F entre os pontos
r; =r(t1) e ry = r(ty) ao longo de sua trajetéria é definido por

W12 :/ F - dr (18)

ry

onde a integral acima é uma integral de linha feita ao longo da trajetoéria da
particula, isto é, dr = vdt. Podemos reescrever o trabalho como

to d to d
W12 = m—v -vdt = m

— —(v?)dt
6 dt 4 2 dt( )

:m—U%—m—U%ETl—TQ
2 2
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onde v* = v} + v + v e T(t) = mv*(t)/2 é a energia cinética da particula
no instante ¢. Esse resultado é conhecido como

Teorema do trabalho-energia - O trabalho realizado por uma forca
externa F entre os pontos r; e ry é igual a variagao da energia cinética da
particula entre esses dois pontos.

Consideremos agora a integral entre os pontos r; e ro ao longo de
um caminho arbitrario v e vamos supor que F depende apenas da posicao
r. Se o valor da integral nao depender do caminho, mas apenas dos pontos

iniciais e finais, i.e., se
/ F-dr = / F-dr
71 72

entao, o valor da integral ao longo do caminho fechado v = ~; — v, deve se
anular. Usando o teorema de Stokes teremos

j[F-drzoz/ (V x F) dA,
Y Sy

onde S, é qualquer superficie limitada pela curva . Se isso vale para qualquer
curva fechada, entao V x F = 0. Nesse caso podemos escrever

F(r) = -VV(r) (1.10)

onde V' é chamada de energia potencial, e a forca é dita conservativa. Lem-
brando que

dV =V(r+4dr)—V(r) = g_‘m/dl’—f— %—Zdy+ %—Zdz = VV -dr

temos que

F-dr=-VV . .dr=-dV

/ F-dr:—/ AV =V(ry) = V(ry) =V — Va.

ry ry

Da equacao (1.9) vem que
L-Ti=Vi—-V;

ou ainda, definindo a energia total E =T + V', vemos que Fy = Ey, i.e., o
valor da energia no ponto 1 é igual a seu valor no ponto 2.
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Teorema de conservacgao da energia - Se as forgas agindo sobre uma
particula forem independentes da velocidade e do tempo e forem conservati-
vas, i.e., se V X F = 0, entao a energia total £ = mv?/2 + V(r) é constante
ao longo do movimento.

Note que em uma dimensao toda forga da forma F' = F'(x) serd necessa-
riamente conservativa. Veremos alguns exemplos desse caso a seguir.

1.5 Movimento em uma dimensao

Considere uma particula de massa m movendo-se em uma dimensao sob a
acao de uma forga F'(x). Como F' = —dV/dzx, a energia potencial é dada por

onde a constante T pode ser escolhida conforme a conveniéncia do problema.
A energia total da particula

E= % (%)ZV(@ (1.11)

¢ uma constante do movimento, determinada unicamente pelas condicoes
iniciais. Resolvendo essa equacao para a velocidade obtemos

dx 2
i \/E (B —V(x)),

que pode ser integrada diretamente. Escrevendo que z(0) = xy encontramos

x(t) /
t = \/E / de . (1.12)
2 Ja V(E-V())
Se conseguirmos resolver a integral explicitamente obteremos uma expressao
para t em funcao de x, que, ao ser invertida, resultara na solugao procurada,
x = z(t).
Como um exemplo simples considere o oscilador harmoénico V (z) = kx?/2 =

mwiz?/2 onde wy = \/k/m. Escolhendo x5 = 0 a integral fica

. /m/x dx’
28 Jo /1 —mwia?/2E
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Fazendo a substituicio 2/ = /2F/mwisinf a integral fica simplesmente

V2E/mw? 6 e
m | 2F 1
Y R
2FE\| mw?  wo

ou 0 = wpt. Substituindo de volta em x obtemos o resultado esperado z(t) =

V2E /mw? sin (wot).

1.5.1 Osciladores anarmonicos

O movimento de uma particula sob a agao de for¢as nao harmonicas pode ser
bastante complicado e, s6 em casos particulares, as equacoes de movimento,
podem ser resolvidas analiticamente. Nesta se¢ao vamos ainda nos restringir
a sistemas unidimensionais e considerar inicialmente uma particula sob a
agao de uma forga conservativa dada pelo potencial V(z) = ax?/4 + bx3/3 +
cx?/2 + dx + e. A constante e pode ser eliminada pois ndo modifica a forca
F(z) = —dV/dx. Podemos ainda eliminar d fazendo # — x + « e escolhendo
« de maneira apropriada. Fixando a = 1, o que corresponde a re-escalar a
variavel x, obtemos uma expressao simplificada dada por

4 3 2

x bz cx
V()= —+—+—.

@W=F+t5 "3

Os pontos onde V'(z) = dV/dx = 0 correspondem a pontos de equilibrio
da particula, pois a forca é nula nesses pontos. A estabilidade do ponto de
equilibrio é dada pelo valor de V" (z): o ponto é estavel se V" (x) > 0 (minimo
da energia potencial) e instavel se V”(x) < 0 (maximo da energia potencial).

Nesse caso, os pontos de equilibrio sao dados por

b 1
29 =10, xi:—ﬁj:E\/bQ—élc

com
c se T =g

10 —4o) FEV2 —dc se z =1y

Os pontos x4 s6 existem quando b® > 4c. A figura (1.4) mostra um
diagrama da estabilidade dos pontos de equilibrio no plano c-b. Na regiao
branca, dentro da parabola, sé o ponto z( existe e é estavel. Em toda regiao

V'(x) =
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12

Figura 1.4: Diagrama da estabilidade dos pontos x4+ no plano ¢-b. Na regiao
branca, dentro da pardbola, s6 o ponto x( existe e é estavel.

05 2 05
o 04
03
02

X
01

00
05 -8

0,1+

Figura 1.5: Fungao potencial para (a) b=3.15, ¢=2; (b) b=3.15, ¢=0; (c)
b=0, c¢=2.

c < 0z é instavel e ambos z; e x_ sao estaveis. Para ¢ > 0 e a direita da
parabola (regiao escura) xq é estavel, z, é instavel e x_ estavel. Finalmente,
na regido simétrica, a esquerda da pardbola (regido escura também), xy é
estavel, x, é estavel e x_ instavel. A linha ¢ = 0 é uma linha critica onde
zo = x4 = 0 (0s pontos coalescem) sendo marginalmente instaveis (V" = 0)
e apenas r_ é estavel. A figura mostra alguns exemplos de V(z)
para diferentes valores dos parametros b e ¢. No caso da figura (a), por
exemplo, a particula pode ficar confinada ao poco esquerdo ou direito do
potencial, ou ainda, se tiver energia suficiente, oscilar sobre os dois pocos.
Nesse caso, se adicionarmos uma forca de atrito proporcional a velocidade
a particula perdera energia e acabara por parar em um dos minimos, nao
necessariamente o de menor energia. O ponto de equilibrio estavel de energia
mais alta é chamado de meta-estavel, pois a particula pode escapar para o
ponto de energia mais baixa se puder absorver energia externa e transpor
a barreira que separa os dois minimos. Isso pode ocorrer, por exemplo,
se o sistema estiver acoplado a um reservatorio térmico onde KT seja da
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ordem da altura da barreira de potencial. Transicoes onde a estabilidade ou
o numero de pontos de equilibrio muda, conforme um parametro do sistema
é variado, sao chamadas de bifurcacoes.

Como comentério final, notamos que se acrescentarmos uma forga externa
periddica da forma Fj cos (wt), o movimento da particula pode tornar-se ex-
tremamente complicado e caodtico, sendo aprisionado temporariamente em
um dos pocos, depois saindo, caindo no outro pogo e assim por diante. No
caso em que b = 0 o sistema resultante é conhecido como Oscilador de Duf-
fing.

No capitulo 7 estudaremos em mais detalhes a teoria de estabilidade linear
de pontos de equilibrio.

Como exemplo nao trivial de aplicagao da equagao (|1.12)) considere o

potencial quartico invertido, onde escolhemos a = —1, b=0¢e ¢ = 1:
4 2
x x
Vi) =——F++—
(z) T

Esse potencial tem um minimo estavel em xy = 0 e dois pontos de méaximo
simétricos em x4 = +1, sendo conhecido as vezes como poco duplo invertido.
Embora o cédlculo da integral nao possa ser feito em geral, podemos
resolve-la explicitamente se a energia da particula for exatamente a energia
correspondente aos pontos de méximo, i.e., ¥ = 1/4. Supondo por simpli-
cidade que m = 1/2 e que inicialmente z(0) = 0, podemos calcular quanto
tempo a particula leva para atingir o ponto de equilibrio em z = 1. A
resposta é surpreendente. Substituindo o potencial invertido com E = 1/4
encontramos um quadrado perfeito dentro da raiz quadrada:

t_/‘f,v d‘r/ _/‘CC dx/
N 0 1—2$/2+ZL‘/4_ 0 1 — a2

Fazendo 2’ = tanhwu a integral resulta exatamente u e obtemos ¢t = u ou
x(t) = tanht. Dessa forma, o tempo necessirio para que x atinja o valor
de equilibrio x = 1 ¢ infinito! Esse resultado é valido sempre que temos
movimento sobre curvas chamadas de separatrizes, que conectam pontos de
equilibrio instaveis. No capitulo 4 visitaremos alguns problemas unidimensio-
nais, particularmente o péndulo simples, onde encontraremos as separatrizes
novamente.




18 CAPITULO 1. MECANICA NEWTONIANA 1.6

1.6 Sistemas de particulas

Quando estudamos o movimento de uma unica particula, as forcas que agem
sobre ela sao necessariamente externas. No caso de um sistema com varias
particulas, temos que distinguir entre as for¢as internas, que uma particula
exerce sobre a outra, e eventuais forcas externas que podem agir sobre todas
as particulas ou sobre um subconjunto delas [4]. Considere, por exemplo, um
atomo de varios elétrons e suponha que seu nticleo possa ser considerado como
uma tnica particula de carga positiva. Se o atomo for colocado entre as placas
paralelas de um capacitor carregado, teremos as interacoes eletromagnéticas
internas entre os elétrons, e entre estes e o niicleo, e a forca externa provocada
pelo campo elétrico gerado pelo capacitor que age sobre todas as particulas
carregadas do sistema.

Considere entao um sistema com N particulas e seja F;; a forca exercida
pela particula ¢ sobre a particula j. Seja ainda F¢ a forca externa total que
age sobre a particula 7. A segunda lei de Newton para a i-ésima particula
fica

d;: =Y F; +F (1.13)
J#i
A derivacao das leis de conservacao dos momentos linear e angular para
um sistema de particulas depende explicitamente da aplicacao da terceira lei
de Newton, que obviamente nao faz sentido quando consideramos uma tinica
particula sob a acao de forcas externas. Como é usual vamos re-enunciar a
terceira lei nas suas formas fraca e forte:

Acao e reagao - forma fraca - A forca exercida pela particula ¢ sobre
a particula 7 é igual em moédulo, mas em sentido contrario, a forca exercida
pela particula j sobre a particula i: F;; = —F;, figura (L.6g).

Acao e reagao - forma forte - A forca exercida pela particula ¢ sobre
a particula j é igual em mddulo, mas em sentido contrario, a forca exercida
pela particula 5 sobre a particula 7. Além disso essas forgas sao exercidas
na dire¢ao que une as particulas: F;; = —F;; com Fy; || (r;—r;), figura (1.6b).

Se as forcas internas satisfizerem a terceira lei pelo menos em sua forma
fraca, entao a soma de todas as forcas internas se anula, pois, duas a duas, a
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(a) (b)

1 j .
/ i

Ji Ji j

Figura 1.6: Ilustracdo da terceira lei de Newton nas formas (a) fraca e (b)

forte.

soma ¢ zero. Substituindo p; = m;v; em ((1.13)) e somando sobre i obtemos

d2
@ (Z"Mn,) = ZF]Z+ZFf:ZFZ€EFe

1,74 i
onde F¢ é a soma de todas as forcas externas agindo sobre as particulas do

sistema. Definimos agora a coordenada do centro de massa do sistema por

R = zz—mr (1.14)
i M

onde M = ). m,; é a massa total. Em termos de R a equacao de movimento
anterior fica

d’R
M—— =F¢ 1.15

ou ainda, em termos do momento linear total

dR dr;

P=M—= — 1.1

dt Z Tt (1.16)
obtemos P

—— 1.17

7 (1.17)

e a seguinte lei de conservacao:

Teorema de conservagao do momento linear total - Se a forga externa
total agindo sobre o sistema de particulas é nula, entao P = 0 e o momento
linear total permanece constante durante o movimento.
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Para derivarmos a lei de conservacao do momento angular total precisa-
mos que as forgas satisfacam a terceira lei na sua forma forte. O momento
angular total do sistema de particulas é

L=) rxp:. (1.18)
Derivando em relacao ao tempo obtemos

dL i

o Z r; X pi

(note que 1; X p; = 0 pois esses vetores sao paralelos). Substituindo p; por

(1.13) vem
dL .
E:ZTZ‘ XFi+Zri XFZ‘j.
i i\j#i
A 1ltima soma dupla pode ser calculada se analisarmos a contribuicao de
cada par de particulas. Para o par k e [ temos

I'kXFkl+rlXFlk:(I‘k—I‘Z)XFkl:O

onde usamos a terceira lei fraca na primeira passagem, Fp; = —Fj, e a
forma forte na segunda passagem, onde a forca é paralela a linha que une as
particulas. Definindo o torque total externo por

N°=> 1 xFy (1.19)
obtemos JL
— = N-*¢ 1.2
p” (1.20)
e o

Teorema de conservagcao do momento angular total - Se o torque
externo total agindo sobre o sistema de particulas é nulo, entao L = 0 e o
momento angular total permanece constante durante o movimento.

Para fechar essa secao discutimos brevemente a questao da conservacgao
de energia em sistemas de muitas particulas. Seja F; = > i Fji+F7 aforca
total agindo sobre a i-ésima particula. Se F; depender apenas das posicoes
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das particulas do sistema (e nao de suas velocidades ou do tempo), F; =

F;(ry,ry,...,ry), € se existir uma funcao potencial V=V (ry,ry,...,ry) tal
que
oV
— V.,V = —
! 81'7;
entao

E = Z ek
2
permanece constante durante o movimento.

A prova é bastante simples. Comecamos escrevendo a equacao de movi-
mento para a componente k da i-ésima particula (k = x,y ou z):

ry,...,ry)

dvik ov
i = Fo= — .

Nessa equagao v;; denota a componente k£ da velocidade da particula 2. Mul-
tiplicando os dois lados por v;;, obtemos

dvy, d (mpd\ OV 9V day,
Mk = g (T) = o T s dt
Somando dos dois lados sobre as componentes k e sobre as particulas ¢ vemos
que aparece de um lado a energia cinética total do sistema, T = >, m;v?/2 =
> >, mivk /2, enquanto que a direita aparece a derivada total do potential
V' em relagao ao tempo, pois

DR
— 8@,@ dt )
Passando o termo do potencial para direita obtemos

ar dv d

%-F 7 dt(T+V)—0

e, portanto, &/ =T + V é constante.

Note que nao estamos apresentando as condigoes que as F; devem satis-
fazer para que a fungao V exista. Uma discussao interessante sobre isso pode
ser encontrada no livro do Symon, no capitulo 4.
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1.7 O problema de Kepler

O problema de dois corpos interagindo gravitacionalmente, ilustrado na fi-
gura ([1.7), ficou conhecido como Problema de Kepler (1571-1630) devido as
famosas leis do movimento planetario formuladas pelo astronomo alemao. O
problema foi de fato resolvido por Newton cerca de 50 anos apds seu enunci-
ado empirico por Kepler. Devido sua grande importancia na Fisica e na As-
tronomia, e também por causa das aplicagoes que faremos mais tarde sobre
movimento cadtico no problema gravitacional de trés corpos, resolveremos
esse problema com certo detalhe nesta secao.

1.7.1 Equacgoes de movimento e quantidades conserva-
das

As equagoes de movimento dos corpos de massa m; e mo, considerados pon-
tuais, sao dadas por

i Gm1m2 (I‘ r )
m =

111 |I‘2 — I‘1|3 2 1
Mol Grmimy (ro —11)

Essas equagoes podem ser bastante simplificadas se re-escritas em termos de
coordenadas relativa e de centro de massa

r =TI9—1T; ry = R — MI‘
N 1.21
R . mirq + ™moXo my ( )
=T r, =R+ 2wt
Somando diretamente as duas equagoes de movimento obtemos
MR =0, (1.22)

onde M = mj + msy é a massa total, e que indica a conservacao do momento
linear total, pois nao hé forcas externas. Cancelando m; nos dois lados da
equacao de movimento para o primeiro corpo e ms na equagcao para o segundo
e subtraindo uma da outra obtemos ainda

GMpu

2

pit = — P (1.23)
T
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X

Figura 1.7: Interacao gravitacional de dois corpos.

onde = mymsy/(my +my) é a massa reduzida. Dessa forma, o problema de
dois corpos em trés dimensoes é reduzido ao problema de um tnico corpo em
3D onde uma particula ficticia de massa reduzida p é atraida para a origem
por outro corpo ficticio de massa M. Cancelando, ainda, p vemos que a
dinamica é determinada unicamente pela massa total M.

E facil ver que as forcas de interacao podem ser derivadas a partir do

potencial
Gmim GM
V(s =) = — 2 = 28

_|I'2—I'1‘ N T

com F19 = —=V3V e Fyy = =V, V. A energia total, portanto, é conservada.
Além disso, as forcas satisfazem a terceira lei de Newton na forma forte, e o
momento angular total também é conservado. Escrevendo

L = miry X r; + mary X Iy
e usando as transformagoes obtemos
L =m(R—"2r) x (R—228) + me(R+ 2r) x (R + M)
= MR xR+ Ur X T

= LCM +L,.

Como R = 0 e i estd na direcio de r fica claro que dLgy/dt = dL,/dt =
0 e os momentos angulares em relacao ao centro de massa e relativo sao
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conservados independentemente. O mesmo ocorre com a energia total do

sistema: . L
E = mir] 4 imoi3 + V(jry —rq))

- {%MRZ} + {32+ V(r)} = Ecu + E,

com FEqys e E,. também conservadas independentemente.

A conservacao de L, mostra que o movimento relativo ocorre em um plano
perpendicular a L,. Escolhendo o eixo z na dire¢ao de L,., podemos resolver
as equacoes de movimento introduzindo coordenadas polares no plano

T~y
x =rcosf r= \/Wy2
— (1.24)
y =rsind tanf = y/x
com

7 = Zcosf + ysinf
(1.25)
0 = —2sinf + g cosh.
Escrevendo r = r7 e derivando duas vezes em relagao ao tempo obtemos
P =7+ =7 +r00
(1.26)
Po=(F — 0?7+ (270 + r6)0

onde usamos que dr/d0 = 0 e d0/d) = —+.

Multiplicando por p e usando ([1.23)) obtemos duas equagoes, uma na
diregao radial e outra na direcao angular. A segunda dessas equacoes pode
ser escrita na forma

.. 1d .
0= (270 + rf :--( 29).
(200 -+ 10) = = (pr
Olhando a primeira linha da equacao (1.26)) vemos que rf = vy de forma que

a quantidade entre paréntesis ¢ o momento angular na direcao z: ur’f =
urvg = L,. Com isso temos

. L
0 =—" 1.27
e (127)
ou ainda . g
r 13
0(t) =0y + — —_— (1.28)
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Essa equagao poderd ser integrada quando a funcao r = r(t) for conhecida.
A equacao radial fica
GMpu

. )
(i —rf*) = =

e pode ser simplificada usando (|1.27)):

L.\* GM
o)

L2 2
L? GM
> M (1.29)
B _i Lg _ GMpu _ _%
dr \2ur? r T dr

Note que a energia associada ao movimento relativo também pode ser escrita
em termos do potencial efetivo V,y definido acima. Usando novamente a
primeira das equagdes (|1.26) temos

B, = Lu(r? +r20%) — e = 12 L v (1.30)

Dessa forma, o movimento radial fica equivalente ao movimento de uma
particula de massa 1 em uma unica dimensao r (nunca negatival) sob a agao
do potencial efetivo V. ¢. Esse potencial leva em conta implicitamente a parte
angular do movimento no termo que contém o momento angular.

1.7.2 Solucao da equacgao radial

O potencial efetivo
L? GMpu

Ve =
! 2412 r

é ilustrado na figura para o caso genérico L, # 0. O tipo de orbita
descrita pelo sistema de dois corpos, aqui representado em termos de sua
coordenada relativa, depende do valor da energia relativa E,., que nesta secao
chamaremos simplesmente de E.

A menor energia possivel, E = V,, para ocorre para r = 1. (veja a figura
onde
B L? V- G2 M? 3
T GMp? °T 22

Te

(1.31)
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v. A

ef

Figura 1.8: Potencial efetivo para L, # 0. Para E < 0, drbita eliptica; para
E =0, érbita parabdlica; para E > 0, hiperbdlica.

Nesse ponto a forca efetiva é nula e o movimento é circular com r = r.. A
equagao (|1.28)) pode ser facilmente integrada e resulta 6(t) = 6+ L,t/ur?. O
periodo deste movimento circular pode ser encontrado impondo que 0(7) =
0o + 27 e resulta 7 = 2w L3 /G* M* 1>

Para V, < F < 0 o movimento apresenta dois pontos de retorno radiais,
Trmin € Tmaz, conforme ilustra a figura , e fica confinado no plano z-y
entre os anéis definidos por esses raios. Para F > 0 o movimento tem uma
maxima aproximacao do centro de forgas dado por 7,,;, mas é ilimitado, de
forma que a distancia relativa entre os dois corpos pode ir a infinito. Apesar
de ser possivel resolver o problema de Kepler pelo método discutido na secao
1.5/ usando a equacao da energia, é mais facil achar diretamente a equacao da
orbita, onde r é dado em funcao de 6. Na verdade o problema fica realmente
simples se o escrevermos em termos de u(d) = 1/r(f). Usando uma linha
para indicar derivacao em relacao a 6 temos:

1d :
Fe o 20y = 2y
u? df 1
e
r:—LT " = —g u? u’
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Multiplicando por p e usando a equacao de movimento radial encontramos

L? L?
— L w? = 2w — GMpu®
M I
o GMpu?
u = —u+ Lzu = —u+ u,

onde u, = 1/r. (veja a figura . A equacao acima é nada menos do que a
equacao de um oscilador harmonico de freqiiéncia unitaria submetido a uma
forga externa constante, como no caso de uma massa presa a uma mola sob
a acao da gravidade. A solucao é

u(f) = Acos(6 — 0y) + u, (1.32)

onde a constante A pode ser escrita em funcao da energia da trajetéria. Para
isso notamos que os pontos de retorno r,,i, € Tmas (este sO para B < 0) sao
dados por E = V,; (figura[1.8). Em termos da varidvel u temos

2

L
E=2"4? - GMpu
2

ot OE
L
=0

As duas solucoes dessa equacao devem ser comparadas com os valores maximos
e minimos atingidos por u(f) na equagao ([1.32)), o que ocorre para 6 = 6, e

9:90+7TZ
Uy = ue £ \Ju2+2uE /L2 = £ A+ u,

u? — Quou —

o que resulta

A= \u2+2uE/L2 =un~/1—E/V. = uce (1.33)

onde € é a excentricidade da orbita. Invertendo (1.32) e usando 1/u. = r.
dado pela equacao (|1.31)) obtemos

Te a(l—é?)

0) = .
r(®) 14+¢€ cos(f —6y) 1+ecos(f—bp)

(1.34)

O parametro a é definido por r. = a(1 — %) = a(E/V,). Usando a equagao
(1.31) obtemos a = —GMu/2F.
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Figura 1.9: Orbitas elipticas no referencial do centro de massa supondo my >
m.

Se V. < F < 0 vemos que ¢ < 1, a > 0 e a orbita fica limitada entre
Tmin = (1 — €) € Tmae = a(l + €). Na préxima subsegdo vamos mostrar
que isso corresponde a uma elipse com semieixo maior a. O parametro 6,
indica a orientagao da elipse no plano e tem uma interpretacao importante:
quando 6 = 6y, r atinge seu menor valor possivel, sendo portanto a posi¢ao
de maior aproximacao dos corpos, ou periélio. Se escolhermos um SIR em
repouso em relacao ao centro de massa, podemos tomar R = 0, de forma que,
pelas equagoes (L.21]), teremos ry = —(mo/M)r e r9 = (my/M)r, ou seja,
as orbitas de ambos os corpos sao elipticas, proporcionais a r, mas sempre
em diregoes opostas. A orbita do corpo de maior massa sera sempre interna
aquela do corpo de menor massa. Na figura ilustramos o movimento
supondo que my > my. No caso do sistema solar, a elipse descrita pelo Sol
tem semieixo maior menor do que o raio do préprio Sol.

Se E > 0 teremos ¢ > 1 e a < 0 (de forma que a(l —€*) > 0) e a
equagao representa uma hipérbole cujas assintotas podem ser obtidas fazendo
r(f) — oo, o que resulta § = 0y +arccos (—1/€) e § = Oy + 27 —arccos (—1/¢).

No caso critico £ = 0 a equacao da orbita pode ser reescrita como r +
rcosf = a, onde escolhemos 0y = 0 por simplicidade. Fica como exercicio
mostrar que essa equacao pode ser colocada na forma y? = a? — 2ax, que
representa uma parabola deitada.
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1.7.3 A equacao da elipse

A equacao da elipse com centro na origem do sistema de coordenadas e semi-
eixos a e b é dada por

22 P

a b

e esta ilustrada na figura [[.10] a esquerda. A excentricidade da elipse é

definida como
e=+/1—10%/a?

e mede o seu alongamento: ¢ = 0 corresponde ao circulo e quanto mais
proximo é seu valor de 1, mais alongada a elipse fica. E conveniente usar a
e € como parametros independentes e escrever

b=av1—¢€2

Os focos da elipse estao dispostos simetricamente sobre o eixo x a distancias
+ae da origem.

Chamando de r_ e r; as distancias de um ponto arbitrario sobre a elipse
até cada um dos focos (veja a figura , temos a seguinte propriedade
geométrica:

r_ +ry = 2a.

Podemos demonstrar essa propriedade usando a equacao da elipse ou usé-la
como definigao da elipse e, a partir dela, demonstrar a equacao. Vamos adotar
a primeira linha de raciocinio e deixamos como exercicio fazer o caminho
contrario. Sendo r = (x,y) o vetor posi¢ao do ponto sobre a elipse medido a
partir da origem, temos:

r- =r+aet = (z+ ae,y)
ry =r—aet = (r — ae,y)

de forma que ry = /(x £ ae)? + y2. Usando a equagao da elipse podemos
substituir y? = (1 — 2%/a®>)b? = (1 — €?)(a® — 2?):

r+ = /22 % 2aex + a2e® + (1 — €2)(a? — 22)

= Va2 £ 2aex + €222 = \/(a + ex)?

—atex.
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Y

Figura 1.10: Elipse com centro na origem e com foco na origem.

Somando obtemos imediatamente r_ + r = 2a.

A equacao da dorbita que obtivemos na secao anterior tem trés diferencas
em relagao a equacao da elipse que descrevemos acima: um de seus focos
estd na origem (e ndo no centro); ela estd escrita em coordenadas polares e;
sua orientagao é arbitréaria, dada por #y. Colocando o foco na origem temos
a nova equagao (veja a figura[1.10] direita)

(z — ae)? Y

=1.
a? * a?(1 —e?)

Usando agora (veja a figura) que t' = r —2aez = (v —2ae, y) e que 7’ = 2a—r

obtemos:

% = (2a —1)% = (z — 2a¢€)? + 1

4a? — dar +r? = 2% + y? — daex + 4a®é?
4a*(1 — €?) = 4a(r — ex) = 4ar(1 — ecosb)
e, finalmente, cancelando o fator comum 4a e isolando r:

_a(l—é?)
1 —ecosh

que corresponde a equagao do movimento de Kepler para energias negativas
com By = .
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r do

r(t
r(t +3t)

s ¥

N

Figura 1.11: No intervalo dt o raio vetor se move de r(t) a r(t + dt) varrendo
o angulo df.

1.7.4 As trés leis de Kepler

A primeira das leis de Kepler afirma que os planetas giram em torno do
Sol em orbitas elipticas. Como a elipse descrita pelo Sol é muito pequena,
podemos considera-lo parado no centro de massa do sistema solar.

A segunda lei de Kepler afirma que o raio vetor que une os planetas ao
Sol varre areas iguais em tempos iguais. De fato, a area varrida pelo raio
vetor no tempo dt é, veja a figura [1.11] é

1
dA = =r?df
2

ou

dA 1 ,d0 1 ,.

— = —r’— = —r?9 = = = constante.

a2 dt 2 2/

Finalmente, a terceira lei de Kepler diz que o quadrado do periodo orbital

dos planetas é proporcional ao cubo do semieixo maior de sua orbita. Para
demonstrar esse resultado basta integrar a lei das dreas sobre um periodo
para obter

L,
A= 5 T — rab=ra®>VI— & = ra*\/E/V..

!
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Elevando os dois lados ao quadrado e usando E = —GMp/2a (veja o resul-
tado abaixo da equagao (|1.34)) e V. dado por (|1.31)) obtemos,
Ly 20 4 L

=710 ————.
42 GMp2a
ou )
o _ AT a3
GM
Finalmente, definindo a frequéncia do movimento como w = 27 /7 pode-
mos reescrever essa equacao na forma

T

0= {W} " (1.35)

1.8 Exercicios

1. Considere uma particula em queda livre vertical onde a distancia inicial
em relagao ao solo xy nao pode ser desprezada em relagao ao raio da
Terra R. Mostre que no limite em que xg/R << 1 a solu¢ao da equagao
de movimento é

o] %

z(t) = (zo — §> cosh (vt) + % sinh (vt) +

onde v = /2g/R. Calcule z(t) para v — 0.

2. Considere uma particula de massa m = 1/2 movendo-se sob a agao do

potencial

rt 22

Faga um esbogo de V(x) e discuta os tipos de movimento possiveis.
Encontre os pontos de equilibrio do potencial e discuta sua estabilidade.
Encontre explicitamente a equacao da trajetéria para o caso particular
onde £ =1/4 e 2(0) = 0.

3. Considere uma particula de massa m = movendo-se sob a agao do
potencial
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Como o potencial é limitado todas as trajetorias sao fechadas. Obtenha
uma expressao para o periodo das trajetérias em funcao de sua energia
total E.

Uma particula de massa m esta sujeita a uma forca elastica F' = —kz e
a forca de atrito F, = —bx onde b e k sao constantes positivas. Encontre
x(t) e discuta os tipos de solugoes que podem ocorrer.

. Uma particula de massa m esta sujeita a forca F' = —kx +a/z3. Deter-

mine a energia potencial V' (z). Descreva qualitativamente o movimento
e encontre z(t).

Mostre que a magnitude do vetor posicao do centro de massa, R, é
dado pela equacao

M2R2 — Mzi:mirf — %;mimjrfj

onde r;; = |r; — 135/

Considere um sistema de particulas e as coordenadas e velocidades
relativas ao centro de massa

r'i:ri—R V/i:Vi—V

onde V = dR/dt. Mostre que:
(a) L=RxP+ Zz I'IZ‘ X miv’i,
(b) T =1/2MV? +1/23, mv's

(c) >, mir/; = 0.
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Capitulo 2

As Equacoes de Euler-Lagrange

Apesar do principio deterministico de Newton afirmar que, conhecidas as
forcas e o estado inicial de um sistema, podemos sempre calcular seu estado
futuro, em muitos problemas a situacao é bem mais complicada. Uma das
grandes dificuldades encontra-se na existéncia de vinculos em varios proble-
mas de interesse. Dependendo da natureza dos vinculos a simples aplicacao
direta da segunda lei de Newton nao basta para encontrar a trajetéria do
sistema. Veremos varios exemplos a seguir.

As equagoes de Euler-Lagrange, que derivaremos nessa se¢ao, podem ser
pensadas como uma remodelagao da segunda lei de Newton que conseguem
lidar com a questao dos vinculos de forma mais natural. Existem duas ma-
neiras de deduzir essas equacoes: a primeira utiliza diretamente a segunda
lei e usa o conceito de deslocamento virtual, introduzido pelo fisico frances
Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783), para eliminar as forgas de vinculo
das equagoes de movimento. A segunda, que veremos no préximo capitulo é,
de certa forma, mais geral e usa o Principio Variacional de Hamilton. O ma-
terial apresentado aqui é fortemente baseado no livro Classical Mechanics de
H. Goldstein [5]. Outras referéncias relevantes para esse capitulo sao [4, [6].

2.1 Vinculos e graus de liberdade

Consideremos um sistema genérico com N particulas interagentes de coorde-
nadas cartesianas rq, ro, ..., ry. Os vinculos aos quais essas particulas podem
estar sujeitas sao classificados em duas categorias:

35
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<V

Xy

Figura 2.1: O péndulo simples. A forga de vinculo é a tensao no fio, que
mantém a particula a uma distancia fixa » = a da origem.

Vinculos Holonoémicos - sao aqueles que podem ser expressos em termos
de fungoes do tipo f(ry,ra,...,ry,t) = 0. Exemplo: os vinculos sobre as
particulas de um corpo rigido podem ser escritos como (r; — r;)* — cfj = 0.
No caso do péndulo simples (veja figura o vinculo é r —a = 0.

Vinculos Nao-Holonémicos - sao aqueles que nao podem ser expressos
dessa forma. Exemplo: as paredes de um recipiente esférico de raio a onde
encontram-se confinadas as moléculas de um gas. Nesse caso os vinculos sao
< a.

Os vinculos introduzem duas dificuldades: em primeiro lugar, as coorde-
nadas r; nao sao mais independentes e, em segundo, as forcas de vinculo nao
sao conhecidas a priori. No caso do péndulo, por exemplo, a tensao no fio
deve ser calculada a partir das equagoes de movimento.

Se houverem k vinculos holonomicos, podemos usar as k equacoes
fi(ry,ro, ..., ry,t) = 0 para eliminar k varidveis. O numero de varidveis
independentes n = 3N — k é o numero de graus de liberdade do sistema.
Temos entao duas opgoes: usar n das 3N coordenadas cartesianas originais
ou introduzir n novas variaveis qi, qs, . . ., ¢, que sejam independentes e que
especifiquem unicamente a configuracao do sistema. Variaveis desse tipo sao
chamadas de coordenadas generalizadas e devemos ser capazes de escrever
todas as coordenadas originais em termos delas:

ry = 1'1(9176127-~-7Qn7t)
: (2.1)
ry = I'N(CI1>C]27---7th)-

No exemplo do péndulo plano, figura [2.1], as coordenadas cartesianas da
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particula sao x e y. Em termos de coordenadas polares a equagao de vinculo
é r = a e basta 0 para especificar sua posicao. A transformacao nesse caso é

T =acosf
y = asinf.

O sistema tem apenas 1 grau de liberdade com coordenada generalizada
q=20.

2.2 O principio de D’Alembert: caso estatico

O principio de D’Alembert, ou principio do trabalho virtual, usa a nocao de
coordenadas generalizadas e o conceito dos deslocamentos virtuais para eli-
minar as forgas de vinculo da descricao do problema. Veremos inicialmente
como fazer isso no caso estatico, onde estamos interessados apenas nas con-
figuragoes de equilibrio, e depois veremos como a idéia pode ser estendida
para a dinamica.

Nesse formalismo, a distin¢ao entre forgas de vinculo e outras forcas, que
chamaremos de forcas aplicadas, ¢ fundamental. Seja entao

F, =F" +f, (2.2)

a forga total atuando na i-ésima particula do sistema, onde f; sao as forgas
de vinculo e Fga) sao as forcas aplicadas, que podem ser externas ou devido
as outras particulas do sistema.

Um conjunto de deslocamentos virtuais sobre o sistema é definido
como pequenas alteracoes instantaneas or; na posicao das particulas de tal
forma que nao violem os vinculos, ou, matematicamente falando, de forma
que o trabalho realizado pelas forcas de vinculo seja nulo:

N
=1

A distin¢ao entre deslocamentos reais dr;, que de fato podem ocorrer no
sistema, e os virtuais dr; esta no fato de que os ultimos sao feitos com o tempo
congelado. Usando as transformagoes (2.1)) para coordenadas generalizadas

temos
- ari
dr; = —dq; +
> o

ar;

St (2.4)

J=1
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y A h o
.7 odt | Y
dr . gl E .
e | dr=3or
= 0=wmt _ |
x :
Xy

Figura 2.2: Barra girando com Figura 2.3: No peéndulo simples
conta que desliza. Nesse caso or # or = dr = adf 0.
dr

enquanto que

" Or;
— 8%‘ qJ ( )

Exemplo 2.2.1: Considere uma barra girando horizontalmente com ve-
locidade angular constante w e na qual uma conta pode deslizar sem atrito,
conforme ilustrado na figura 2.2l O deslocamento virtual da particula ocorre
com o tempo congelado e é feito ao longo da barra com esta parada. O des-
locamento real da conta, por outro lado, leva em conta a rotagao da barra.

Note que a forga de vinculo em cada instante é sempre perpendicular a barra
edr-f=0.

Exemplo 2.2.2: No caso do péndulo simples, figura[2.3 o deslocamento
virtual coincide com o real e esta na direcao #, perpendicular a tensao no fio.

Nesta secao vamos considerar apenas situagoes de equilibrio, onde F; = 0.
Entao, usando ([2.3)

O—ZF 5rZ—Z( ) - Or; = ZF - or;.

=1

Note que conseguimos eliminar totalmente as forcas de vinculo da equacao
de equilibrio. No entanto, justamente devido aos vinculos, os deslocamentos
or; nao sao independentes e essa equacao nao implica que FE“) = 0. De fato
sabemos que a condicao de equilibrio é Fga) = —f;.



2.3 2.2. O PRINCIPIO DE D’ALEMBERT: CASO ESTATICO 39

Usando a equagao ([2.5)) obtemos

N n or;
ZZFEG) ' 8_q;6% =0

i=1 j=1

ou ainda
> Qidq; =0 (2.6)
j=1
onde
N or;
Q=Y FY. = (2.7)
dq;

i=1

sao as forcas generalizadas. Como as coordenadas generalizadas sao in-
dependentes, a condicao de equilibrio se reduz a @); = 0, que podem ser
resolvidas sem o conhecimento das forgas de vinculo.

Exemplo 2.2.3: Considere o péndulo novamente, ilustrado nas figuras
e . Nesse caso F(®) = mgi, f = —TF e a transformacdo de (x,%) para
a coordenada generalizada 6 é x = acosf, y = asinf. A forca generalizada
para a coordenada 6 é

Qp = mai - (&c 8y> Ox

20°90) = mg% = —mgasin 6.

A condigao de equilibrio @y = 0 fornece § = 0 ou 6 = 7.

Exemplo 2.2.4: Suponha que o corpo na extremidade do péndulo tenha
massa m e carga elétrica ¢q. Se, além do campo gravitacional, for aplicado
um campo elétrico horizontal constante, E = Eyy a forga aplicada total serd
F@ = mgi + qE,7, de forma que

ox 0 .
Qy = mg% + qua—Z = —mgasin 0 + qaFEy cos 6.

Agora a condigao de equilibrio resulta tan = gEy/myg.
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2.3 O principio de D’Alembert e as equacoes
de Lagrange

O principio de D’Alembert pode também ser usado para fornecer uma des-
crigao completa da dinamica do sistema sem que as forcas de vinculo preci-
sem ser incluidas explicitamente. O ponto de partida para essa descrigao é a
segunda lei de Newton, escrita na forma

0 = ]’_T‘Z —erZ = Fga) —{—fz —erZ = O

Multiplicando tudo por deslocamentos virtuais dr;, somando sobre ¢ e usando
novamente que o trabalho das forgas de vinculo se anula para deslocamentos

virtuais, obtemos
N

E (F’Ea) - mlrl) : (SI'i = 0.
i=1
O primeiro termo dessa equagao nods ja calculamos na segao anterior e o

resultado é N
Z Fga) . 5I'i = Z Qj(qu (28)
j=1

i=1
onde as forcas generalizadas @); sao dadas por (2.7)).
Para simplificarmos o segundo termo e escreve-lo diretamente em termos

das coordenadas generalizadas g; precisaremos de quatro resultados prelimi-
nares:

R1 - Derivando as relagoes (2.1)) em relagdo ao tempo obtemos

. ari . 81'@-
ri — _ . .
— dg; G o
o que mostra que 1; é funcao de q1,...,¢n,q1,. .., ¢, Além disso vemos que
0q;  0q;°

R2 - A seguinte relagao é verdadeira:

dt 8qj a (9qj )
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Para demonstra-la basta calcular cada lado da equacao separadamente:

i % _Z 821‘1‘ . 82r,~
t\0q; ) ~ £~ 9g,0q;, ™ " Btog,

8]3'1 . a (drl) . Z 61’1 Z 8 r, . a r;
0q; é)qj 8qk 8qjaqk é)qj ot
onde tratamos as variaveis g e ¢r como independentes.

R3 - Usando a regra elementar 2f(z)0f(x)/0xz = (9/0x)f*(x) podemos

escrever
0 1 oT
Z mzrz . Z _mzrf = 5.
04— 04 2 g
onde T é a energia cinética do sistema.

R4 - Usando exatamente o mesmo truque temos

0 1 ,\ or
m;r; - —mr; | = —.
Z 9~ da; (Z 2 ) 9,

Podemos agora simplificar facilmente o segundo termo da equagao dinamica
de D’Alembert. Comegamos escrevendo

n
N . . 81‘1
Zizl m;t; - 0r; = E E m;r; - '

i=1 j=1

_Z 4 mr% _m.i-.‘i Or; 50
N i dt o 8qj o dt 8(]] 9

Usando R1 e R2 obtemos

d . Or; . Or;
Zmzrz (51'2 Z {dt [miri : a—q]‘| — m;r; - a—qj} (qu

7.7
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Usando ainda R3 e R4
N
d (0T or
Ly 0r; = — | = )
;mr ' ;{dt (3%) 0%} e

Finalmente, usando o resultado ({2.8]), transformamos as 3N equagoes corres-
pondentes a segunda lei de Newton na equagao tnica

d (0T oT
i (5) ~ g~ % fow o

Como os dg; sao independentes as seguintes n equacoes devem ser satisfeitas:

d (0T oT
— =) —5—=0, (2.9)
dt \9q¢; ) 9q;

para j = 1,2,...,n. Obtemos assim a primeira forma das Equacoes de

Lagrange, que envolve a energia cinética e as forcas generalizadas.
No caso em que as forcas aplicadas sao conservativas, entao

) arl_ N oy arz__ﬁ_\/

e podemos escrever

d (0T 0
S L — .
ﬁ(%) ag, L V=0

Se, além disso, o potencial (e as forgas) for independente das velocidades ge-
neralizadas, de forma que 0V/0¢; = 0, as equagoes (2.9)) podem simplificadas
ainda mais escrevendo

d | 0 0
o [a—q,j(T - V)] 5=V =0
ot d (0L oL
=) 2= 1
w(%) g " (2.10

onde L =T —V é a funcao Lagrangeana, que deve ser escrita em termos das
coordenadas e velocidades generalizadas. Essa é a forma mais tradicional das
Equagoes de Lagrange.
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Como tultimo comentério notamos que as equagoes ([2.10)) ainda sao vélidas
se as forgas generalizadas dependerem das velocidades de tal forma que exista
uma fungao U(q, ¢) tal que a seguinte relagao seja satisfeita:

sz—a—UﬂLi <8—U> . (2.11)
dg;  dt \ 9q;

O leitor pode facilmente verificar que as equacoes se reduzem as
com L = T — U nesse caso. Apesar de parecer extremamente especial, as
equacoes sao satisfeitas para a forca de Lorentz, como veremos na
proxima secao.

Veremos a seguir alguns exemplos elementares de aplicacao das equagoes
de Lagrange.

Exemplo 2.3.1 O objetivo deste primeiro exemplo é ilustrar certos cuida-
dos que devemos ter em relagao as varias derivadas parciais e totais que apare-
cem ao longo dos cdlculos no formalismo de Lagrange. Considere um sistema
ficticio de dois graus de liberdade cuja Lagrangeana é dada por L = ¢3¢y +¢3.
Essa Lagrangeana tem as seguintes derivadas parciais:

8_L = 2 a_L = g2 8_L = 201 ¢ 8_L =0
g1 o dqa & oq e g2 .
Veja que ¢ nao aparece em L. As derivadas totais em relacao ao tempo
ficam
4L e A (OLY L,
dt (aq'l) nw (8q2> nh
de forma que as duas equagoes de movimento ficam ¢; — ¢1go = 0 e
211 —0=0.

Exemplo 2.3.2 Considere novamente o péndulo simples, figura [2.1, Em
coordenadas polares o raio é fixo r = a e 6 é a unica coordenada livre. A
transformacao de z, y para 6 é x = acosf, y = asinf. A energia cinética é

obtida calculando-se ]
T = —afsinf

y =abcosh
e T = m(i%+9?)/2 = ma®6?/2. Como V = —mgx = —mga cos § obtemos

1 .
L= §ma292 + mga cos 0
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e a equacao de movimento fica

af = —gsiné.

Exemplo 2.3.3 Considere o problema da barra girando horizontalmente
com velocidade angular constante w ilustrado na figura 2.2 Escolhendo a
barra ao longo do eixo x em ¢ = 0 a posicao angular da conta é dada por
0 = wt, que é uma equacao de vinculo dependente do tempo. A tnica varidvel
livre é r, que escolhemos como coordenada generalizada. A transformagao
de z, y para r é x = rcos (wt), y = rsin (wt). Nao existem forcas aplicadas,
de forma que L = T. As velocidades sao dadas por

& =7 cos(wt) — wrsin (wt)

y = 7sin(wt) + wrcos (wt)
(compare com o resultado R1 acima), de forma que

1 1 1
L=T= §m(x'2 +97) = §m7"2 + §mw2r2.
As derivadas parciais sao OL/97 = ms e OL/Or = mw?r, de forma que a
equacao de Lagrange (2.10)) resulta, apés cancelarmos a massa, ©* = w?r.
Essa ¢é a equagao de um oscilador invertido e a solugao é dada em termos de

funcoes hiperbdlicas. Escolhendo 7(0) = ry e 7(0) = vy a solugao é

r(t) = ro cosh (wt) + % sinh (wt).

Exemplo 2.3.4 Disco de massa m rolando sem deslizar em um plano
inclinado. O problema ¢ ilustrado na figura [2.4] Para especificar a posi¢ao
do disco temos que fornecer as coordenadas (z,y) do centro do disco e sua
orientacao, dada pelo angulo ¢ entre uma marca sobre o disco e o ponto de
contato deste com a superficie inclinada. Essas coordenadas, no entanto, nao
sao independentes, pois existem dois vinculos. Vamos mostrar que o sistema
tem apenas um grau de liberdade e que uma boa coordenada generalizada é
dada por u (veja figura) que da a distancia percorrida pelo centro do disco
sobre o plano. Os vinculos sao:
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y A

X

A

Figura 2.4: Disco rolando em plano inclinado.

(1) Como o disco rola sem deslizar, ad¢ = du, que pode ser integrada resul-
tando em a¢ = u supondo que ¢ = 0 quando u = 0.
(2) Como o disco estd sempre sobre o plano, Ay/Az = tan «.

Esses vinculos nos permitem escrever x, y, ¢, e as respectivas derivadas
totais em relacao ao tempo, em termos de u e u:

r=A—ucosa—asinw T = 1 COS &
y=h—usina+ acosa Y= —usina
¢ =ula ¢ =1u/a.

A Lagrangeana pode ser calculada facilmente:
L =2 +9°) + £6° — mgy

u2

1
=—|m+ — | —mgusina+ Vj
2 a?

onde I é o momento de inércia do disco e V) é constante. A equacao de
Lagrange para u resulta

ii(m + I/a®) = mgsina
de onde calculamos a aceleracao (constante) do centro do disco:

mg sin o
Ul =——-:.
m+ I/a?
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Exemplo 2.3.5 Vinculos na forma diferencial. O primeiro vinculo do
exemplo anterior foi escrito na forma diferencial ad¢ = du e posteriormente
integrado para a¢ = u. E bastante comum, especialmente em sistemas com
discos e aros que rolam sem deslizar, o aparecimento de vinculos desse tipo.
Suponha entao que um vinculo é dado na forma

M
Zgi(xhx?v s ,xM)dCUZ‘ = 0.
=1

Uma equagao desse tipo ¢é dita integravel, e o vinculo holonémico, se existir
uma funcao f(z1,xs,...,xy) tal que

M M
0
df = Z afodxi = E gi(x1,z9,. .., xp)dx; = 0.
=1 i=1

Nesse caso g; = 0f /0x; e a seguinte propriedade é satisfeita pelas fungoes g;:
dg;  0g;
ox j 81’1
Essa ¢ uma condicao necessaria e suficiente para que o vinculo seja identifi-
cado como holonoémico e possa ser integrado.

Exemplo 2.3.6 Péndulo com apoio em parabola. Como ilustracao adicional
considere um péndulo cujo ponto de suspensao desliza sem atrito sobre uma
pardbola y = ax?. As coordenadas do ponto de apoio sdo = e y, as da
massa sao X e Y e 6 é o angulo que o fio do péndulo faz com a vertical. O
sistema tem dois graus de liberdade e as coordenadas generalizadas podem
ser escolhidas como z e 6. As equacoes que conectam a posicao da particula

com z e 6 sao:

X =x+1[sinf X =i +10cosb

Y = az? — lcosd Y = 2axi + 1fsind

A Lagrangeana é
L= %[(l’ + 16 cos 0)* + (2axi + 16 sin 0)%] — mg(az® — lcos®).

Fica como exercicio escrever as equagoes de movimento.



2.4 2.4. LAGRANGEANA PARA A FORCA DE LORENTZ 47

y A

y=ax?

= ¥

Figura 2.5: Péndulo com ponto de suspensao sobre parabola.

2.4 Lagrangeana para a forca de Lorentz

Mostraremos agora que a forca de Lorentz, que um campo eletromagnético
E e B exerce sobre uma particula de massa m e carga g no vacuo,

F = ¢[E + v x B] (2.12)

pode ser colocada na forma (2.11). O primeiro passo para isso é escrever a
forga de Lorentz em termos dos potenciais vetor e escalar A e ®.
Os campos E e B no vacuo satisfazem as equagoes de Maxwell

V-B=0

VxE+ 2 =0.

A primeira dessas equagoes implica que podemos escrever o campo magnético
em termos do potencial vetor como B = V x A. Substituindo na segunda
equacgao e trocando a ordem das derivadas encontramos

0A
E+— ) =0.
Vx( +6t) 0

A funcao dentro do paréntesis pode entao ser escrita como o gradiente de
uma funcao, que escolhemos como —V®. Assim
0A

E=-Vd— —
V=5
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e a forca de Lorentz fica

0A
F:q —V(D—E—FVX(VXA) . (213)
Para mostrar que F pode de fato ser escrita na forma da equagao ([2.11))
vamos manipular as componentes da forca separadamente. Faremos o célculo
para a componente x apenas. O termo dificil de simplificar na expressao
acima é o ultimo. Escrevendo explicitamente o duplo produto vetorial temos

vx(VxA), =v(VxA),—v,(VxA),

= Ay _ 9Ar )y (24r _ 9A: _y, 04y 0A;
_Uy<8x 8y> UZ(az 83:) Yz "5¢ +U$8:E

0Ag 04, 0A, 0Ag 0Ag 0Ag
= Uz, +Uy 8; + v, ox (Uz ox +Uy dy . 0z )

onde somamos e subtraimos os dois ultimos termos da segunda linha. Parte
dessa expressao pode agora ser reconhecida como a derivada total de A, em
relacao ao tempo. De fato temos

dA, 04, 0Aydx  0A;dy 0A;dz

i ot or dt+8y i "o @

04, N 0A, N 0A, 0A,
Ot ox Ve

de forma que

04, 04, 0A. dA, 0A,
Vo (VXA =t bt~

0 04, d4,

= s VAt T

Note que a derivada parcial s6 atua em A,, pois z,y, z,T,¥, 2 sao todas
consideradas variaveis independentes.
Usando essa expressao podemos escrever a componente = de (2.13]) como

Fe =al-5 +5 (- A) = ]

= a5 (@—v-A) - G=].
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O primeiro termo ja esta na forma desejada com U = ® —v- A. Falta apenas
mostrar que o ultimo termo pode ser substituido por d/dt(0U/dv,). De fato,
usando a independéncia das coordenadas e velocidades nas derivadas parciais
temos

doU  do(-vd,)  dA,
dtov, dt v,  dt’

Dessa forma obtemos

b [0, dou
=4 Oxr  dtOv,
onde
U=d-v-A
¢ m
L=—v'—q®+qv-A. (2.14)

2
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2.5 Exercicios

1. Considere o sistema mecanico descrito pela figura [2.6] onde um corpo
de massa m oscila no plano x — y preso por um fio inextensivel de
comprimento total f. O fio passa por uma roldana ideal, estende-se
horizontalmente por uma distancia a e desce verticalmente passando
por outra roldana. Na outra extremidade do fio esta preso um segundo
corpo de massa M que s6 pode se mover verticalmente.

(a) Quantos graus de liberdade tem o sistema?

(b) Obtenha expressoes para os deslocamentos virtuais 07 e 07 dos
corpos de massas m e M.

(c) Calcule as forgas generalizadas e encontre as condi¢oes para haver
equilibrio.

(d) Escreva as equagoes de movimento.

2. O péndulo ilustrado na figura consiste de um corpo de massa m
preso por um fio inextensivel no qual existe uma mola de constante
elastica k. Escreva a Lagrangeana do sistema usando como coordenadas
generalizadas o angulo 6 e o comprimento r medido a partir do ponto
de repouso da mola. Escreva as equacoes de movimento.

3. Obtenha as equagoes de vinculo para um disco rolando sem deslizar em
um plano. Essas equagoes sao um caso especial de vinculos diferenciais
da forma

Zgi(ﬁﬁ,xz, oy Tp)da; =0 .

Um vinculo desse tipo é holondémico apenas se existir uma funcgao
f(z1, xa, ..., x,) tal que a condic¢ao df = 0 reproduza as equagoes acima.
Mostre que nesse caso

0gi o dg,

8xj N 8@
para todo 7, j. Mostre que nao existe tal funcao para o caso do disco e
que, portanto, os vinculos sao nao-holonémicos.

4. Duas rodas de raio a sao montadas nas pontas de um eixo de tamanho
b de forma que elas possam girar de forma independente (fig. 2.8). O
sistema rola sem deslizar sobre um plano. Sejam z e y as coordenadas
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=

e

Figura 2.6: Péndulo de comprimento variavel preso a outra massa que oscila
verticalmente.

=

0 &

X; \m

Figura 2.7: Péndulo com mola.
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Figura 2.8: Duas rodas de raio a sao montadas nas pontas de um eixo de
tamanho b.

do ponto médio do eixo (projetadas no plano), ¢ e ¢’ angulos de re-
feréncia sobre cada roda e 6 o angulo que a direcao do eixo faz com o
eixo x. Mostre que o sistema tem dois vinculos nao-holonomicos dados
por

cos @dx + sinfdy = 0

sin fdx — cos Ody = §(d¢ + d¢’)

e um vinculo holonomico
a
0=C—(0—9¢)
onde C' é uma constante.

5. Sejam ¢, ¢2, ..., ¢, um conjunto independente de coordenadas ge-
neralizadas. Considere agora uma transformacao para um novo con-
junto de coordenadas independentes dadas por s; = $;(q1, @2, .-+, Gn, 1),
1 =1,2,...,n. Mostre que as equagoes de Lagrange sao invariantes por
esse tipo de transformacao, i.e., mostre que nas novas variaveis obtemos

d (oL 9L
dt 85’k 8sk N



2.5

2.5. EXERCICIOS 53

6. Considere um péndulo duplo plano onde a primeira particula tem massa

my e carga elétrica ¢; e esta presa por uma barra de massa desprezivel
de comprimento /. A segunda particula tem massa mo e carga elétrica
@2 € esta suspensa por outra barra sem massa de comprimento [ presa
a primeira particula. No sistema atua, além da for¢a da gravidade, um
campo elétrico constante de intensidade Fy na dire¢ao horizontal.

(a) Quantos graus de liberdade tem o sistema? Escreva explicitamente
as equacao de vinculo.

(b) Aplique o principio de D’Alembert para encontrar a posi¢ao de
equilibrio do sistema.

(c) Escreva a Lagrangeana e as equagoes de movimento.

. Suponha que a fungao potencial U(r, 1) seja tal que a forca sobre cada

particula do sistema possa ser escrita como

p_ OU d(oU

Mostre que em termos de coordenadas generalizadas q onde

r; = ri(Qb(]% cee aQnat)

as forcas generalizadas vao ser dadas por

0, U, d (U
Y 0q dt \9g; )

. A Lagrangeana de um sistema com n graus de liberdade é dada por

1

L= §QMV(Q)QHQV

onde a matriz g é simétrica e usamos a convencao de soma sobre indices
repetidos. Assumindo que det(g) # 0 e que a inversa de g exista, de
tal forma que g"’g,, = 0, mostre que as equacoes de Lagrange levam
a

"+ Tl g =0

v g™ Og¥ gt

onde
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Capitulo 3

Principios Variacionais

A idéia de descrever o movimento a partir de um principio de minimo é
bastante antiga. O primeiro desses principios de que se tem noticia é o de
Heros de Alexandria, que viveu aproximadamente entre os anos 10 e 70 DC ,E]
que postulou que ‘raios de luz’ se propagavam em linha reta quando restritos
a um meio homogéneo. Temos aqui um principio de menor caminho entre
dois pontos. O fato de raios de luz mudarem de direcao quando passam de um
meio a outro (refragao) ja era conhecido nessa época, mas s6 foi formulado
matematicamente de modo empirico pelo holandés Willebrord van Roijen
Snell (1591-1626) em 1621 e pelo matematico frances Pierre de Fermat (1601-
1665) em 1650, na forma de outro principio de minimo, mais geral que aquele
enunciado por Heros. Embora nosso foco principal seja a Mecanica, vale a
pena comegcar este capitulo com algumas consideragoes sobre o Principio de
Fermat.

3.1 O principio de Fermat

Sabemos que luz é radiagao eletromagnética, que pode se comportar como
raios, ondas ou particulas (fétons). Quando a luz se comporta como raios
estamos no chamado limite da dptica geométrica, quando A << L, onde A é
o comprimento de onda da luz (da ordem de 10~"m para a luz visivel) e L a
dimensao tipica do aparato de medida utilizado [9} 10].

'Uma 6tima abordagem histérica e conceitual pode ser obtida no livro Variational
Principles in Dynamics and Quantum Theory, de W. Yourgrau e S. Mandelstam [7]. Outra
referencia interessante é The Variational Principles of Mechanics, de L. Lanczos [g].

95
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Agua

Figura 3.1: Trajetéria de um raio de luz ao mudar de meio.

A figura[3.I]ilustra a determinagdo do caminho percorrido pela luz desde
uma fonte até o alvo, mudando de meio durante o percurso. Coloca-se pri-
meiramente um anteparo na frente do alvo de forma a deixar passar apenas
a luz que o atinge. O orificio no anteparo deve ter tamanho L >> )\, caso
contrario ocorrera difracao e nao sera possivel a descricao da luz por meio de
raios. Atras desse primeiro anteparo colocamos um segundo anteparo que,
mais uma vez, deixa passar apenas a luz que atinge o alvo, e assim sucessi-
vamente até a fonte. Vemos que os orificios em cada meio se alinham, mas
que ha uma mudanca de direcao na passagem entre os meios.

Em 1650 Fermat enunciou um principio que permitia a determinacao do
caminho da luz nessa situagao: “O caminho percorrido pela luz em qualquer
combinacgao de meios, com quaisquer indices de refragao, é tal que o tempo
de percurso é um extremo, minimo ou maximo”.

Quando uma fungao f(x) tem um ponto de extremo em xy entao df (zq)/dx =
0. Isso implica que, para pontos x = g + dz préximos de g, o valor de f(x)
¢ aproximadamente igual a f(xz):

2
= f(zo) + O(d2?).

ou seja,
of = f(x) = f(xo) =0

i.e., a variag¢ao de f(x) é nula em primeira ordem nas vizinhagas do ponto x.
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[ alvo

Figura 3.2: Minimizacao do tempo de percurso.

Vamos mostrar que a aplicacao do principio de Fermat para a refracao leva
a lei de Snell. A figura mostra o caminho do raio de luz que vai da fonte,
onde o indice de refracao é n; ao alvo, onde o indice é ny. O comprimento
dos caminhos em cada meio é L, e Ly respectivamente e os angulos que esses
raios fazem com a perpendicular a superficie que separa os meios é 6, e 05.
A figura mostra também um caminho vizinho aquele percorrido pela luz. A
idéia é impor que o tempo gasto no percurso do caminho correto e no caminho
vizinho sejam iguais.
O tempo de percurso no caminho correto (linha grossa) é
Ly Ly
T=T =+ T 9 = — + —
U1 U2
onde v; = ¢/ny e vy = ¢/ny sao as velocidades da luz nos respectivos meios e
¢ é a velocidade da luz no vacuo. O caminho vizinho é um pouco mais longo
no meio 1 e um pouco mais curto no meio 2, e o tempo de percurso sobre ele
é (veja a ampliagao da regido proxima a superficie na figura)
7_/ _ Ll -+ ALl + L2 - ALQ ALl ALQ

=T+ — .
(%1 V2 (%1 %
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Para que 07 = 7/ — 7 = 0 devemos ter AL;/v; = ALs/ve. Como AL, =
xsinfy, ALy = xsinfy e v; = ¢/n; (x é a diagonal do paralelogramo — veja a
figura) entao

xsinf;  xsinb,

c/ni  c/ng

ou
1y sin ] = ny sin 6o

que é a famosa Lei de Snell.

3.2 O método variacional de Euler-Lagrange

Na mecanica o primeiro principio variacional foi aparentemente proposto pelo
fil6sofo frances Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) em 1744. Le-
onhard Euler (1707-1783) o reformulou logo em seguida e, um pouco mais
tarde Joseph Louis Lagrange (1736-1813) desenvolveu o célculo de variagoes
por volta de 1760. No entanto, foi apenas William Rowan Hamilton (1805-
1865) que o modificou para sua forma atual, introduzindo a fungao Lagran-
geana L = T'— V. Nesta secao vamos introduzir o célculo de variacoes de
forma abstrata e aplicd-lo a mecanica na préxima secao apenas.

O calculo de variagoes se propoe a encontrar certas curvas que tornem
extremo (minimo, méximo ou ponto de sela) um determinado funcional. Seja
y = y(x) uma curva suave com condigdes de contorno y(x1) = y; e y(z2) = yo
fixas. Denotaremos ¢y’ = dy/dx. Considere agora o funcional

J=/ f(y, 9 x)dx
1

onde f é uma funcao suave arbitraria. A pergunta que queremos responder
é: dada f, qual a curva y(z), com condigbes de contorno fixas, que produz o
menor valor possivel da integral J7? O célculo de variagoes na verdade encon-
tra curvas que extremizam J. O tipo de extremo obtido, se maximo, minimo
ou ponto de sela, deve ser verificado a posteriori. A curva que extremiza o
valor de J é dita estaciondria, pois o valor de J é fixo (em primeira ordem)
para curvas vizinhas. O problema de raios de luz que discutimos na segao
anterior se encaixa nesse esquema: as condicoes de contorno sao fixadas pe-
las posi¢oes da fonte e do alvo e fdxr = dt = vds = [¢/n(y)]ds onde ds é
um elemento de caminho. Para cada caminho y(x) calculamos o tempo de
percurso e buscamos o caminho que o extremize.
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| o

X X X

Figura 3.3: Curva estaciondria (continua) e curva vizinha (tracejada). O
deslocamento dy(z) é definido para z fixo e pode ser considerado virtual, no
mesmo sentido de D’Alembert.

Para resolver esse problema procedemos de forma analoga ao exemplo do
raio de luz da se¢do anterior. Seja y = y(x) a solu¢do procurada. Vamos
construir uma familia de curvas vizinhas & y(z) e impor que a variagao de J
seja nula quando calculada para essas curvas. Seja entao

y(z, @) = y(x) + an(z) = y(z) + dy(x)

Y@, a) =y (x) + on(z) = y'(x) + 0y (2)
onde a é um parametro pequeno, que faremos tender a zero, e n(x) é uma
fungao suave qualquer com n(x;) = n(xz) = 0. Como isso garantimos que
y(x, a) satisfaga as condigoes de contorno para todo a. A figura ilustra
a curva estacionaria procurada e uma curva da familia vizinha. Note que a
funcao dy(x) = y(x,a) — y(z) é definida para x fixo e pode ser considerada
um deslocamento virtual no mesmo sentido de D’Alembert. Seja ainda

J(a) = / Y (e, ¢ (0, @), 2)d.

Expandindo J(«) em primeira ordem em torno de o = 0 obtemos

J() = J(0) + &

d
do @

a=0
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ou ainda

dJ

~ da

0J = J(a) — J(0) da = 0.

a=0

Impomos entao que %|a:0 = 0 e, a0 mesmo tempo, IMpomos que essa
condigao deva ser satisfeita por qualquer curva n(x) com n(z) = n(zz) = 0.
Calculando a derivada em relacao a a obtemos

i _/xz 910 9L g
do s LOyOa Oy da
[ [oroy o5 d (o
B /:L‘l | Oy O * oy’ dx (8@)] dx (3.1)
- o a5 dr+ 55—
z LOyOda dr \0y'/ da Ay da |,

onde fizemos uma integracao por partes no segundo termo. Como dy/da =
n(x) e n(x1) = n(xs) = 0 obtemos

dJ  [=Taf d [Of
@—L[@‘@Cﬁﬂwmw

57 = / [g—g - % (g—;)} Sy(x)da (3.2)

Como dJ/da deve ser zero sobre a curva estaciondria, em a = 0, para
toda fungao suave n(z), a curva procurada deve satisfazer a equagao

of d [(Of\
o (5r) =0 (33)

ou ainda

que é conhecida como Equagao de Euler, publicada em 1744. Para uma
derivacao mais rigorosa dessa equacao e do cédlculo de variacoes em geral,
veja L. Elsgolts, Differential Equations and the Calculus of Variations, Mir
Publishers. A importancia dessa equacao na matematica e na fisica é enorme,
pois varios problemas podem ser colocados na forma de uma equacao de
extremo.
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A extensao do calculo de variagoes para funcionais com varios graus de
liberdade é imediata. Se f = f(y1,...,Yn,U1,---,Un,x) definimos a familia
de curvas vizinhas por

yk(z, ) = yp(z) + ane(x), k=1,...,n

onde as curvas 7, sao independentes e satisfazem ng(z1) = nx(z2) = 0. A
derivada d.J/da nesse caso resulta

dJ [ [of d [ Of
da —/m 2 [a—yk‘% (ay/k)] () (34)

Para que essa derivada se anule para quaisquer fungoes 7, devemos ter

a_f_i(af):o k=1,....n. (3.5)

Oyr  dx \ 9y,

A semelhanca dessa equagao com a equacao de Lagrange é Obvia,
o que indica que o movimento de corpo previstos pela segunda lei de Newton
deve também extremizar alguma quantidade. Essa quantidade, denominada
acao, tem uma importancia fundamental na fisica e sera discutida de varios
pontos de vista durante esse curso. Antes de voltar a mecanica, vamos ver
trés exemplos classicos de aplicagao da equacao de Euler.

Como um primeiro exemplo simples, vamos encontrar o caminho de menor
distancia entre dois pontos do plano. Sejam (x1,y1) e (22, y2) as coordenadas
dos dois pontos e uma curva suave y(z) qualquer ligando esses pontos. O
elemento de distancia ao longo dessa curva é

ds = \/dx? + dy? = \/y* + 1 dz

de forma que o comprimento da curva entre os pontos é

)
J:/ \y? + 1 dx.

A curva que minimiza a distancia entre os pontos deve entao satisfazer a

equacdo de Euler com f(y,y',z) = \/y>+1. Como 9f/0y = 0, 0f /0y =
¢ = constante. Portanto a equacao de Euler fica
of __ v

8y’ o /y/2_|_1

=C
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Figura 3.4: Superficie de revolucao gerada por rotagao de uma curva. A area
gerada por cada elemento da curva é dA = 2wxds.

ou y' = a = constante ¢ y(z) = ax + b, que ¢ a linha reta. As constante a e
b devem ser encontradas de tal forma que y(z1) = y; e y(x2) = yo.

Os proximos dois exemplos tem solugoes um pouco mais longas e vamos
trata-los nas subsecoes seguintes.

3.2.1 A catenodide

Neste exemplo procuramos a superficie de revolucao de minima area. Con-
sidere novamente dois pontos no plano x — y com coordenadas (x1,7;) e
(2,72) e uma curva suave y(x) qualquer ligando esses pontos. Ao rodar
essa curva em torno do eixo y criamos uma superficie, chamada de superficie
de revolugao, ilustrada na figura [3.4. Qual a forma da curva que produz a
superficie com a menor area possivel? Cada elemento ds da curva, centrado
no ponto (z,y(x)), ao ser rodado gera um pequeno anel de raio x e drea

dA = 2rxds = 2mxr\/y'? + 1dx. A érea total gerada pela curva é

x2
A:27r/ vy y? + 1 da.
Z1

Agora temos f(y,y',x) = x/y* + 1 e novamente 9f /0y = 0. A equacio de
Euler fica
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Figura 3.5: A catendide, gerada pela rotagdo do cosseno hiperbdlico (es-
querda) e uma bolha gigante mostrando a superficie (direita, foto: SANTOS,
Obed Alves. CCTECA de Aracaju. 2010. color.).

df_w )\ _,
dx /y/2+—1 =
/

Y
Vs

Elevando os dois lados ao quadrado e isolando 1’ obtemos

ou

= a.

9y a
or V12 — a2

ou
a dx

= [ == 10
Yy ‘/1'2—(12

A integral pode ser feita facilmente com a mudanca de varidveis z = a coshu

e resulta y = au + b = ou
—b
xzacosh(y >
a

que é conhecida como catendria. A superficie gerada é a catendide, mos-
trada no lado esquerdo da figura Essa superficie aparece, por exemplo,
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quando uma bolha de sabao é formada entre dois anéis circulares paralelos,
de raios arbitrarios, minimizando a tensao superficial, como mostrado no lado
esquerdo da figura [3.5]

3.2.2 A braquistécrona

O problema aqui é encontrar a curva ligando dois pontos a alturas diferentes
de tal forma que uma particula partindo do repouso do ponto mais alto
atinja o ponto mais baixo no menor tempo possivel, deslizando pela curva
sob a agao da gravidade e sem atrito [10] O ponto 1, mais alto, é escolhido na
origem, conforme ilustra a figura|3.6. O problema f01 proposto e solucionado
em 1697 pelo matematico suico Johann Bernoulli (1667-1748). O problema é
interessante pelo fato de combinar o problema variacional com a conservacao
de energia. De fato, usando

E =mv*/2 — mgy

e o fato de v(0) = y(0) = 0 vemos que a energia da particula é nula. Como
E =0, v=+/2gy e o tempo de percurso, que é a quantidade que queremos
minimizar, pode ser escrito como

t_/dt_/ ds / \/1+y’2

O funcional que teremos que usar na equacao de Euler é agora mais
complicado, dado por

1+ y/2
f(y7 y/7 ZE) = .
29y
As derivadas que precisamos sao:
of 1 14y
Ay 2y \ 29y
of  _ y
oy’ 2gy(1 +y*)
d 8f B y// y/Q

dzdy 2y (L+y°P72 2y /29y(1 + y?)
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y

Figura 3.6: O problema da braquistocrona.

onde a ultima derivada requer alguma simplificacao. Substituindo na equagao
de Euler e multiplicando tudo por v/2gy (1 + 3"*)*/? obtemos

?/Q 2 1 2,2
//__1 / ___1 /
Y 2y( +y7) = Zy( +)

que pode ser colocada na forma

y// B 1

T+y? 2y

A solucao dessa equacgao segue da seguinte seqiiencia de identidades e
transformacoes:

1 d ) 1
- 1 ! N
2y" dx [log( ty )] 2y
d 2] d

. [log(H’y )} =~ logy

% [log [(1+ y’Q)y]] =0

y(1+y*) = ¢ = constante.

A solucao desta ultima equacao pode ser finalmente resolvida em forma pa-
ramétrica. Escrevendo y' = cot (s) a equagao fornece

C

Y= 1+ cot? (s)

= csin? (s) = g(l — cos (2s)).



66 CAPITULO 3. PRINCIPIOS VARIACIONAIS 3.3

Usando agora dx = dy/y’ e a forma y = csin? (s) obtemos

iy — dy _ 2csin (s) cos (s)ds
oy cot (s)

= 2csin? (s)ds = ¢(1 — cos (25))ds

x(s) =d+ g (2s — sin (2s))

y(s) =35 (1= cos(29))

Quando s = 0, y = 0 e, de acordo com nossa escolha do ponto inicial, 2(0) = 0
também. Isso implica que d = 0. Chamando ¢ = 2A e reparametrizando a
curva por 7 = 2s encontramos

xz(r) = A(r —sinr)

Essa curva, que satisfaz a equacao
[z(r) — Ar]? + [y(r) — A)> = A?

¢ conhecida como cicloide, e é como um circulo cujo centro se desloca en-
quanto tentamos desenha-lo. A constante A é obtida impondo-se a pas-
sagem da curva pelo ponto (x2,y). As equagdes xo = A(ry — sinrg) e
y2 = A(1 — cosry) devem ser resolvidas para A e 7.

3.3 O principio de Hamilton

O principio de Hamilton foi inspirado por outro, publicado no mesmo ano
de 1744 por Maupertuis. O principio de agao minima de Maupertuis dizia
basicamente que a quantidade de a¢ao necessdaria para que qualquer mudancga
seja feita pela natureza € sempre a menor possivel. No caso de uma particula,
a acdo foi definida por Maupertuis como a integral de muv?, isto é, o dobro
da energia cinética da particula. Maupertuis ficou fascinado com sua desco-
berta e atribuiu um carater religioso ao principio, como mostra a seguinte
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afirmacao [7]:

With the laws of movement thus deduced, being found to be precisely the
same as those observed in nature, we can admire the application of it to all
phenomena, in the movement of animals, in the vegetation of plants, in the
revolution of the heavenly bodies: and the spectacle of the universe becomes
so much the grander, so much the more beautiful, so much more worthy of
its Author... . These laws, so beautiful and so simple, are perhaps the only
ones which the Creator and Organizer of things has established in matter in
order to effect all the phenomena of the visible world ...

Hamilton modificou o principio de Maupertuis definindo a agao como a
integral da Lagrangeana:

S = / * Lig.d . (3.6)

t1

A acgdo proposta inicialmente por Maupertuis é hoje conhecida como ac¢ao
reduzida e voltaremos a falar dela adiante.

Como vimos na secao anterior, a imposicao de que a variagao primeira de
S seja nula leva naturalmente as equagoes de Lagrange na forma (2.10]), como
obtidas através do principio de D’Alembert dos deslocamentos virtuais para
forgas conservativas. A aplicacao do principio de Hamilton requer, portanto,
que as forcas aplicadas sejam derivadas de uma funcao potencial e que os
vinculos sejam holonomicos. Repetimos as equacoes aqui por completeza:

d (0L oL

O principio de Hamilton diz que dentre todos os caminhos conectando as
coordenadas iniciais gi(t1) as finais gx(t2), aquele que de fato corresponde a
trajetoria do sistema é o que torna nula a primeira variagao de S.

3.4 Multiplicadores de Lagrange

O método variacional de Fuler-Lagrange-Hamilton pode ser estendido de
forma a incluir vinculos escritos na forma diferencial

> ay dg +ay dt =0 1=1,2,....m (3.8)
k
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onde os coeficientes a;. e a;; sao fungoes de qi1,qs,...,q, e t. O indice [
indica que podem haver varias equacoes desse tipo. Vinculos dessa forma
podem representar tanto vinculos holonémicos quanto nao-holonémicos (veja
o exemplo 2.3.5 do capitulo 2). De fato, vinculos holonémicos da forma

filar1,q2, - ., qn,t) = 0 levam a

dfi dfi
df; = —d — dt = E d dt = 0.
Ifi d Oa qr + ot d Qi aq + ay

O principio de Hamilton impde que a trajetéria do sistema g (t) é tal que a
acdo, [ Ldt, é um extremo em relagao a trajetorias vizinhas g (t) +0gx(t). Os
deslocamentos dgy(t) sdo virtuais, feitos com o tempo fixo, conforme ilustrado
na figura 3.3 Em particular dgi(t1) = dgi(t2) = 0. Assim, para que os
vinculos sejam satisfeitos quando calculamos a acao para uma curva vizinha,
devemos impor que [5, [§

k=1

b2 d (0L oL
— =) —=—|0qdt=0 3.10
/tl ; {df (3%) 8qJ o (310

(compare com a equagao (3.4))).

O conjunto de coordenadas g pode ser escolhido de varias formas. Se
esse conjunto ja satisfizer todos os vinculos automaticamente entao todos os
ay, serao nulos, os ¢ serao independentes e implicard nas equagoes de
Lagrange para cada uma das coordenadas. Esse é o caso do péndulo, por
exemplo, se escolhermos ¢ = 6 (veja o exemplo 2.3.2 do capitulo 2). No
entanto, podemos escolher inicialmente um conjunto maior de coordenadas,
nao independentes, que satisfacam equacoes de vinculo. No caso do péndulo,
poderiamos escolher as coordenadas cartesianas x e y e o vinculo 22 +y?—a? =
0, ou ainda xdx + ydy = 0, que estd na forma . Nesse caso as equagoes
(3.10) nao implicarao em equagoes de Lagrange para x e y, pois dz e dy
nao sao independentes. Teremos que combinar e para obter as
equagoes corretas. O método dos multiplicadores de Lagrange faz exatamente
isso. Note que, no caso de vinculos nao holonomicos, essa é a inica alternativa
possivel, pois as equacoes nao podem ser integradas para eliminarmos
as coordenadas redundantes.

e que
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O truque para incorporarmos as equagoes de vinculo (3.9) no problema
variacional é o seguinte: comecamos introduzindo m varidveis auxiliares \;,
uma para cada equacao de vinculo, conhecidos como multiplicadores de La-
grange e re-escrevemos (3.9) como

/\l Z alk5qk = 0.
k
Integrando dos dois lados no tempo e somando sobre [ obtemos

to
/ Z /\lalk 5qk dt = 0.
b gy

1

Finalmente, como essa integral é nula, podemos subtrai-la da equagao (3.10))
para obter

PN d <8L) OL &
— |\ = | — = — )\lalk 5q1<: dt = 0.
[EEG 52
Como existem m equagoes de vinculo, apenas n —m dos ¢;’s originais sao
independentes. Escolhemos esses como ¢1,qs,...,¢,—m.- No entanto, os m
valores dos A;’s podem ser escolhidos a vontade. Escolhemos entao os valores

de A1, Mg, ..., A, de tal forma que
d (0L OL &
— =)= - Nag =0
dt (6%) 0qk z:: ik

parak=n—m+1,n—m+2,...,n. Temos aqui m equagoes que resolvemos
para os m A;’s.
Com essa escolha a equacao variacional acima pode ser reduzida para

PR | d (0L 0L &
— 5= )5 - N | O0qr dt = 0.
/t1 ; [dt (aqk) Dar ; l lk] Ak

Note que a soma agora sé vai de k = 1 até n — m e sb aparecem 0s 0qy
correspondentes. Mas esses sao independentes por escolha e, portanto,

d (0L 0L <&
— (=) -=- A =0 3.11
() - o > (311)
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para k = 1,2,...,n — m. Como escolhemos os A\; de modo que a mesma
equagao fosse satisfeita para k =n—m+1,n —m+ 2,...,n, ela vale para
todo k, de 1 a n!

Assim temos n equagoes para n + m variaveis: os n ¢’s e o0s m A’s. As
m equagoes restantes sdo as equagoes de vinculo (3.8). Dividindo-as por dt
podemos reescreve-las na forma de equagoes diferenciais

Y opy @k G +ap =0

ou (3.12)

fl(q17"'7QTL7t) =0

paral =1,2,...,m, onde a segunda forma s6 é possivel se os vinculos forem
holonomicos. O conjunto de n+m equagoes e fecha o problema.

A interpretacao dos multiplicadores de Lagrange pode ser percebida da
seguinte forma: se removermos os vinculos e aplicarmos forcas externas de
forma a obter o mesmo movimento, entao poderiamos usar as equacoes de

Lagrange na forma ({2.9):
d (0L oL
—(Z)-==0q,
dt aq]' aq]'

onde L contém as forcas aplicadas, derivaveis de um potencial, e os (), seriam
as forgas generalizadas de vinculo. Comparando com (3.11f) vemos que

Qr = Z A, (3.13)
=1

Assim o calculo dos multiplicadores de Lagrange permite o calculo das forcas
de vinculo, que tinham sido eliminadas do problema por D’Alembert e Ha-
milton.

Exemplo 3.4.1 O péndulo simples em coordenadas polares. Usando as
variaveis r e 0 e a equacao de vinculo r — a = 0, ou dr = 0, temos

L= % (7’“2 + r292> + mgr cos .
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As trés incognitas sao r, 0 e A e os coeficientes da equagao de vinculo sao

a, =1,a9 =0, a; = 0. As equagoes (3.11]) e (3.12)) ficam

mit — mr2 — mgcosf — X\ = 0
m(2r70 + r20) + mgrsinf = 0

r—a=020.
Usando r = a vem que 7 =7 = 0 e obtemos

Q, = X = —mab* — mg cos 0

afl = —gsiné.

Vemos que @), é a tensao no fio. Compare essa solucao com o exemplo 2.3.2
do capitulo anterior.

Exemplo 3.4.2 A barra girando — figura e exemplo 2.3.3. Em vez de
usarmos apenas a coordenada generalizada r, usamos r e # e a equacao de
vinculo 0 = wt, ou df — wdt = 0. Aqui temos a, =0, a9 =1 a; = —w. As

equagoes (3.11)) e (3.12)) ficam

mit — mrf? =0
m(2r70 +120) — X =0
0 —wt=0.
Substituindo § = wt nas outras encontramos
¥ =rw
Qo = X = 2mwrr.

A primeira equacao ja foi resolvida no exemplo 2.3.3 e a segunda segue desta.
Escolhendo vy = 0

r(t) = ro cosh (wt)

Qo = A\ = 2mr2 cosh (wt) sinh (wt) ~ &;2162‘“.
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z )

N 0
26 i

Figura 3.7: Disco rolando sem deslizar.

Exemplo 3.4.3 Disco rolando sem deslizar. Um disco de raio a e massa
M, concentrada na sua borda como um aro, rola sem deslizar no plano z-y,
conforme ilustra a figura 3.7, Precisamos de 4 coordenadas para posicionar
o sistema: as coordenadas (x,y) do centro do disco, a orientagao do disco
0 em relacao ao eixo x e outro angulo ¢ para dar a orientacao do disco em
relacao ao seu préprio eixo. O vinculo é dado pelo médulo da velocidade do
centro: v = —a¢. O sinal de menos indica que v e ¢ tem direcdes contrarias
(veja a figura). Como o vetor velocidade é sempre paralelo ao plano do disco
suas componentes sao:

& =wcos(r/2 —0) =vsinb
y = —vsin (/2 — 0) = —vcosb.

ou, como v = —aag,

dr + asinfdp =0

dy — acosfdop = 0.

Temos entao duas equacoes de vinculos nao-holonomicos, como o leitor pode
facilmente demonstrar. A Lagrangeana é a propria energia cinética, dada
por

M a2gz'52 n Ma?0>

M
L="—"(*+7°
(Z* 4+ 9°) + 5 1

2
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onde os momentos de inércia do disco em relacao ao eixo perpendicular a
seu plano é Ma? e em relacao a um eixo paralelo a seu plano passando pelo
centro é Ma?/2. As quatro equagoes de Lagrange mais as duas equagoes de
vinculo sao:

Mi—X =0

Ma2(ﬁ— Arasinf + Aqacosf =0

Ma%h =0
T = —agﬁ sin ¢
§ = ag cosb.

Embora a solucao geral dessas equacoes seja dificil, podemos usar nossa in-
tuicao para encontrar pelo menos trés solugoes que representam movimentos
simples.
1 - disco rodando em torno de seu eixo: x = g, ¥ = Yo, @ = ¢g, A1 = Ao =0
(§] ‘9 = 80 —+ wt.
2 - disco rolando na mesma direcado: 0 = by, ¢ = ¢g + Bt, Ay = Ay = 0,
xr =x9— aftsinby e y = yo + aft cosby.
3 - disco descrevendo movimento circular: § = wt, x = zq + Rcos (wt), y =
Yo+ Rsin (wt), ¢ = ¢o+Rwt/a, \; = —M Rw? cos (wt), Ay = —M Rw? sin (wt).
Fazendo R = 0 recuperamos a solucao 1. Serao essas as tnicas solucoes
possiveis?

Note que o torque do campo gravitacional nao esta sendo levado em con-
sideracao, o que faz com que o disco nao se incline. Além disso, a energia
total é conservada. Quando esses ingredientes sao adicionados ao problema

varias complicacoes interessantes aparecem e ele recebe o nome de Disco do
FEuler [11].

Exemplo 3.4.4 Vinculos Holonomicos. Caso as equacoes de vinculo possam
ser escritas na forma fi(¢) = 0,1 = 1,2,...,m com df; = >, andg, = 0
entao o procedimento descrito acima pode ser simplificado. As equacoes de
movimento podem ser obtidas diretamente a partir da Lagrangeana
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auxiliar

L'=L+Y Mhilg). (3.14)
=1

Usando as propriedades que as f;(q) dependem apenas das coordenadas (e
nao de suas velocidades) e que df;/dq. = ay, o leitor pode verificar que as
equagoes de Lagrange para L’ coincidem com as equagoes ((3.11)).

3.5 Coordenadas ciclicas e leis de conservacao

Para Lagrangeanas do tipo
1
L=§ —mit? —V(ry,...,r,
: 5t (rq r,)

a derivada em relacao a velocidade que aparece nas equagoes de Lagrange

tem um significado simples:
oL

0Ty,
é o momento da k-ésima particula na direcao x. E natural entao definirmos
o momento generalizado

oL
Py = 75—
ol
conjugado a coordenada generalizada g.

Um exemplo importante e nao trivial aparece ja com a Lagrangeana de
uma particula sujeita a campos eletromagnéticos externos. Para

(3.15)

1
L= émf‘2—€q)—0—€f‘~A
obtemos p = mr + €A, que tem uma parte mecanica e uma parte devido ao
campo.
Suponha que a Lagrangeana de um sistema com n graus de liberdade seja
tal que a coordenada ¢ nao apareca explicitamente em L. Nesse caso temos

dt (8_%) Tt g
A variavel g é dita ciclica e seu momento conjugado p; é uma constante do
movimento.
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Em geral, leis de conservacao estao associadas a simetrias do sistema.
De fato, se a Lagrangeana ¢ independente de uma coordenada g, podemos
deslocar o sistema na direcao de g, que as equacoes de movimento nao vao
se alterar. Assim, a conservacao do momento linear esté associada a simetria
de translacao; a conservacao do momento angular a simetria de rotacao; a
conservagao de energia a translacao temporal.

3.5.1 Conservacao dos momentos linear e angular

Vamos ilustrar as conservagoes de momento linear e angular com um sistema
de apenas duas particulas onde

1 1

.2 .2
L = —myti + —mors — V(|r; — 1a)).
2 2
Veja que nenhuma das coordenadas é ciclica. No entanto, usando como

coordenadas generalizadas as coordenadas relativas e de centro de massa
(veja o capitulo 1, segdo 1.7)

mo
r =—ro—1ry rr =R-——r
M

miry + mer -
1Ty 2T m
R =—  "=°¢ — il
Vi ry R+Mr

onde M = my + mg e p = mymy/M, obtemos

L= lume s lmﬂ —V(r).
2 2
A coordenada R ¢ ciclica, pois R,, R, e R, nao aparecem em L. Entao
P = 8L/8R = MR, que representa o momento linear total miFy + mafs, é
constante. A simetria associada a essa conservacao ¢ a translacao do sistema:
se deslocarmos o centro de massa para R — R + dR entao, de acordo com
as equacoes de transformacao,

I —>r1+dR

ro —)I‘2+dR

e cada particula do sistema é deslocada da mesma quantidade. Mostramos
entao que o deslocamento de todo o sistema nao afeta sua dinamica e essa
invariancia esta por tras da conservacao de P.
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Tomando agora R = R = 0, que é possivel no referencial do centro
de massa, podemos olhar a parte relativa. Como vimos no capitulo 1 o
movimento relativo ocorre no plano perpendicular ao momento angular, que
é conservado. Tomando o plano como z-y e usando coordenadas polares r e
¢ é facil ver que a coordenada ¢ é ciclica e que a quantidade conservada é o
moédulo do momento angular. A simetria associada é a de rotagoes em torno
do eixo z.

E interessante, no entanto, esquecer por um momento da conservacao do
momento angular e escrever o problema diretamente em coordenadas esféricas
r, 0 e . Os vetores posigao e velocidade em coordenadas esféricas sao dados
porr =ri e v =77 + 100 + résin 06 e a Lagrangeana fica

1 . .
L= §,u(7'“2 +720% + r?¢*sin? 0) — V(7).

A coordenada ¢ é ciclica e portanto

oL
= ur?¢sin’ 0
Py = agb = ur’¢

¢ constante. Como rsinf ¢ a distancia ao eixo z e rgsinf = vy, py € a

componente z do momento angular. Por outro lado, o momento na direcao
0 é pg = ur*6 e a equacao para  pode ser escrita como

dpe

T — pr?d?sinf cosf = 0

ou ainda )
dpy p; COS 0

dt  pr?sin®6

Multiplicando os dois lados por 2ur29 = 2py obtemos

dpa 2p ¢9 cos 9
“ar sin® 6

dp?2  d 2
Doy S (2 ) =0
dt dt \ sin“ 0

d (. P
— =0
dt (pg + sin? 9)
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e temos outra constante de movimento

2

sin?6

Para ver que 4 L2 representa o médulo do momento angular total ao quadrado
calculamos £ = pur x v = ur?0¢ — pr2psin 00 = ped — (pg/sin ). Outra
maneira de ver ¢ escrevendo a energia cinética em termos de pg € py:

T = 3+ (5 4 o)
= oM 2\ 12 i

r2sin? 0

£2
2ur?”

Veja que o vetor L é conservado tanto em médulo quanto em direcao, ou seja,
dL/dt = 0, embora py e (py/sinf) nio sejam constantes. Para mostrar a
conservagao de £ em coordenadas esféricas é necessdrio notar que 0s versores
0 e gg também dependem do tempo.

3.5.2 Conservacao da energia

A derivada total da Lagrangeana em relacao ao tempo é

dL oL oL oL
a Z (—Qk EX, C_Ik;) ot
k

-y d(oLy,.  OoL.| OL
~ 2 at \og) ™ T 0q. | T o

ou ainda
d oL oL
— — G — L | = ——. 3.16
dt (Zk i, e ) ot (3.16)
A funcao

. oL . .
h(q,%t) :Z_.Qk_L:Zpqu—L (3.17)
k
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onde ¢ = (q1,-.-,qn) € ¢ = (¢1,---,4n), é a energia do sistema. A equagao
(3.16]) mostra que h é constante se L nao depender explicitamente do tempo.
No caso de Lagrangeanas quadraticas nas velocidades, h pode ser simpli-

ficada. Se 1
L=T-V= Z §aij(Q)Qin —Viq)

i’j

Pr = an ; akl
he =320k (@) didn — 2 2a;i(q)dig; + V(q)

=, 50(0)4g; +V(g) =T + V.

Lagrangeanas quadraticas nas velocidades aparecem em situacoes bas-
tante gerais. Suponha por exemplo que o sistema de particulas tenha um
potencial V(ry,...,r,) e que a transformagao das coordenadas cartesianas
para as generalizadas seja independente do tempo:

com a;; = aj;, entao

r, = ri(qla qz, - .. 7Qn)

Entao
Z 81‘7, .
8%

¢ 0 0

m; r; I; .

T p— — —_ -
ZZ: 9 zkz: (aqk Bq, ) Qe = Zam Q)i

onde

( ) 0ri 81‘,‘
agi\q) = E mi=—- .
—~ g Oq
Portanto, se V' nao depende das velocidades e se as coordenadas generali-
zadas se relacionam com as cartesianas por transformacoes independentes do
tempo, entao a funcao h é identificada com T+ V', que é a energia do sistema.
Quando essas condicoes nao sao satisfeitas, h ainda pode ser definida, mas

nao necessariamente coincide com a energia usual 7'+ V. Se a transformagao
depender do tempo, por exemplo, teremos

Ori . O%i
agn =T o

P =
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e aparecerao termos lineares na velocidade na Lagrangeana. Voltaremos a
falar sobre esse assunto na secao 4.3.

3.6 Sobre a unicidade da Lagrangeana

Nossas derivacoes das equacoes de Euler-Lagrange a partir do principio de
D’Alembert ou do principio variacional de Hamilton pode ter passado a im-
pressao que a Lagrangeana de um sistema é uma fungao unicamente definida.
Isso, no entanto, nao é verdade. Assim como a energia de um sistema é de-
finida a menos de uma constante, a funcao de Lagrange ¢ definida a menos
da derivada total de uma funcao suave arbitraria, desde que esta dependa
apenas das coordenadas e do tempo. Vamos ver isso de duas maneiras:
Primeiramente, considere a funcao

dF(q,t)

=1
T

Mostraremos que as equacoes de movimento fornecidas por L’ sao idénticas
as fornecidas por L. De fato,

d (o S or. d (LY d (OF
dt \ Oq dt qu (’)t dt \ Oqy, dt \Oq, )~

Por outro lado,

oL’ 0L n d OF
Oqr  Oqx  dt gy,
onde invertemos a ordem de derivacao no ultimo termo. Subtraindo uma
equacao da outra vemos que os termos envolvendo F' se cancelam e obtemos
as mesmas equagoes fornecidas diretamente por L.

Podemos também obter esse resultado diretamente do principio variacio-
nal. A acdo para L' é

to to to dF
S’—/ L’dt_/ Ldt+/ Shdt =S+ Flg 1))
t t t

1 1 1

Calculando a variacao primeira obtemos

58 =55 + 8—F5q

a0 =4S

t1
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pois dq(t1) = dq(t2) = 0.

Exemplo 3.6.1 A Lagrangeana para uma particula de carga e sujeita a
potenciais eletromagnéticos ® e A é dada pela equagao (2.14)):

L:%fQ—eCI)Jref-A.

As mesmas equacoes de movimento podem ser obtidas a partir de

L’:%fz—ecb—er-/l

pois L = L' + d(erA)/dt.

3.7 O teorema de Morse

O principio de Hamilton é uma condicao de extremo para a agao. Surge entao
a questao de saber que tipo de extremo é esse: minimo, maximo ou ponto
de sela. O teorema de Morse responde essa pergunta. Antes de enunciar e
demonstrar o teorema vamos fazer algumas consideracoes gerais.

Fungoes de uma tnica variavel, f(z), tem um ponto de extremo local em
xg se f'(xg) = 0, onde a linha representa derivada em rela¢ao a z. O ponto
zo é de maximo se f”(xy) < 0 e de minimo se f”(x¢) > 0. No caso limite
f"(z¢) = 0 o ponto ¢ dito de inflexao.

Para funcoes de mais variaveis a analise é um pouco mais complicada.
Tomemos o caso de duas variaveis, f(z,y). Um ponto de extremo ry =
(20, y0) satisfaz f,(ro) = f,(ro) = 0 onde f, = 0f/0x e f, = 0f/0y. Nas
vizinhancas de rg podemos expandir f até segunda ordem como

1 0% f

f(r) = f(ro) + 3 : M&"i(sx]’ +O(3).

onde 7 e j valem z ou y e as derivadas segundas sao calculadas em ry. O termo

de segunda ordem, que contém a informacao relevante sobre a vizinhanca de
rg, pode ser reescrito como

fxx f:(:y ox

foe  fuy 0y

(0x dz)



3.7 3.7. O TEOREMA DE MORSE 81

Como a matriz de derivadas segundas € simétrica e real, podemos diagonaliza-
la com uma transformacao ortogonal, que é uma rotacao do sistema original
(z,y) para (Z,7). No novo sistema essa forma quadratica fica

A0 0z
(62 69) = M (07)% + X2 (69)°.
0 A 55

Os autovalores A\ e Ay determinam a topologia de f(r) nas vizinhangas de ry.
Se ambos forem positivos o valor de f(r) é sempre maior que o valor de f(rg)
e rg ¢ ponto de minimo. Se ambos forem negativos ry é ponto de maximo e
se um deles for positivo e o outro negativo temos um ponto de sela.

No caso do principio variacional de Hamilton estamos procurando o ex-
tremo da agao, que nao é uma simples funcao, mas um funcional, isto é, uma
funcao de fungoes. De fato, para cada caminho possivel ligando os pontos
iniciais e finais temos um valor numérico para a acao. Quando extremizamos
a acao nao encontramos um ponto critico, mas toda uma trajetoria. Em
outras palavras, o nimero de variaveis do funcional S ¢é infinito. Para tornar
essa afirmativa mais clara, notamos que as pequenas variacoes em torno da
trajetdria estaciondria, que chamamos de dg(z) = an(x) (veja a figura
podem ser reescritas na forma [12]

) = S o (2

que satisfazem automaticamente as condigoes de contorno dq(x1) = 0q(xs) =
0. Para cada conjunto de coeficientes {a,} temos uma trajetéria diferente.
O numero de graus de liberdade, que é o niimero de maneiras independentes
que podemos alterar a curva vizinha, é o numero de a,,’s, que é infinito.

A segunda variagao de S em torno da curva estacionaria pode ser escrita
como uma forma quadrética como no caso da funcao de duas varidveis: 625 =
> i Ajja;a;. Se todos os autovalores da matrix A forem positivos teremos um
minimo. Para cada autovalor negativo de A existe uma direcao de méaximo
no espaco funcional e a curva estaciondria passa a ser um ponto de sela.

Vamos agora enunciar o teorema de Morse e ver seu significado. Faremos
a demonstracao em duas etapas em seguida:

Teorema de Morse - As trajetérias classicas correspondem a um minimo
da acao para tempos suficientemente curtos. Para tempos mais longos, cada
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trajetorias com momento inicial P+ ap

q[} /
o trajetoria classica com
q2 /,\/\momento incial p
ponto focal
ql-

Figura 3.8: Pontos focais.

vez que a trajetéria passar por um ponto conjugado, onde

9%S
0¢10q2

det [— } — 00 (3.18)
a variacao segunda de S ganha um autovalor negativo. Nessa expressao
S = 5(qi, q,t) é escrita como func¢do dos pontos iniciais, finais e do tempo:
@ =q(t1), @2 =q(ta) et =ty — 1.

Para entender o significado fisico da quantidade dentro do sinal de de-
terminante, e também para as demonstragoes que seguem, vamos considerar
apenas sistemas com um tunico grau de liberdade. Isso facilita os calculos
e as interpretagoes. No préoximo capitulo veremos que S(q1, go,t) satisfaz a
relacao

oS

pr=plt1) = —— 3.19
L= plt) =~ (319
onde p; = p(t1) é o momento inicial da particula. Portanto,
S Op
0010qs  0qr

A condigado 9dp;/0qs — 00, ou dgz/Ip; — 0, significa que se fizermos um
pequeno deslocamento no momento inicial da trajetéria, dp;, a posicao final
d¢o nao vai se alterar. Quando isso acontece temos um ponto focal, ilustrado
na figura [3.8|

Um exemplo bastante simples onde os pontos focais aparecem é o osci-
lador harmonico. A equacao de movimento & = —w?x tem solugoes x(t) =
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qA

gla

Figura 3.9: Pontos focais no oscilador harmonico.

Asin (wt) com z(0) = 0, p(0) = mwA e energia E = mw?A?/2, como ilus-
trado na figura para diferentes valores de A, ou do momento inicial.
Independente do valor do momento inicial as trajetorias retornam ao ponto
x = 0 depois de cada intervalo m/w. O cédlculo da agdo para o oscilador
harmonico fornece

mw
S(q1, e, t) = sin(wt) [(¢F + ¢3) cos (wt) — 2¢1¢o]
e
%S mw

 0q10q;  sin(wt)

que diverge para t = nm/w, verificando o teorema de Morse.

3.7.1 Variagao segunda da acao para sistemas simples

Para Lagrangeanas que sejam quadraticas nas posicoes e velocidades é possivel
calcular a variacao segunda da acao diretamente usando o calculo variacional
apresentado na segao 3.2. Estendendo a equacao (3.2)) para segunda ordem
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é imediato ver que

2oL oL
” —/n [a—q‘a(a )W’f*

oL oL 2L o

(3.20)

Como queremos avaliar 4.5 sobre uma trajeto’ria classica, a variacao pri-
meira 05 serd nula por definicao. Para calcular a variacao segunda usamos
a expansao dos dg como

- ian sin [mr ( t=h )} (3.21)

— lo — 1

de onde obtemos

. d nmwa, t—1
t) = . .22
dq(t) ; P— Ccos [mr (tz — tl):| (3.22)

Substituindo (3.21)) e (3.22]) em (3.20)) podemos reescrever a variagao segunda
da acao na forma

2 onm
325 == anan [ﬂanm + " B+ nm}
Z ( 2 (tz _ tl)ﬁ 7

onde

e e (=)o e (0]
O, = cos nmw cos |mm dt

e ty —t ty — t

2 92L t—tl)] [ (t—tl)}
o = — cos |n7 sin |mm dt
2 4 040q [ (752—751 ty — ty

292 t—t , t—t
Vom = — 5 sin |nm sin |mm dt.
n 0q lo — 11 lo — 11




3.7 3.7. O TEOREMA DE MORSE 85

Devido a forma complicada das matrizes a, [ e v que compoe A, esse
calculo geral é possivel apenas para Lagrangeanas quadraticas, onde as de-
rivadas segundas que aparecem ficam constantes. Ilustraremos o calculo dos
autovalores de A para dois exemplos simples: a particula livre e o oscilador
harmonico.

A particula livre. Nesse caso

1
L=—-ug
e
0?L 0?L O0?L
0¢? 040q O

Devido a ortogonalidade dos senos e cossenos obtemos

Ay = g(tQ - tl)énm Bnm =0 Ynm = 0
e portanto
n’riu
2(ty — t1)

Como A é diagonal e seus elementos sao sempre positivos, a acao calculada
para a trajetoria classica da particula livre é sempre um minimo: qualquer
outro caminho que nao seja o classico produzira um valor de agao maior que
aquele dado pelo caminho cléassico.

A = Onm > 0.

O oscilador harmoénico. Agora temos

1 1
L= —ui? — = pwd?
SHd” = SHwq
(§]
8L FL_,  PL ,
82 " B40q ag "

Usando novamente a ortogonalidade dos senos e cossenos obtemos

2
W

Opm =

SRS
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e portanto
n’riu pw?
2ty — t1) y (2 =t)
W

=—0 n?m? — wi(ty — t1)?] .
Assim como no caso da particula livre a matriz é diagonal. O n-ésimo auto-
valor

I 2 2 2 2
Ay = ————— I —w(ty — ¢
2~ | (t —t2)]

se anula (e depois fica negativo para Sempre) quando
nm
t2:t1+—:t1+n7/2
w

onde 7 = 27w /w ¢é o perfodo do oscilador. Compare esse resultado com a
figura[3.9] Vemos entao que apds meio periodo de oscilagao a agao nao é mais
um minimo! Isso implica que existem outros caminhos, que nao o classico,
que produzem valores de S menores que aquele produzido pelo classico. A
esperanca de Maupertuis de que a Natureza agiria de modo a minimizar sua
acao sobre as coisas materiais nao se realiza.

3.7.2 Demonstracao do teorema de Morse

Devido a forma complicada da variacao segunda da acao dada pela equagao
(3.20)), sua aplicagao a sistemas gerais torna-se praticamente impossivel. Para
0 caso genérico onde
1 .
L =suq*=V(q)
temos que adotar um procedimento diferente. A equacao de movimento é
simplesmente a segunda lei de Newton

Seja ¢°(t) a solugao da equagao com q(t1) = ¢, q(t2) = ¢, e dq(t) uma
varia¢do dessa solugdo com dq(t1) = dq(ty) = 0. A agdo calculada para a
trajetéria vizinha q(t) = ¢°(t) + dq(t) é dada por

S = /j Ldt = /j EMQ@)Q —V(q(t))] dt.
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Em vez de expandir ¢(t) diretamente em torno de ¢°(t), o truque que
usaremos ¢ o de discretizar o tempo ao longo das trajetérias. Dividimos
o intervalo de tempo em N partes de mesmo tamanho € e tal forma que
tg — tl = Nee

qt) =¢=q q(ty +ne) = g, q(t2) = qr = qn.

No final do cédlculo tomaremos o limite em que N — 0o e ¢ — 0, mantendo
Ne =ty — t;. Além disso fazemos ¢, = ¢° + &,, onde &, = dq(ne) de forma
que

el v,

n

I
g
WE

1

3
Il

I
g
M=

B =+ 6= 6) V(@ + 60)e

n=1

S [BE ) s

n=1

I
15
—

] =

e vied

1

3
Il

2
[ 5" = b pgoyln } e} = So+ 05" + 65
n=1
onde & = &n = 0.
O termo de primeira ordem é nulo, como ja podiamos prever. De fato, o
termo de primeira ordem proporcional a & é

I

i
E<q2 — ) — ;(qgﬂ —qp) = V'(q)e

0 9404 0
= —e | V()| = el + V()] = 0.

pois ¢° satisfaz a equacao de movimento.
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A variacao segunda da acdo 625 = S — Sy pode agora ser escrita como
uma forma quadratica. Definindo o vetor de N — 1 componentes &7 =

(En—1,ENn—2,...,&2,&1) (0 super-escrito T' significa transposto) podemos es-
crever
528 = QﬂgTANg (3.23)
€
onde a matrix Ay é
2—-V{_€/u -1 0 0 0
1 2 VI, -1 0 0
Ay = 0 1 2 VI ./ —1 0
0 0 -1

onde V' = V"(q)).

Para determinar o carater do extremo de S temos que calcular os N —
1 autovalores de Ay. Sabemos, no entanto, que se o potencial for suave,
entao para tempos curtos podemos aproxima-lo por constante, V(q) ~ V (¢;).
Temos entao uma particula livre e sabemos que todos os autovalores sao
positivos. Dessa forma, podemos calcular apenas o determinante de Apy.
Para tempos curtos o determinante sera positivo e cada vez que ele trocar
de sinal saberemos que um autovalor ficou negativo. O determinante de Ay
pode ser calculado pelo método dos cofatores. Aplicando o método a primeira
linha de Ay obtemos

2
det Ay = <2 - v]@f—) det Ay_; — det Ay_s.
7

E facil ver que det Ay cresce linearmente com N e precisaremos tomar o
limite em que N vai a infinito. E conveniente entdo definir QN = edet Ay,
que permanece finito no limite de tempo continuo. Com isso podemos rees-
crever a equacao acima como

Qn —2QNn-1 + QN2 V-1
g = Qv

No limite N — oo e € — 0 obtemos

82Q V//
2 —762 com Qt1) =0



3.8 3.7. O TEOREMA DE MORSE 89

onde V" = V"(q(t)) é calculado na trajetéria classica. Como edet Ay = Qn,
o determinante de A é entao proporcional a Q(ts).

A equacao satisfeita por () tem uma interpretacao muito simples. Fazendo
q(t) = q(t)° + Q(t) e substituindo na equagiao de Newton obtemos

v
dq

v &V

W+ Q) =——("+Q) = d—q(qo)—d—qz(qo)Q

ou, u@ = —V"(@. Assim, o determinante de A pode ser obtido propagando-se
uma pequena varia¢ao da trajetéria cldssica com condigao inicial Q(t;) = 0.
Como a equacao ¢ de segundo grau precisamos também do valor de @ em
t =t;. Veja que

Q1= (2—V/e¢/n)e

Q2 =[(2-Vy'e/u)(2 = V"¢ /p) = N]e = [3 = 2(V{" + Vy')e? /e

€
de forma que Q(t1) = 1.
O dltimo passo da demonstragao é relacionar (Q(t2) com a agado. Para
isso usaremos mais uma vez a identidade (3.19) a ser provada no préximo

capitulo. Usando entao

o 08
Di = pqi = Y

e o fato de S = S(qy, ¢i, t), podemos calcular a variagdo na velocidade inicial
que ocorrerd se fizermos pequenas variacoes nas posigoes inicial e final que
especificam a trajetéria:

028 028
dq; 0q;0qy

pog; = 0qy-

Para dg; = 0 e ¢; = 1 obtemos

928 \ !
dqr = Q(t2) = (_3610%) .

Assim provamos que Q(t2) — 0 quando 925/9q;0q; vai a infinito, o que
demonstra o teorema.
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3.8 O problema da causalidade e as integrais
de caminho de Feynman

No primeiro livro da famosa série Lectures on Physics [13], Richard Feynman
discute em grande detalhe o principio de Fermat e nota que ele apresenta um
problema curioso de quebra de causalidade (veja a segdo 26.5 do primeiro
livro). A questao que se coloca é a seguinte: como o raio de luz sabe qual o
caminho de minimo tempo? Ele teria que percorrer varios caminhos, medir o
tempo em cada um deles e, s6 depois, percorrer o caminho de menor tempo.
Mas nao ¢ isso que acontece. Nas palavras de Feynman:

The Fermat Principle, instead of saying it is a causal thing,..., it says
this: we set up the situation and light decides which is the shortest time path,
or the extreme one. But what does it do, how does it find out? Does it smells
the nearby paths and checks them against each other? The answer is yes it
does, in a way.

O ingrediente que falta para entender esse aparente paradoxo é o carater
ondulatério da luz. A escala de distancia dada pelo comprimento de onda
da luz permite que ela cheire os caminhos vizinhos de forma a ir surfando
no caminho que localmente minimiza o tempo de percurso. Na verdade a
explicacao completa é um pouco mais complicada. Em poucas palavras, a luz
nao sabe qual o caminho de menor tempo e, por isso mesmo, percorre todos
os caminhos simultaneamente. Como isso é possivel? Ora, isso é possivel
porque a luz ndo é composta de raios, mas sim de ondas (ou de fétons, mas
nao entraremos na quantizacao da luz aqui). A onda se espalha por todos os
lados e a sensacao do raio de luz aparece devido ao fenomeno de interferéncias
construtivas (ao longo do raio) e destrutivas (fora dele).

O que é realmente curioso é que o mesmo problema de causalidade se
apresenta na mecanica com o principio de Hamilton: como a particula sabe
de antemao qual o caminho onde a acao é um extremo? A resposta, por
incrivel que pareca, é a mesma: ela nao sabe, e por isso vai por todos os
caminhos simultaneamente. Como? Ora, particulas nao sao exatamente
particulas e as vezes se comportam como ondas. Essa é uma das descobertas
um tanto desconcertantes da mecanica quantica. Embora nao seja nosso
objetivo discutir a teoria quantica aqui, vale a pena uma pequena digressao
sobre o assunto.
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Na mecanica quantica, a probabilidade de sairmos do ponto ¢; em ¢t; = 0
e atingirmos o ponto ¢y em ty, = T é dada pelo médulo ao quadrado do
propagador. Na formulacao de Feynman de integrais de caminho, o propaga-
dor K(qr,qi,T) ¢ escrito como uma soma sobre todos os caminhos possiveis
ligando o ponto ¢; a g no tempo 7. O peso de caminho na soma ¢ um
nimero complexo igual a exp (¢S/h) onde S ¢é a agao ao longo do caminho e
h = 1.055 x 10734Js é a constante de Planck:

iS

Essa certamente nao é uma integral usual, pois integra-se sobre caminhos. O
elemento de integragao Dgq(t) pode ser explicitado apenas se usarmos aqui a
mesma idéia que usamos na demonstracao do teorema de Morse, i.e., a dis-
cretizagao do tempo. Dividimos o intervalo de tempo em N partes de mesmo
tamanho e e tal forma que "= Ne e q(ne) = ¢, mantendo os extremos fixos.
Analisando exemplos simples, como a particula livre, é possivel mostrar que

N-1

o0 - (32)" T

S

Se as agoes tipicas sao muito maiores que a constante de Planck, entao o
valor de S/h para dois caminhos préximos pode ser muito diferente. Somar as
contribuicoes de caminhos diferentes fica entao parecido como somar niimeros
complexos aleatérios e o resultado tende a se anular. Essa é a interferéncia
destrutiva.

Imagine no entanto que estamos somando contribuigoes nas vizinhancas
do caminho cldssico. Ali §'S = 0, caminhos vizinhos tem praticamente
a mesma acao e suas contribuicoes sao quase idénticas. Entao, ao invés
de suas contribuicoes se cancelarem, elas se somam e temos interferéncias
construtivas. Nesse limite, chamado de limite semiclassico, podemos calcular
o propagador somando apenas as contribui¢oes nas vizinhancas da trajetoria
classica:

K(gp, 0, T) ~ / SIS TSI (1) — ok / A Dy 1),

Discretizando o tempo e usando o resultado (3.23)), 025 = ££TANE, as N —1
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integracoes a serem feitas sao Gaussianas e o resultado é

N-1
K(gp. . T) ~ ek ( f )N 2mihe 2 1
A 2mihe L Vdet Ay

\ edet Ay 27k
= 6%50 1 K
V2mih '\ Q(T)

e#So ”2s \ 2
K ’ i)T ~ - .
(47, T) \/2m'h< aQian)

Esse ultimo resultado é bastante importante na teoria semiclassica e conse-
guimos deduzi-lo usando somente os célculos ja elaborados na demonstracao
do teorema de Morse. Observe que essa aproximacao diverge nos pontos fo-
cais. O célculo exato continua em geral finito, mas com um pico préximo aos
pontos focais, onde a densidade de trajetorias classicas vai a infinito, como
ilustra a figura |3.8|

e, finalmente,

3.9 Exercicios

1. Um particula de massa m é colocada no alto de um anel preso na
posicao vertical. A particula desliza sobre o anel sem atrito. Calcule a
reacao no anel sobre a particula usando o método dos multiplicadores
de Lagrange. Encontre a altura em que a particula se descola do anel.

2. Uma particula de massa m desliza sem atrito sobre um bloco de in-
clinacao a e massa M. O bloco, por sua vez, desliza sem atrito sobre
o chao.

(a) Quantos graus de liberdade tem o sistema?

(b) Escreva a equagao de vinculo, elimine uma das coordenadas e es-
creva a Lagrangeana. Resolva o problema.

(c) Escreva as equagoes de movimento usando um multiplicador de
Langrange. Resolva o problema e compare com a solugao anterior.
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. Escreva a Lagrangeana e obtenha os momentos generalizados, as equagoes
de movimento e a func¢ao energia dos seguintes problemas:

(a) oscilador harmoénico uni-dimensional.

(b) particula de massa m e carga ¢ no potencial eletromagnético V (r, v) =
q(®(r)—v-A)

(c) Particula movendo-se em trés dimensoes num potencial central V' (r)
em coordenadas esféricas.

. Sabemos que o vetor momento angular L é constante para forcas cen-
trais. Porque as componentes L, = py e Ly = py/sinf nao sdo cons-
tantes? Mostre explicitamente que dL/dt = 0.

. Considere o principio variacional onde o funcional integrado é f(y, v, z).
Mostre que se f = f(y,y’), independente de x, entdo a seguinte equagao
é satisfeita pela curva estacionaria:
of
/
— — =
f—vy ay
onde « é constante. Dica: calcule df /dx e use as equacoes de Euler-
Lagrange.

. Mostre que o tempo de percurso de um raio de luz ao longo do caminho
y = y(x) pode ser escrito como

1
t= —/n(m,y)\/l—i-y’de.
c

Suponha que n = n(y), independente de x. Mostre que as equagoes de
Euler-Lagrange associadas sao dadas por ny” = (14 2)3—2, que podem
ainda ser simplificadas para n = Ay/1 + y’*> onde A é uma constante
de integracao. Obtenha a Lei de Snell a partir dessa equagao.

. Calcule a agdo S(zy,x;,T) para a particula livre. Verifique as relacoes
0S/0xy; = py, 0S/0x; = —p; e 0S/0t = —E. Dica: escreva a solugao
da equagao de movimento em termos de zs, z; e T" antes de calcular a
acao.

. Calcule a agdo S(xy,x;,T) para o oscilador harmonico e verifique as
mesmas relagoes acima.
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3.9



Capitulo 4

As Equacoes de Hamilton

As equagoes de Lagrange para um sistema com n graus de liberdade,

d (0L oL
(o) - e =o (11)

formam um conjunto de n equacoes diferenciais de segunda ordem no tempo.
O formalismo de Hamilton transforma essas equagoes em um novo conjunto
de 2n equagdes de primeira ordem. Embora nenhuma fisica nova seja acres-
centada, a formulagao de Hamilton apresenta vérias vantagens técnicas sobre
a de Lagrange, como veremos ao longo do curso. Entre elas salientamos a
unicidade das solucoes no espaco de fases, as transformacoes canonicas e a
teoria de perturbacao. Outra motivacao importante é a semelhanca entre
a descricao Hamiltoniana da mecanica classica e a mecanica quantica, que
também discutiremos brevemente. A maneira mais imediata de se obter as
equacoes de Hamilton a partir das equagoes de Lagrange é através de uma
transformacao de Legendre.

4.1 A transformada de Legendre

Seja f(x) uma funcao convexa, i.e., com f”(x) > 0. A informagao contida
em f(x) pode ser passada para uma fungao auxiliar g(u) definida por [3]

g9(u) = ux — f(z), (4.2)
onde z = x(u) é obtido invertendo a relacao
of
= . 4.
u= o (4.3)

95
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A y =1(x)

o |

—g(u
Figura 4.1: Interpretagao grafica da transformada de Legendre.

Passamos a descrever f(z) em termos de sua derivada. Note que

_Of
df = adx = u(x)dx (4.4)
e
of
dg = xdu + udx — a—dx = z(u)du. (4.5)
x

A transformada de Legendre tem uma interpretacao geométrica que po-
demos entender graficamente. Para cada u, considere a reta y = ux. O ponto
z(u) é tal que a distancia F'(z,u) entre a reta e a funcao f(z) é maxima:

F(u,z) = zu — f(z)

oF of (4.6)
oz ' 0x
Impondo 0F/0x = 0 encontramos o ponto x = xz(u) onde a distancia é
méxima e g(u) = F(z(u),u).
E interessante notar que a ‘transformada ao quadrado’ é a identidade
(propriedade involutiva): dado

g(u) = ux(u) — f(x(u)) com u= % (4.7)
entao, 5
h(v) = vu(v) — g(u(v)) com  w= 22 (4.8)

=5
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Usando a expressao para g obtemos

dg Oor Of Ox
V=5 x(u) ER Y =z(u) =2z (4.9)
W) = h(z) = 2u — [uz — F(2)] = F(x) (4.10)

Exemplo 1 - f(v) = mv?/2. Nesse caso p = 0f/0v = mwv, g(p) = pv(p) —
f(w(p)) = p*/2m.

Exemplo 2 - Se U(S,V) é a energia interna de um sistema termodinamico
em equilibrio em funcdo da entropia e do volume, entdo T'= 0U/0S e P =
OU/0OV . Definimos a energia livre de Helmholtz como

ou
FTV)y=U-TS T =
(T, V) com o
As novas relagoes termodinamicas em termos de F' podem ser obtidas:
oF oF
dF G_TdT + de
ou ou
=—d —d Td dT
a8 o A% V=TdS=5
ou
= —dV — SdT = PdV — SdT
ov
ou seja,
or oF
o or ov

4.2 As equacoes de Hamilton

Voltando a mecanica, definiremos a funcao Hamiltoniana a partir de uma
transformagao de Legendre em L(q, ¢,t), ‘trocando’ as velocidades ¢; pelos
momentos conjugados definidos no capitulo 3, equacao (3.15)), p; = 0L/0q;
13, 5]

H(q,p,t) sz% (4 G,t) (4.11)
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onde as n fungdes ¢; = ¢;(q, p,t) sdo obtidas resolvendo-se as n equagoes
oL
- 0g;
As equagoes de movimento de Lagrange podem agora ser reescritas em

termos de H. Calculando a diferencial total dos dois lados de (4.11]) e usando
a convencao de soma sobre indices repetidos obtemos

OH 0OH oOH

pi (4.12)

dg = Pag+ Pap, + 2
9.1 op, P o
oL oL oL
= Gidp; + pidq; — —dg; — -dg; — —-dt
q;ap; + piaq aqi q aqi q ot
oL oL
L e T

onde o segundo termo cancelou o quarto pela definicao dos momentos. Pode-
mos agora igualar os termos da primeira com a ultima linha que multiplicam
diferenciais iguais. Obtemos assim as equagoes de Hamilton

)
q = ap:
(4.13)
. 0H
=g

Temos ainda uma terceira relacao envolvendo o tempo. Antes de escreve-
la explicitamente vamos também calcular a derivada total de H em relagao

ao tempo:
dH oOH 0H . 0H

- = .i + — i + —
it~ og " o T o
= (=P + () +aH_GH
= \=Di)4; q;)Di o ot
Juntando tudo obtemos

dH O0H 0L

a ot ot
Assim, se L nao depende explicitamente do tempo, entao H nao depende
explicitamente do tempo e é uma constante do movimento.

(4.14)



4.2 4.2. AS EQUACOES DE HAMILTON 99

Como indicado no inicio deste capitulo, as equagoes de Hamilton formam
um conjunto de 2n equacoes diferenciais de primeira ordem no tempo. Essas
equagoes sao equivalentes as n equagoes diferenciais de Lagrange, que sao de
segunda ordem no tempo. As varidveis dinamicas sao trocadas de q e ¢ para
q e p. Exploraremos as vantagens dessa nova descri¢ao ao longo dos proximos
capitulos.

Exemplo 4.2.1 A particula livre em coordenadas esféricas. O vetor veloci-
dade é dado por r = 77 4+ 1060 + r¢sin ¢ e a Lagrangeana fica

L=T= %(r2 +720% 4+ 12§ sin?6).

Os momentos conjugados sao

br = mr ro= pr/m
pe = mrf — 0 = pg/(mr?)
pe = mr?sin®f¢ ¢ = py/(mr’sin6).

A Hamiltoniana fica

H =7p, +0py+ dpy — L

:p_er P I P; _m (pr>2_ mr? ( Do )2_ mrQSin29< Do )2
2

m  mr?2  mr2sin®6 m 2 \mr? 2 mr2sin® 6

1 2 pg pgﬁ
=—(pP+2+ 2.
2m (pr r2 " r2gin’0

Exemplo 4.2.2 O oscilador harmoénico. A Lagrangeana é

e 0 momento conjugado

Py = MIT — T =p./m
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e
2 2 k,2
H :i’px—l):&—@<&> LR
m 2 \m 2
Pk ka?
S o2m 2

Exemplo 4.2.3 Considere um sistema com n graus de liberdade com fungao
Lagrangeana contendo apenas termos lineares e quadraticos na velocidade:

) 1 .-, . .
L(q,q,t) = §qTAq +¢"a — Vo(gq,t)

onde a = a(q,t) é um vetor com n componentes, A = A(q,t) uma matriz
n xn simétrica e o superescrito 7' significa transposto. O momento conjugado

pi = g—i =a; + zj:Ainj =a; + Zj:Aiij-
Em forma vetorial
p=a+Aq = G=ATp—a)
Substituindo na definicao de H obtemos
H =p'¢—L
=p' AT p—a)+ Vo - (p—a)’A7a— 3(p —a) AT AAT (p — a)
=(p-a)fA7 (p—a)+ad" A (p—a)+ Vo - (p—a)’A7a
—3(p—a)" A (p - a)
—lp—a)TA (p—a) + Vi

Na passagem da segunda para a terceira linha modificamos o primeiro p?
para (p — a), somando o termo que foi subtraido em seguida. Esse termo
cancela contra o quarto termo da terceira linha (note que ambos sao esca-
lares). Usamos também o fato que, se A é simétrica, entao A~ também é.
Em particular, se a =0 temos L=T -V e H=p*/2m+V =T + V que é
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a energia do sistema.

Exemplo 4.2.4 Hamiltoniana para a forca de Lorentz. Considere uma
particula de carga e sujeita a potenciais ® e A. A Lagrangeana é dada
pela equagao (2.14)):
m
L= Ei'Q—e(I)—l—eI"-A.

Comparando com o exemplo anterior temos Vg = e®, A=mlea=cA. A
Hamiltoniana fica entao

o
H = 2m(p eA)” +ed. (4.15)

4.3 Hamiltoniana versus Energia

A equacao (4.14]) mostra que se o tempo nao aparecer em L, nao aparecera
também em H e esta serd constante. Nesta secao discutiremos a relacao
entre a funcao Hamiltoniana e a energia do sistema. Mostraremos que nem
sempre H representa a energia e que o fato de H poder ser conservada e
poder representar a energia sao propriedades independentes.

Vamos comegar com um exemplo (veja [5], se¢do 8.1) onde um carrinho
é puxado de forma a manter sua velocidade constante vy. Sobre o carrinho
uma massa pontual m oscila presa a uma mola de constante eldstica k (figura
19).

Em relacao ao sistema de referéncia fixo no chao, a posicao da massa m
é x, enquanto que a distensao da mola é y = vot — x. A Lagrangeana é dada

por

k
L(z,it)=T -V = %jﬁ = 5 (ot = 2)’,

A equagao de movimento resulta mi = —k(x — vot) e a solugao é
z(t) = Acos (wt + @) + vot

comw = y/k/m. Como esperado, a solugao corresponde aquela no referencial
de repouso do carrinho somada ao seu deslocamento. Como L é puramente
quadratica na velocidade, podemos usar diretamente o resultado do exemplo
4.2.3 para a Hamiltoniana:

P

H(z,pp,t) =T +V =

k
+ §(vot — )%,
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Figura 4.2: Oscilador harmonico preso a um carrinho mével.

A Hamiltoniana é a energia da particula, que nao é conservada devido a forca
externa que mantém o carrinho movendo-se com velocidade constante. De
fato,
dH OH
dt ot
E facil ver que a taxa de variacao de energia é igual a poténcia da forca
externa. A forca externa sobre carrinho é —ky, pois deve contrabalancar a
forga exercida pela mola. A poténcia externa é entdo P = —kyvy = —k(vot —
x)vg.
Vamos agora escolher y = vyt — x como coordenada generalizada. Entao
Y=v9—Te

= k(vot — x)vp.

. m . k
Dy, 9) =T =V =7F(w0—9)" =5y
que nao depende do tempo! Veja que também podemos escrever L' como
m ., k d /m dF (y,t)
L/:_Z__Z _(_Zt_ )EL” —7.
o TV T \ght Ty M

Como as equagoes de movimento de L' e L” sao idénticas (veja a se¢ao 3.6)
obtemos diretamente mjj = —ky e y(t) = A’ cos (wt + ¢') como esperado. O
momento conjugado a y é

oL _ .
Py =i = —m(vo—7) — Y =1vo+p,/m.

A nova Hamiltoniana fica

p: ok
. 2
H'(y,py) =pyy— L' = ﬁ +5Y" + vopy
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que ¢é claramente conservada, mas nao representa a energia da particula.
Essa discussao pode ser generalizada no seguinte sentido: se a fungao
Lagrangeana for da forma
) |
L(g,q,t) = §qTAq +qa—=V(g,t)=T -V
entao, como vimos no exemplo 4.2.3,

H=(p—a) A (p—a) 4V
Podemos também escrever diretamente 7'+ V' em termos dos momentos. O
resultado é
T+V= %(p —a)'A (p—a) +V 4+ aA ™ (p—a).

Vemos entao que H = T + V apenas se a = 0. Isso ocorre, por exemplo,
quando a transformagao das coordenadas cartesianas para as coordenadas
generalizadas é independente do tempo, conforme a discussao no final da
secao 3.5. Se a transformacao depende do tempo, como no problema do
oscilador no carrinho H # T 4+ V. Estamos assumindo sempre que V' nao
depende das velocidades.

No entanto, podemos olhar para a mesma Lagrangeana de outra forma.
Suponha que a transformacao das coordenadas cartesianas para as coorde-
nadas generalizadas seja independente do tempo mas que o potencial de-
penda linearmente da velocidade, como no caso da forca de Lorentz. Entao,
U=V —¢'ae L =T - U, onde a energia cinética corresponde apenas a
parte puramente quadratica nas velocidades. No caso particular da forca de
Lorentz, A=ml,V =e®,a=cAe

H = i(p —eA)? +ed
2m
que € a energia da particula, enquanto que 7'+ U nao é. Isso ocorre porque
o termo v x B na forca de Lorentz nao realiza trabalho e nao contribui para
a energia.

A conclusao é que a relacao entre Hamiltoniana e Energia deve ser olhada
com cuidado. Em geral podemos afirmar que:

— Para potenciais independentes da velocidade e transformagoes r = r(q)
independentes do tempo, H ¢ a energia.

— Para potenciais independentes da velocidade e transformagoes r = r(g, t)
dependentes do tempo, H nao é a energia.

— Para a forca de Lorentz, H é a energia, enquanto que 17"+ U nao é.
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4.4 Notacao simplética

As 2n equagoes de Hamilton de um sistema de n graus de liberdade podem
ser compactadas e reescritas em uma forma mais elegante [5], [3, [14]. Para isso
construimos primeiramente um vetor de 2n componentes contendo todas as
posicoes e momentos generalizados e o correspondente operador gradiente:

q1 8/0(11

n=| v, = | %0 | (4.16)
p |’ ! 9/0p1
P 0/0pn

Vemos que o gradiente de H, V, H, corresponde basicamente ao lado direito
das equagoes de Hamilton (4.13)). No entanto, ¢; estd associado & uma de-
rivada em relacao a p; e vice-versa. Além disso, uma das equagoes tem um
sinal negativo. Para dar conta desses fatos definimos a matriz

J— ( 0 ) (4.17)

onde cada um dos elementos acima é um bloco n X n. Explicitamente:

0 0 0]+1 0 0

0 0 0] 0 +1 0

0 0 00 o0 0
S0 o 00 o0 +1
=10 0]0 0 0
0 -1 00 o0 0

0 0 ... 0,0 0 0

0 0 ... —-1/0 0 0

A matriz J, conhecida também como matriz simplética fundamental, tem as
seguintes propriedades importantes:

J' = —J, J? = -1, JJT =1. (4.18)
Com essas definicoes as equagoes de Hamilton assumem a forma compacta
n=JV,H. (4.19)

Usaremos essa notacao exaustivamente no capitulo 5.
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4.5 O Principio de Hamilton Modificado

O principio variacional de Hamilton diz que a dinamica natural descrita por
sistemas mecanicos ¢ tal que a acao é um extremo. Em outras palavras, a
acao calculada sobre curvas vizinhas a trajetoria correta é igual, em primeira
ordem, a acao desta trajetoria:

to
5525/ Ldt = 0.
t1

Essa propriedade é independente da descricao que utilizamos para formular
o movimento, de Lagrange ou de Hamilton. Deve entao ser possivel obter as
equacao de Hamilton diretamente a partir desse mesmo principio.

Usando a equagao podemos escrever L em termos de ¢ e p como

i=1

onde ¢; deve ser também escrito em termos de ¢ e p usando a primeira das
equagoes de Hamilton (4.13]). O principio variacional assume entéo a forma

to n
5/ (Z pidi — H (g, p, t)) dt = 0. (4.20)
t \i=1

Podemos tratar a variacao de S nesse formato como a variacao de uma funcao
de 2n varidveis independentes e suas derivadas, f(q,p,¢,p). O método vari-
acional implica que teremos 2n equacoes de Euler-Lagrange, uma para cada

varidvel:
i af B af _0
dt \ 9¢; g

a(ory_or .
dt \ Op; opi

Para f =" | pig; — H(q,p,t) obtemos

4y O o, oH
dt pi 8(]@ N bi= 8(]1
d . OH . OH
At (0) — op 0 - = ap;
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que sao as equagoes de Hamilton. Essa versao do principio variacional é
chamada de Principio de Hamilton Modificado.

Um detalhe que pode passar desapercebido nessa derivagao das equacoes
de Hamilton é a questao das condigoes de contorno envolvidas no principio
variacional. O célculo que fizemos no capitulo 3 para derivar as equacoes de
Euler-Lagrange assume que estamos mantendo as varidveis livres fixas nos
instantes inicial e final enquanto consideramos variacoes da agao para curvas
vizinhas. De acordo com a equagcao , é necessario fazer uma integracao
por partes que gera os chamados ‘termos de superficie’. Esses termos se
anulam devido a condigao de contorno imposta as curvas vizinhas.

Quando aplicamos o principio de Hamilton na sua forma original, com
L = L(q,q,t), as varidveis livres sdo os ¢; apenas e impomos 0¢;(t;) =
dq;(ts) = 0. Para aplicar o principio de Hamilton na forma modificada
terfamos que impor, além disso, que op;(t;) = Ip;(t2) = 0, o que parece
estranho. De fato, se as equacoes de Lagrange sao equivalentes as de Hamil-
ton, elas devem valer nas mesmas condigoes. De acordo com a equacao (|3.1])
os termos de superficie que aparecem nesse caso sao

of . |”
| + L
9q; t Op;

to

0 opi

t1

No entanto, como f = >" | p;G;i — H(q,p,t), temos que 0f/0p; = 0 e néo é
necessario impor condicao alguma sobre dp nos extremos.

Goldstein afirma em seu livro que, embora desnecessario, é 1til pensar
que 0p seja zero nos extremos. Nesse caso podemos somar a L uma funcao
qualquer do tipo dF'(q,p,t)/dt que isso nao altera as equac¢ao de movimento,
pois (veja a se¢ao 3.6)

to

b gp oF orF
) —dt = 6F|"? = —0q; —0p;
/t dt I - 0q; 4 N * ;3]% b

Esse truque, no entanto, ¢ um tanto problematico. Enquanto é sempre
possivel encontrar solugoes das equagoes de movimento que satisfacam as
condigbes de contorno usuais, ¢(t1) = qo e q(t2) = ¢y, nao é possivel em geral
encontrar solucoes quando tanto as coordenadas quanto os momentos iniciais
sao fixados. De fato, dados (go, po) em t = t;, a solu¢ao que parte deste ponto
¢ Unica, e ndo necessariamente passa por (¢r,py) em t = to. Voltaremos a
essa discussao quando desenvolvermos a teoria de transformagcoes canonicas

to

=0.

1

t1
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no préximo capitulo. A idéia de impor dp = 0 nos extremos € incorreta e
também desnecessaria.

4.6 Propriedades da Acao

Chamamos a trajetéria que extremiza a acao de trajetoria cldssica, para
distingui-la de outros caminhos que nao satisfazem as equacoes de movi-
mento. A integral de L(q, ¢,t) sobre a trajetéria cldssica é a a¢ao cldssica.
Se a trajetéria classica ¢(t) parte de ¢; em t = t; e chega em ¢y em t = ts,
entao

to

S(q1,t1; g2, t2) :/ L(q, q,t)dt.
t1
Consideremos agora uma outra trajetdria classica ¢(t) vizinha a ¢(t),

conforme ilustra a figura [£.3] A nova trajetéria comeca em ¢; + Ag; em
t =t + Aty e chega em ¢o + Ago em t = t5 + Aty. Escrevemos

q(t) = q(t) + dq(?)

e enfatizamos que dq(t) é a diferenga entre as trajetérias a tempo fixo. No
extremo final, como os tempos de propagacao sao diferentes, temos:

AQQ = (j(tz + Atz) — q(tg)

= q(t2) + q(t2) Aty — q(t2)

q(t2) — q(t2) + G(t2) Aty = g2 + ¢(t2) Ats.

Na terceira linha substituimos §(ts) Aty por ¢(t2) Aty porque a diferenga é de
segunda ordem nos desvios. Da mesma forma obtemos

Aql = 5(]1 + q(tl)Atl

Podemos agora calcular a diferenca entre a acao dessas duas trajetorias
classicas vizinhas. Para simplificar a notagao e os cédlculos, vamos fazer tudo
para um unico grau de liberdade. O leitor podera verificar que toda ma-
nipulacao vale para qualquer nimero de graus de liberdade. A variacao da
acao, que chamaremos de AS para enfatizar que ambas as trajetérias sao
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'[+A‘tl t L t2+At2

Figura 4.3: Duas trajetdrias cldssicas: ¢(t) com q(t1) = q1 e q(t2) = ¢2 (linha
cheia, azul) e ¢(t), com q(t, +Aty) = g1 + Aqy e q(ta + Aty) = go + Aty (linha
tracejada, vermelho).

classicas, e nao curvas arbitrarias, é

AS =51 + Aqr, t1 + Aty g2 + Ago, ta + Aty) — S(q1, 15 g2, t2)

A -
ﬁj&t?L a4, t)dt — [/ * L(g, g, t)dt

Ma Ldt+ [ Ldt+ [T Ldt — [ Ldt

onde L = L(,q,t). Na primeira e terceira integrais o intervalo de integracio
é infinitesimal. Na segunda, que tem os mesmos limites de integracao que a
quarta, podemos expandir ¢ em torno de ¢. O resultado é:

AS = —L(t))Aty + L(ty) Aty + fff [‘g—géq + g—gaq} dt

—L(t) At + L(ta) Aty + [ {8—q —4 ( )] Sqdt + 2 5q
“l1.01)

Novamente trocamos L(t;)At; por L(t;)At;. Como a trajetéria satisfaz as
equacoes de Lagrange, a integral se anula. Usando ainda a definicao de
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momento generalizado temos finalmente

AS = LAt + pdq|;?

L()AY? + p[Ag — gAL|?
(4.92)

= [L(t) — pd] At|2 + pAq|? = — H(t)At];> + pAq];’

= —H(t) Aty + H(t1) Aty + p2Age — p1Agy

onde p; e py sao os valores do momento nos pontos inicial e final. Como
os deslocamentos Ag; e At; sao arbitrarios, podemos calcular a variacao da
acao em relacao a cada um deles separadamente, zerando os demais. Seguem
entao as seguintes relagoes:

95 _ _
oS
3_qz = +p2
(4.23)
oS
@_tl = +H(t)
oS
o —H(ts)

Se H for constante, H(t;) = H(ty). Note como as derivadas de S em relacao
a seus parametros produz os parametros conjugados.

Exemplo: A particula livre. Nesse caso ¢(t) = qo + vot de forma que

S(qr:qo, 7 /—qut —UO

onde vy deve ser escrito em termos de qg, g5 e 7. Pela equacao da trajetoria
vemos que vy = (g5 — qo)/7, de forma que

m
27
E facil verificar que —AS/8gy = 85/dq; = muy e que —3S/d = mvi/2 = E

S(ar, q0,7) = (a5 — q0)*-
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4.7 O principio de Maupertuis

Na secao anterior calculamos a variagao de S para duas trajetérias classicas
que comecam e terminam em pontos ligeiramente diferentes. O resultado que
obtivemos, equacao , ¢ na verdade valido em condi¢oes um pouco mais
gerais do que mostramos. De fato, vamos supor que a trajetoria de referéncia,
partindo de ¢; em t = t; e terminando em ¢ em t = t5 seja cldssica, mas que
a trajetéria vizinha, com condic¢oes iniciais e finais diferentes, seja apenas
um caminho qualquer. A diferenca entre as agoes nesse caso ainda serd
dada pela equacao (4.21)). Como a quantidade dentro da integral é calculada
na trajetoria de referéncia, que é classica, ela se anula pelas equacoes de
Lagrange e segue o resultado . O simbolo A agora significa apenas que
os caminhos vizinhos admitem pequenas mudancas nas condicoes iniciais e
finais, em oposicao ao simbolo d que usamos quando as condigoes iniciais e
finais estao fixas.

Vamos agora nos restringir a sistemas onde H ¢ independente do tempo
e, portanto, constante. Se calcularmos a variacao de S sobre a trajetoria
classica para caminhos vizinhos que tenham os pontos iniciais e finais fixos,
Agq; = Agy = 0, mas tempo de transito arbitrario, At; e Aty diferentes de
zero, entao, de acordo com (4.22)),

AS = —H(Aty — Aty).

Por outro lado, a acao pode ser escrita como

t2
t1

t2
5:/ (pq—H)dt:/ pidt — H(ty — 1),
t

1

e sua variacao para caminhos que mantenham H constante e Ag; = Agy = 0
é
t2
AS = A/ pqdt — H(Aty — Aty).
t1

No entanto, como AS = —H(Aty — Aty), a condigao
to
A/ pidt = AS =0 (4.24)
t1

determina a trajetéria classica se as variagoes forem restritas a superficie de
energia e com Agq; = Agy = 0.
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A quantidade § = fttf pq dt é chamada de a¢ao reduzida e foi a agao con-
siderada inicialmente por Maupertuis, Euler e Lagrange. A equagao (4.24]) é
conhecida historicamente como principio de Maupertuis e diz que a agao redu-
zida é um extremo se considerarmos curvas Q(t) com Q(t1) = ¢ e Q(t2) = ¢2
sobre a superficie de energia, i.e., com P(t)Q(t) — L(Q(t),Q(t)) = E =
constante.

No caso especial da particula livre, ¢ = p/m e pode ser reescrita
como A f Tdt =0, onde T = p*/2m é a energia cinética. Como T' = E, que
¢ constante para as variagoes permitidas, o principio de Maupertuis se reduz
ao de Fermat A [ dt = 0.

4.8 Espaco de Fases e Superficie de Energia

No formalismo Hamiltoniano as coordenadas ¢; e os momentos p; sao tratados
como variaveis independentes. O numero de coordenadas n, que é sempre
igual ao nimero de momentos conjugados, é o nimero de graus de liberdade
do sistema. O espaco vetorial F?*, de dimensao 2n, formado pelas coorde-
nadas e momentos é chamado de espago de fases. Um vetor nesse espaco

¢ da forma (veja a equagao (4.16))

a1
dn
P1

Pn
e as equagoes de movimento sao tratadas mais naturalmente na sua forma
simplética

n=JV,H
conforme descrito na secao 4.4.

Como as equacoes de Hamilton sao de primeira ordem no tempo, o teo-
rema de unicidade de Cauchy-Lipschitz garante que por cada ponto de F?"
passa uma e apenas uma trajetéria. Trajetorias classicas nunca se cruzam
no espago de fases. De fato, para um conjunto de 2n equagoes diferenciais
de primeira ordem precisamos fornecer 2n condigoes iniciais. Tratando cada
ponto do espaco de fases como uma condicao inicial, podemos imaginar a
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dinamica gerada por H como um fluxo continuo que ‘arrasta’ as condic¢oes
iniciais ao longo de suas trajetorias tinicas, como um fliiido. Mostraremos no
proximo capitulo que esse fliido é incompressivel.

Trajetérias em F?" podem também ser especificadas pelas n posicoes
iniciais e n posicoes finais, como fizemos na andlise dos principios variacio-
nais. No entanto, como veremos a seguir, pode haver mais de uma solucao
das equacoes de movimento que conecte esses pontos. Cada uma dessas
solucoes terd momentos iniciais e finais distintos, nao violando a unicidade
de solucoes no espago de fases. Alternativamente, podemos especificar n
coordenadas iniciais e n momentos finais, etc, contanto que fornecamos 2n
variaveis independentes.

Para sistemas com Hamiltonianas independentes do tempo definimos o
conjunto de pontos

Yg = {n € F* tal que H(n) = E}

como a superficie de energia, que tem dimensao dim(Xg) = 2n — 1.

Como o valor de H sobre qualquer trajetoria é constante, a condicao ini-
cial define uma superficie de energia X com H(n(0)) = E e n(t) € X, i.e.,
a trajetoria ficard sempre em . Como todo ponto de X g serd transportado
pela dinamica em outro ponto de X g, dizemos que a superficie de energia é
invariante pela dinamica.

Exemplo 4.8.1 O oscilador harmonico unidimensional. A Hamiltoniana é

2 2 2
D mw-q
H(q,p) = om T T
e as equacoes de movimento
. OH y
4= —F_-=Dp/m
dp
P OH mwlq
dq '

A solugao geral é dada por

q(t) = qo cos (wt) 4 2% sin (wt)

p(t) = po cos (wt) — mwqp sin (wt).
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pA 9:2

<y

Figura 4.4: Espaco de fases F? e superficie de energia Y5 para o oscilador
harmonico unidimensional.

Em notagao simplética isso fica simplesmente 7(t) = Any onde

cos (wt) - sin (wt) o

A= Mo =
—muwsin (wt) cos (wt) Do

A matriz A é periddica, A(t) = A(t + 27 /w) e ‘propaga’ a condicao inicial
1o Como a energia é a mesma em todo ponto da érbita temos

PR T
2m 2 2m 2
ou ainda
2 2

o ¢
2mE = 2E/muw?

que é a equagao de uma elipse com semi-eixos a = \/2E/mw? e b = V2mE,
definindo a superficie de energia X, conforme ilustra a figura [f.4 Xg
tem a topologia de um circulo, também chamado de 1-toro, 7. Note que,
neste exemplo, a trajetoria cobre totalmente a superficie de energia apés um
tempo suficientemente longo (neste caso basta um periodo) e o sistema ¢ dito
ergodico.

Exemplo 4.8.2 Um oscilador anarmoénico unidimensional. Considere um
oscilador harmonico perturbado por um termo quéartico:
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L L L f L
-4 -2 0 2 4

q

Figura 4.5: Espaco de fases F? e algumas superficies de energia (valor de
F indicado) para o oscilador harmoénico unidimensional com A = w = 1 e
m=1/2.

mw2q2 )\q4

p2
H(q,p) = o +

2 4
As equagdes de movimento sao
G=9% =p/m
p= —%—Ij = —mw?q — \¢>.
Como H ¢é positiva (soma de quadrados), para um dado valor H = F

a posi¢do e o momento ficam limitados aos valores |p| < V2mFE e ¢* <
Vm2wt /A2 + 4E /X —mw? /). No entanto, a superficie de energia nao ¢ mais
uma elipse, a nao ser para energias £ << m2w?/\. A figura mostra
algumas superficies de energia para A =w =1em = 1/2.

Exemplo 4.8.3 O oscilador anarmonico puro. Seja

P’ 2%k
H(q,p) = o + Aq

onde k ¢é inteiro maior ou igual a 1. O movimento é claramente periédico, pois
a superficie de energia é limitada (novamente H é uma soma de quadrados).
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Para k = 1 o oscilador é harmonico. Para k = 2 as superficies de energia
sao parecidas com a do problema anterior no limite de altas energias. O
interessante desse problema é que podemos calcular exatamente o periodo
do movimento para qualquer valor de k. Para isso escrevemos p = m dx/dt
e usamos o método de integracao descrito na secao 1.5, equagao :

m [1® dx
t=4/= _—
2 /qo V (E - )‘J"%)

Para calcular o periodo temos que integrar sobre toda a volta. Como o pro-
blema é simétrico basta integrar de gy = 0 até ¢mqee = (£/X)Y?* e multiplicar
o resultado por 4:

(B2
7(E) =4,/ = / e .
2F J, (1— \2/E)

1/2k

Fazendo a substituicao u = x(E/A)Y*" obtemos

7(E) = 2v2mI,E = A\~
onde

! du

T, = / e

0 Vi
depende apenas da ordem da nao-linearidade, e independe de quaisquer ou-
tros parametros do problema. Para k = 1 temos 7, = 7/2 ¢ 7(E) =
mv/2m/X. Escolhendo A = mw?/2 recuperamos 7 = 27 /w, que independe

da energia.

Para k = 2, ), = /7['(5/4)/T'(3/4) ~ 1.311 e 7(E) ~ E~Y4. No limite
em que k vai a infinito o potencial se aproxima de um poco de paredes retas

(o pogo infinito, problema tradicional na mecanica quantica). Nesse caso
temos que escolher A = 1 e obtemos Z,, = 1 e 7(E) = 2v/2mE~1/2,

Exemplo 4.8.4 O péndulo — veja o exemplo 2.3.2. A Lagrangeana é

1 .
L= §ma292 + mga cos @

e a Hamiltoniana )

H = 2:;9&2 — mga(cosf — 1)
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Figura 4.6: Espaco de fases do péndulo e algumas superficies de energia
(valor de E indicado) para mga =1 e ma® = 1/2.

onde somamos a constante mga por conveniéncia. As equacgoes de movimento

) _ 0H _ 2
0 =35, =Ppo/ma

Do = —%—ZI = —mgasinf

mostram que existem dois pontos de equilibrio: (6,pg) = (0,0) e (0,pp) =
(0,7). As superficies de energia para F < 2mga sao limitadas, correspon-
dendo a oscilagoes do péndulo, enquanto que para E > 2mga as superficies
sao abertas, correspondendo a rotacoes do péndulo. A superficie de energia
E = 2mga é chamada de separatriz e, na verdade é composta de 3 partes
disjuntas: o ponto de equilibrio em 6 = 7, a trajetéria no sentido horario
com E = 2mga e a trajetoria no sentido anti-horario com E = 2mga.

Exemplo 4.8.5 O oscilador harmonico bi-dimensional. Considere o sistema
de dois graus de liberdade

1 m
H(g,p) = %(p? +p3) + g(wqu + w3q3).

A solugao geral pode ser novamente escrita na forma simplética como n(t) =
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A(t)no onde agora

cos (w1 t) 0 —oosin (wit) 0

0 cos (wat) 0 = sin (wat)
A(t) =

—mwy sin (wit) 0 cos (w1 t) 0

0 —muwsy sin (wat) 0 cos (wat)

e 77(? = (q10, 920, P10, P20)-
A matriz de propagacao A(t), no entanto, nao é necessariamente periédica

como no caso unidimensional. Na verdade, A(t) s sera periddica se a =
wy /ws for um nimero racional, da forma o = r/s com r e s inteiros. De fato,
se

W1 = TwWo (& Wo = SWo

entao ¢ ficil verificar que A(t 4 27/wy) = A(t). Se « for irracional nao hé
periodicidade e o movimento é dito quase periddico.
O espaco de fases F* tem dimensao 4 e a superficie de energia, dada por

2 2 2 2
__h + b i qi -+ 92 -
2mE  2mE  2E/mwi 2E/mws3

¢ a superficie tri-dimensional de um elipséide mergulhado em quatro di-
mensoes.
Reescrevendo H como a soma de dois osciladores independentes,
2 2 2 2 2.2
b1 mwﬂh} 4 {pz mwyqs

+ +—}EH1+H2

H =
(:p) {Qm 2 om | 2

podemos mostrar, usando diretamente as equagoes de movimento, que dH, /dt
dHy/dt = 0, de forma que a energia total se distribui em duas partes que
sao conservadas independentemente. Assim temos duas constantes de movi-
mento independentes

2 2.2
__ b1 mwidy
B = om *T 2
2 2.2
__ Dby mws4qs
Ey, = om T 2

e o movimento global fica restrito a uma superficie menor que a superficie de
energia Y, que tem dimensao 3. Quando projetamos a trajetéria em cada
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Figura 4.7: Trajetoria do oscilador 2D projetada nos planos conjugados q;-p;
e go-pz. O produto direto dos dois toros T forma o toro T2 no espaco de
fases quadri-dimensional.

um dos planos conjugados ¢;-p;, temos o analogo ao oscilador unidimensional,
como ilustrado na figura [£.71 O movimento no espago de fases ocorre na
superficie 2D formada pelo produto direto dos dois toros 7", que é um toro
T2

Mantendo a energia total fixa, podemos dividi-la entre Fy e Fy de varias
maneiras. Cada divisao corresponde a um toro T2 diferente, pois os semi-
eixos das elipses dependem dos valores de E; e FE,. Assim, a superficie
de energia X pode ser decomposta em uma familia a um parametro de
toros, conforme ilustrado na figura Nesta figura vemos a projecao de g
no espago qi-p1-¢=, que aparece como um esferéide macico. Uma trajetéria
tipica fica circulando no plano ¢;-p; enquanto a coordenada ¢ também oscila
para cima e para baixo. O movimento gera um cilindro, que é mostrado a
direita, e que é a projecao do toro T2 nesse espaco 3D. Mudando um pouco
a distribuicao de F entre F; e Fs mudamos o toro. A uniao de todos esses
toros gera Xp em uma estrutura parecida com uma cebola. Discutiremos
novamente a estrutura dos toros na superficie de energia no capitulo 8.
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Figura 4.8: Superficie de energia 3D projetada no espago q;-pi-q2 folheada
por toros 2D. A direita uma trajetéria circulando em um dos toros, também
projetado no mesmo espaco 3D.

4.9 Secoes de Poincaré

A descricao do oscilador harmonico bi-dimensional mostra que sistemas com
dois graus de liberdade podem ser bastante dificeis de tratar dada a alta
dimensionalidade do espago de fases. Por outro lado, como veremos adiante,
esses sao sistemas extremamente interessantes que podem apresentar movi-
mento cadtico, inexistente em sistemas com apenas um grau de liberdade.
O método das se¢oes de Poincaré permite estudar e visualizar a dinamica
de sistemas conservativos com dois graus de liberdade como se fossem unidi-
mensionais.

As trajetorias de um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade
movimentam-se no sub-espaco tri-dimensional Yy C F* , pois o vinculo
H(q1,q2,p1,p2) = E é sempre satisfeito. Mesmo assim, essa superficie pode
ser bastante dificil de parametrizar e representar no espaco R? usual. A idéia
basica das se¢oes de Poincaré é introduzir artificialmente um segundo vinculo,
f(q1,q2,p1,p2) = 0, de tal forma que a dinamica se reduza a duas dimensoes
apenas. Como esse segundo vinculo é artificial, ele terd uma conseqiiéncia
importante sobre as trajetérias, como ja veremos.

Vamos ilustrar o método com a construcao de uma secao de Poincaré
bastante tradicional, onde o segundo vinculo é simplesmente ¢ = 0. O
conjunto de pontos com ¢, = 0 forma uma superficie tri-dimensional >,.
Chamaremos a interseccao de Xp com 4, de superficie de Poincaré Xp,
que tem dimensao 2. Assim, estaremos interessados na dinamica de tra-
jetorias com energia E fixa e ¢o = 0. Escolhemos entao uma condicgao inicial
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no = (10,920 = 0, P10, p20) tal que H(ny) = E. Ao propagar esse ponto, a
coordenada ¢o(t) em geral deixard de ser zero e o vinculo ¢z = 0 deixard de
ser satisfeito. No entanto, se esperarmos um tempo suficientemente longo,
é provavel que em um instante futuro ¢ = t1, go(t;) = 0 novamente. Dessa
forma, o conjunto 171 = (q1(t1), g2(t1) = 0,p1(t1), p2(t1)) voltou a superficie
de Poincaré. Criamos assim uma dinamica discreta, chamada de Mapa de
Poincaré, que leva pontos de X p a ela mesma.

Falta apenas um detalhe para concluir a construgao do mapa: em primeiro
lugar notamos que basta considerar os valores dos pontos ¢; e p; sobre a
superficie de Poincaré, pois g = 0 e ps pode ser obtido a partir de H = F.
No entanto, como em geral H é quadratica em py, é conveniente considerar
apenas os pontos que voltam a g = 0 com momento conjugado py de mesmo
sinal que pog. Assim, se pgg > 0, s6 consideramos os pontos com ¢ = 0 se
po > 0.

O mapa de Poincaré P leva um ponto & = (g1, p10) € Lp ao ponto
& = (q11,p11) € Xp, propagado pela dindmica Hamiltoniana: & = P(&).
Conseguimos desta forma uma representagao bidimensional da dinamica. O
preco a pagar é nao termos mais acesso a trajetoria toda, mas apenas a sua
posicao a instantes discretos, como se uma luz estroboscopica estivesse pis-
cando. Em geral nao é possivel obter uma expressao analitica para P, sendo
necessario integrar as equacoes de movimento numericamente e anotar os va-
lores de ¢; e p; toda vez que ¢ = 0 e ps > 0. Obviamente a escolha do vinculo
g2 = 0 foi arbitraria e outras sao possiveis, dependendo da conveniéncia do
problema.

Como ilustracao, construiremos o mapa de Poincaré explicitamente para
o oscilador harmonico bidimensional. Fixando g9 = 0 e supondo que pyy > 0
temos (veja a segao anterior)

q@2(t) = L£2% sin (wot)

mwsa
pa(t) = poo cos (wat).

A coordenada ¢o se anula para t = nm/wy, mas apenas para n par teremos
p2 > 0. Entao sempre que t = t, = 2n7/wy a trajetéria voltara a superficie
de Poincaré.

O mapa pode ser visualizado com a ajuda da figura 4.8} na projecao q;-
p1-q2 a superficie de Poincaré corresponde ao plano ¢;-p;. Cada vez que a
trajetoria (que anda sobre um dos cilindros) cruzar o plano ¢;-p; de baixo
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para cima (de forma que p, > 0), teremos um ponto na se¢ao de Poincaré.
No instante do primeiro retorno os valores de ¢; e p; ficam

1

mw

sin (27a) q10 q10
Py
P11 —mwsin (2ra)  cos (2ma) P1o P1o

g1 cos (2mar)

onde o = wy/wy. Usando & para designar o ponto (g1, p;) obtemos o mapa
de Poincaré

51 = f%xﬁo-

Repetindo o procedimento k vezes temos

Ee=P,...... P& = P* & = P &o.

k vezes

Se « for um nimero racional, da forma r/s com r e s inteiros, entao a
trajetéria sera periddica e ird atravessar a superficie de Poincaré s vezes. Isso
é claro, pois o argumento dos senos e cossenos em Py, é 27kr /s que fica igual
a 2mr para k = s, de forma que P, = 1. Olhando para a figura 4.8 vemos
que os pontos ficarao sobre a elipse definida por

2 2.2 2 2 2
Pi mwiqy  Pio 4 mwiqig

= 121
2m 2 2m 2

Se «a for irracional os pontos na secao de Poincaré preencherao densamente
a elipse.

Finalmente, mudando a condi¢ao inicial mas mantendo H = E e gy =
0, geramos Orbitas que descreverao outras elipses na mesma superficie de
Poincaré. Voltaremos a falar das secoes de Poincaré nos capitulos 7 a 10.
Veja, em particular, as secoes 7.3, 8.2.1 e 10.1.

4.10 Exercicios

1. O ponto de suspensao de um péndulo plano simples de comprimento
[ e massa m é restrito a mover-se sobre a pardbola z = ax? no plano
vertical (Exemplo 2.3.6). Obtenha a Hamiltoniana.

2. O ponto de suspensao de um péndulo plano simples de comprimento [ e
massa m é restrito a mover-se sobre um trilho horizontal (fig. [4.9). Esse
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Figura 4.9: Péndulo com ponto de suspensao se movendo em um trilho.

LG

Figura 4.10: Cilindro uniforme de densidade p e raio a montado de forma a
poder rodar livremente sobre seu eixo vertical.
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ponto ¢é ainda conectado por uma barra sem massa de comprimento a
a um anel de raio a e massa M que pode girar livremente sobre seu
centro fixado no trilho. Obtenha a Hamiltoniana.

Um cilindro uniforme de densidade p e raio a é montado de forma a
poder rodar livremente sobre seu eixo vertical (fig. . No lado
externo do cilindro um trilho espiral é fixado. Por esse trilho uma
bolinha de massa m desliza sem atrito sob a acao da gravidade. Use
qualquer sistema de coordenadas e encontre a Hamiltonina do problema
da bolinha + cilindro e resolva as equagoes de movimento.

Considere o problema gravitacional de dois corpos com massas M e m.
Suponha que M >> m, de forma que M possa ser considerado fixo no
centro de massa do sistema. Escolha um sistema de coordenadas ¢ =
(q1,q2) com centro em M e que gira com frequéncia angular €2 no plano
x-y da orbita de m. Mostre que a Lagrangeana nessas coordenadas
pode ser escrita como

GMm

L:%[(ij(Qx@)]z%—

onde O = Q4. Obtenha a Hamiltoniana.

Partindo da funcao de Lagrange, use a teoria de transformagoes de Le-
gendre para construir uma formulacao onde as variaveis independentes
sejam ¢; e p;. Chamando de G(¢,p,t) a nova ‘Hamiltoniana’, encontre
as equacoes de movimento em termos de G.

Mostre que a acao para o oscilador harmonico é dada por

S(q1,q2,t) (¢ + ¢3) cos (wt) — 2¢1¢s]

- 2 sin(wt) [

e verifique as relagoes (4.23).
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Capitulo 5

Transformacoes Canodnicas

No formalismo Lagrangeano, qualquer escolha de coordenadas generalizadas
pode ser utilizada para descrever o movimento de um sistema. As equacoes
de Lagrange mantém sua forma original

d (0L oL
i (o) - 5o =0 (5.1)

para as coordenadas ¢ = (q1,¢2,...,¢,) € para qualquer outro conjunto
sk = sk(q1,q2, .-, ¢n) se a transformacao for inversivel:

d (0L oL
i (o) -0 (52)

No formalismo Hamiltoniano isso nao é sempre verdade, pois os momen-
tos py estao atrelados a escolha das coordenadas pela definigao pp = 9L /0.
Podemos entao nos perguntar quando a transformacao do conjunto de coor-
denadas canonicas g, pr para um novo conjunto @y, Py, preserva as equacoes
de Hamilton, isto é, supondo que

OH , OH

q -,
oqy,

quais as propriedades da transformacao geral
Qk = Qk(‘h; q2, 5y 4n,P1,P2, " "+ 7pn7t)

Pk = Pk(q17q27'"aQTLaplaan'”?pn’t)

125
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para que a dinamica seja dada por

. oK P oK 55
para alguma nova fungao Hamiltoniana K(Q, P,t). As transformagoes com
essa propriedade sao chamadas de canodnicas.

Embora as transformagoes canonicas nao tenham a generalidade das trans-
formacoes de coordenadas das equacgoes de Lagrange, elas incluem a possibi-
lidade de misturar coordenadas e momentos na definicao das novas variaveis,
o que traz grandes vantagens. Uma das aplicacoes importantes da teoria de
transformacoes candnicas consiste em buscar uma transformacao que leve a
nova Hamiltoniana a depender apenas dos novos momentos, mas nao das
novas coordenadas. Quando isso é possivel, as equacoes de Hamilton podem
ser imediatamente integradas, pois os novos momentos serao constantes:

Pk = —% =0 — P, = P,y = const.,
(5.6)

Qr = g% = QO (P) = const — Qr(t) = Qro + Qi (P)t.

A solucao do problema é dada pela transformacao inversa, e nao envolve
integracoes além das triviais acima:

@ = qe(Q1(t), Q2(), -+, Qn(t), Pro, Pao, - -+, Pro, t)
(5.7)
e = Pr(Q1(1), Qa2(t), - -+, Qn(t), Pro, Pao, - -+, Pro, t).

5.1 Funcoes Geratrizes

Uma maneira pratica e elegante de construir transformacoes canonicas é ex-
plorando uma liberdade oferecida pelo principio variacional de Hamilton [5].
Lembramos que as equagoes de Hamilton podem ser obtidas impondo-se que

5/;2 [ipqu — H(q,p, t)] dt = 0. (5.8)

com 0qx(t1) = 0qx(t2) = 0. Lembramos ainda que podemos acrescentar ao
integrando qualquer fungao do tipo dF'(g,t)/dt sem alterar as equagoes de
movimento resultantes. Isso ocorre porque

5[2 %dt 5 [Flga,ta) — Flqu,t1)] = 0. (5.9)

1
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j& que as variagoes sao feitas com g (t1) e qx(t2) fixos.

Queremos agora definir novas varidveis canonicas (), P que devem satisfa-
zer as equagoes de Hamilton para uma nova fun¢ao Hamiltoniana K (Q, P, t).
Entao basta impor que

o

com 6Q(t1) = dQx(t2) = 0. Como garantir a validade de (5.10))7 A maneira
mais simples é impor que o integrando em ([5.10]) seja igual ao de (|5.8):

ZPka— (Q,P,t)| dt = 0. (5.10)

> PQr— K(Q,Pt) Zkak_ (¢, p, ). (5.11)
s

Essa solugao, no entanto, ¢é trivial, pois implica a transformacgao identi-
dade, onde Q. = qx, P. = pr ¢ K = H. Uma possibilidade um pouco mais
geral é impor que os integrandos sejam apenas proporcionais, i.e.,

ZPka - K(Q, Pt [ZPka — H(q.p, 75)] : (5.12)

com \ constante. A solucao dessa equacgao corresponde a transformagoes de
escala:

Qe=pq  Po=vpr  K(Q,P)=uH(Q/u, P/v) (5.13)

com \ = uv.
Finalmente temos o caso mais geral onde usamos a liberdade dada pela

equagao ([5.9):

. dFl(Q)Qat)

- (5.14)

ZPka— (@, P1) —)\[Zkak H(q; p;1)

ja que tanto as coordenadas originais quanto as novas devem ser fixas para
que as equacoes de Hamilton sejam obtidas. De fato, integrando dos dois
lados de t; a ty e fazendo a variagao da acao temos

0 (o Pe@u = K)dt =20 [ (35, prde — H)dt — aFl(ggéCjQ’tZ‘) 0Q2

OF1(q2,Q2,t2) OF1(q1,Q1,t1) OF1(q1,Q1,t1)
—8—(]26q + —(SQ + 8—<115Q1‘
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Impondo que a variacao da acao nas coordenadas originais seja nula quando
0q1 = 0gs = 0 obtemos

5/(2 PuQy — K)dt = —aFl(%zéch’tQ)éQz + aFl((gé?l’tl)dQl,

o que mostra que a variagao da acao nas novas coordenadas também serd
nula quando 6Q); = 0@, = 0.

Como a constante multiplicativa A\ apenas muda a escala das coordenadas
e momentos, vamos fixar A = 1 e considerar apenas as conseqiiéncias da
fungao Fi(q,@Q,t) na mudanga de varidveis. Escrevendo a derivada total
explicitamente obtemos

~ N (OF,  OF OF
ZPka— (@, P, t) ZPka—H(q,%t)—Z (—1% an Qk) 82&1
k=1 k=1

Essa equacao é satisfeita se

_on
P = D4r
oF;
p—_9h 5.15
oy (>19)
oF;
K<Q7P7 t) = H(Q(Qapat)7p<Q7P7t>7t) + W

A transformagao (¢,p) — (Q, P) é entao definida implicitamente pela
fungao geratriz Fi(q,@,t). As primeiras n equagoes acima podem ser inver-
tidas para obter Qr = Q(q,p,t). Substituindo esse resultado no segundo
conjunto de equagoes obtemos P, = Pi(q,p,t). Note que a nova Hamiltoni-
ana K nao é apenas a Hamiltoniana original calculada nas novas variaveis: se
a transformagao depender explicitamente do tempo ganhamos o termo extra
OF;/0t. As equagoes de movimento seguem do principio variacional:

. 0K : 0K
Qr = oL, P, = ~90, (5.16)

e a transformacao é dita canodnica.
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Um exemplo simples e importante de aplicagao dessa teoria é dada pela
escolha F| = ¢@Q. Aplicando as equagoes ([5.15]) obtemos a transformagao

R, OF,

P 9 pP= 90 q. (5.17)
Esse exemplo mostra que as coordenadas e os momentos sao tratados de
forma equivalente no formalismo Hamiltoniano, podendo ser convertidos um
no outro por uma simples transformacao canodnica.

A derivagao que fizemos acima, e que resulta em Fi(q,@Q,t) como funcao
geratriz, parte da imposicao do principio de Hamilton modificado nos dois
conjuntos de varidveis. Isso, por sua vez, requer a extremizacao da acao
frente a caminhos que tenham as coordenadas iniciais e finais fixas. Dai a
liberdade de adicionarmos a funcao Fi(q, @,t). O exemplo acima sugere que
devam existir outras formas equivalentes de gerar transformagcoes canonicas
onde a funcgao geratriz dependa de outros conjuntos de variaveis, como por
exemplo, Fy(q, P,t). Essas diferentes formas para as fungoes geratrizes sao
uteis em diversas situacgoes, como veremos adiante. Veremos agora como
generalizar o procedimento acima para obter essas formas alternativas.

O ponto de partida para nossa demonstracao baseia-se do fato de que as
equagoes de Hamilton também podem ser obtidas a partir da imposigao

to n
5/ [ —qkpr — H(q,p,t)| dt = 0. (5.18)
| k=1

com Opg(t1) = dpi(t2) = 0. Essa forma alternativa do principio de Hamil-
ton ¢é analoga a forma original com a troca p — ¢ e ¢ — —p e o leitor
pode facilmente verificar que ele leva as mesmas equagoes de movimento de
Hamilton.

Voltando as transformacoes canonicas, podemos agora combinar essas
diferentes formas do principio variacional. Por exemplo, podemos impor que

dF2(Q7 P7 t)

n— H(g,p,t) =Y —QuP, — K(Q,P,t)+ ————— 5.19
;kak (QP) ; QrPy (Q ) dt ( )

onde 0qx(t1) = dqx(t2) = 0 para as varidveis originais e § P(t1) = 0 P(t2) =0
para as novas coordenadas. Note que agora a liberdade é de adicionar a
derivada total de uma funcao de ¢, P e t. Escrevendo a derivada total
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explicitamente e igualando os termos obtemos

)
Pr = Dar
or,
= __= 5.20
Q=55 (5:20)

OF:
K(Q,Pt) = H(q(Q, P,t),p(Q, P,t),t) + a—j.

Invertendo a escolha acima e fazendo opg(t;) = Ipk(t2) = 0 para as
varidveis originais e 0Qg(t1) = 0Qx(t2) = 0 para as novas coordenadas obte-
mos

— — P.Qr — Pt)+ ———= 21
; akpr — H(q,p.t Z wQr — K(Q, P,t) + & (5.21)
que resulta em

_ 95
dk Opr
0F3

P=—-——2 5.22

= 5 (522)

OF;

K(Q.P.1) = H(g(Q, P.0.p(@. P10 + S

Finalmente, escolhendo os momentos fixos tanto nas variaveis originais
quanto nas novas obtemos

- . dFy(p, P, t)
— — P, — Pt)+ ———~=~ 5.23
; akpr — H(q, .t Z QubPr — K(Q, P,t) + dt ( )
que resulta em
_ 9
k. = Opr
OF}
== 5.24
Qk ap, (5.24)
OF}

K(Q, Pt) = H(g(Q, P,1),p(Q, P1), 1) + ==
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As funcgoes geratrizes Fi(q,Q,t), Fy(q, P,t), F3(p,Q,t) e Fy(p, P,t) for-
mam as quatro maneiras fundamentais de se produzir transformacoes canonicas.
A nomenclatura com os indices de 1 a 4 foi introduzida por Goldstein e
tornou-se tradicional. Em sistemas com mais de um grau de liberdade es-
sas quatro formas podem ainda ser combinadas. Para n=2, por exemplo,
podemos utilizar a forma 1 para ¢; e p; e a forma 2 para ¢, e po:

dF<q17QQ7 Ql; P27t)

plq1+p2q2_H<Qap>t):PlQl_QQPZ_K(Q7P7t)+ dt

cujas equacoes ficam

_OF A
P11 = —&h P2 = _8q2
OF oF
_ - 5.25
P 90, Q2 o5, (5.25)
OF
K=H+ —.
o

O quadro abaixo mostra um resumo das quatro fungoes geratrizes basicas:

Fl(q,Q,t) pkzaFl/ﬁqk Pk:—aFl/an K:H+8F1/8t

FQ(Q,P,t) pkzﬁFg/ﬁqk Qk:aFg/aPk K:H+8F2/8t

Fi(p,Q,t) | ¢ = —0F3/0py | Py = —0F3/0Qx | K = H + 0F;/0t

F4(p, P, t) qr = —8F4/8pk Qk = 6F4/8Pk K= H—|— 8F4/8t
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5.2 Exemplos de Transformacoes Canonicas

A seguir apresentamos exemplos simples de transformagoes canonicas que
ilustram o papel das funcoes geratrizes associadas.

Transformacao identidade: Fy(q, P) = ¢P

Troca de coordenada por momento: Fi(q,Q) = qQ

p:E)Fl/(?q:Q PZ—5F1/8Q:—Q

Transformacgoes pontuais: Fy(q, P) = f(q)P

p=0F,/0qg=Pof/0q Q= 0F,/0P = f(q)

Evolugao temporal infinitesimal: Fy(q, P) = ¢P + ¢H(q, P)
p =P+ €dH(q, P)/0q

Q) =q+e€dH(q, P)/OP.

Como a transformacao é proxima da identidade, podemos substituir P por
p na Hamiltoniana, gerando um erro da ordem de €? na transformacao:

p =P+edH(q,p)/dq+ O(e*)

Q =q+edH(q,p)/0p+ O(e).
Usando agora as equacoes de Hamilton e reordenando obtemos

P =p+ep+0(e) =p(t+e)

Q =q+ei+0() =~ q(t+e).

Evolugao temporal: F(q,Q,t) = S(q,Q,1)
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Seja S(q,Q,t) a acdo de uma trajetéria com ¢(t1) = Q e q(t2) = q. Como
a acao satisfaz as relacoes

p(t1) = =05/0q(t1)  p(ta) = 0S/0q(t2)

vemos que a acgao ¢ a funcao geratriz da evolugao temporal, do tipo F.
As coordenadas originais (¢, p) representam o ponto no espaco de fases no
instante t, enquanto (@, P) representam o ponto inicial no instante ;:

P =-05/0Q p=0S/0q.

O fato de que a evolucao temporal ocorre ‘de traz para frente’ sera reinter-
pretado adiante quando estudarmos a equacao de Liouville.

Variaveis de agao e angulo para o oscilador harmoénico
Seguindo a motivacao inicial para misturar coordenadas e momentos em

uma mudanga de varidveis, procuramos aqui uma transformacao de (gq,p)
para (@, P) tal que K = K(P) para o oscilador harmonico. Como

2 2 2
p mw-q
H = —
(@p) =5 -+~
procuramos uma transformacao do tipo
P
p= F(P)eosQ o= ng
mw
que leva a nova Hamiltoniana a
K = = f*(P)
© 2m '

A fungao f(P) deve ser escolhida de tal forma que a transformagao seja
canonica. Dividindo uma equacao pela outra obtemos p = mwq cot (), o que
nos leva a procurar uma fungao geratriz do tipo Fi:

p = mwqcot Q) = 80—1;1 — Fi(¢,Q) = %‘fcotQ

__%_mwtf 1
P = 0Q — 2 sin?2Q°
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Da segunda equagao obtemos ¢ = ¢(Q, P). Substituindo na expressao para
p = p(q, Q) completamos a transformagao:

q= VETZSinQ
= v2Pmuw cos Q).

Isso mostra que a func¢do procurada é f(P) = V2Pmw e que K(P) = wP.
Escrevendo as equagoes de Hamilton para K obtemos P = const. = F/w e
@ = Qo + wt. Substituindo de volta na transformacao temos a solucao do
problema:

2L, sin (Qo + wt)

<
Il

= V2Emcos (Qo + wt).

Devido as suas unidades dimensionais, as variaveis () e P sao chamadas de
variaveis de angulo e acao e sao geralmente renomeadas para ¢ e I.

Funcoes geratrizes e transformacoes de Legendre

Podemos obter Fy(q, P,t) como uma transformagao de Legendre de F}(q, Q,t)
onde tiramos () e colocamos — P no seu lugar:

oF
Fy(q, P.t) = Fi(q,Q.t) + QP com - P= a—é.
Calculando a diferencial dos dois lados obtemos
8F2 8F2 8F1 aFl
—dg + —=—=dP = —d —d Pd dP.
S+ 0+ 550Q + PAQ+Q

O segundo e o terceiro termos a direita se cancelam. Igualando termos com
a mesma diferencial obtemos as regras de transformagao para Fj:

oF, _OF _ b _
dg  oq P op

Da mesma forma podemos mostrar que todas as fungoes F; conectam-se por
transformacoes de Legendre similares.
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5.3 Formulacao Simplética

O uso do principio variacional de Hamilton nos permite construir trans-
formagoes canodnicas a partir de fungoes geratrizes arbitrarias envolvendo
sempre uma das varidveis originais (q ou p) e uma das novas (Q ou P). No
entanto, dada uma transformacao, como saber se ela é canonica diretamente?
A resposta a essa pergunta nos levard ao conceito de Colchetes de Poisson
[5l, 15, [16].

Seja entao

Qi = Qi(q,p) P, = Pi(q,p) i=1,2,...,n (5.26)

uma mudanca de variaveis arbitraria. Consideraremos por enquanto apenas
transformacoes independentes do tempo. Derivando @); em relacao ao tempo
e usando a convenc¢ao de soma sobre indices repetidos obtemos:

L 0Qi.  0Q.  0Q;0H 0Q;0H

9= Oq Gt Opy, Pe= dqr, Opy, B Opy, a_Qk (5-27)
Escrevendo H(q,p) = K(Q(q,p), P(q,p)) vemos que
0H 0K 0Q, A 0K 0P,
Opr  0Q dpy P Opy
(5.28)
o _ oK 0, oK on
Oqr  0Q Oqr.  OF gy,
substituindo em ([5.27)) obtemos
o, _ 0@ [OK Qi a_KaPl} 0, {aK e} a_K@}
' 0q. [0Q; Opr, ~ OF Opy; Opr, |0Q Opr,  OF, Opy, (5.29)

0K [0Q;0Q; 0Q;0Q;| 0K [0Q;0F 0Q;0P,
0Q, | Oqi. Opx  Opi a%] OB, [an Ope  Opi 3_%]
Analogamente obtemos

OK [0P,0Q, 0P 0Q, OK 0P, 0P, O0P,0PF,
0Q: | Oqr Opr  Ops aqk] 0B {8% Op,  Opr, Oqx

Para que essas equagoes sejam equivalentes as equagcoes de Hamilton QZ =
0K /OP; e P, = —0K/0Q; devemos impor que

(P PiYep =1{Qi; Qitep =0 e {Qi, Pi}ap = 04y (5.31)

p =

}. (5.30)
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onde definimos os Colchetes de Poisson entre duas funcoes F' e G por

" [OF 0G oOF 0G
(F.Gly =Y [—— _OF oG (5.5

“— | 0q, Opr  Opi Oqi]

Note a semelhanca entre os colchetes de Poisson das novas varidveis e
os comutadores entre os operadores de posicao e momento da mecanica
quantica.

Toda essa manipulacao algébrica pode ser refeita de forma compacta e
elegante usando a formulacao simplética, introduzida na secao 4.4. Vamos
fazer isso agora de forma geral, permitindo que a transformacao dependa
também do tempo. Sejam (veja a equagao (4.16)))

(1) e(8) e

vetores de dimensao 2n no espaco de fases. A transformacdo canonica é
dada por £ = &(n,t) e chamaremos de M;; = 0&;/0n; a matriz jacobiana da
transformacao. As equagoes de Hamilton nas variaveis originais sao dadas
por 1) = JOH /On onde a matriz J e o gradiente sdo dados por (veja ([4.17))

(0 1 g ([ 0/oq
S(50) Ra(amy
Para que a transformagao seja canonica precisamos mostrar que 5 = JOK/OE.
Sabemos que K nao sera igual a H se a transformacgao depender do tempo
explicitamente. Calculando a derivada temporal de £ obtemos
o¢ . 0§ 0¢; 0H %

_ 9 . g 05 gy g OH L OG 5.35
an," " ot i+ 7k (5.35)

S ot one Ot

Escrevemos agora a nova Hamiltoniana K em termos de H como

K(&,t) = H(n(&,1),t) + A(£, 1) (5.36)
onde A é uma fungao arbitraria que devemos determinar. Invertendo temos
Derivando H em relagao a n e usando a definicao de M obtemos
OH 0K 0§ 0A I T (8[( GA)
=) N (T = — ). 5.38
o, 05 an. ogom i \ag, o 539
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Escrevendo ([5.35]) e ([5.38]) em notagao matricial vemos que

. OH 0t 70K JOA  O¢
E=MIZ+ 5 = MIMT o0 = MIMT 50 4+ 5 (5.39)

A condigao para que a transformacao seja candnica é entao
MJM' = J. (5.40)

As matrizes que satisfazem a equacao sao ditas simpléticas e for-
mam um grupo, chamado de grupo simplético ou grupo das transformagoes
canonicas. Além disso, temos uma equacao para a correcao A na Hamiltoni-
ana caso a transformacao dependa explicitamente do tempo:

0A 0§
o ot
Note que a equacao ([5.40)) é equivalente as relagoes ((5.31]), pois o colchetes
de Poisson também pode ser escrito na notagao simplética como
OF" 0G
FG},=— J— 5.42
onde o vetor a esquerda é transposto, vetor linha (quando for possivel omi-
tiremos o simbolo ‘T’ para simplificar a notac¢ao). Para F' = & e G = §
teremos, usando a notacao de Einstein,

(5.41)

o0& T 0
Note ainda que
{n,nt=1J (5.43)

onde a matriz do lado esquerdo é definida como {7, n};; = {n:,n;}
Finalmente vamos mostrar a relacao que a funcao A tem com as fungoes
geratrizes da secao anterior. Para isso escrevemos primeiramente as condigoes

(5.41)) explicitamente em termos de Q) e P:

A P A
0A_ 0P 9A_0Q -
oQ ot orP ot
e escrevemos A em termos de uma funcao auxiliar F' como

0F(q, P,t
A(Qv P7 t) = %MZQ(QP@ (545)
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ou ainda

OF(q, P,t)
ot

Derivando ([5.46)) em relagdo a q e usando a primeira das equagoes ([5.44)
obtemos

— A(Q(q, P,t), P,t). (5.46)

°F_040Q | 0Qop  F _
Dot 0Q Oq dq Ot = 0Oqot

Da mesma forma, derivando ([5.46)) em relagao a P e usando (/5.44) temos

0 (5.47)

OF _0AOQ 0A | 9Q _ OF  9PIQ
oPOt  9QOP = OP ot OPot Ot OP

(5.48)

Essas equacoes sao as versoes diferenciais das relagoes que definem trans-
formacoes canodnicas com a funcao geratriz do tipo F,. De fato, partindo

de
0, oF,

e derivando cada uma dessas equagoes em rela¢ao ao tempo com QQ = Q(q, p, t),
P = P(q,p,t) e tomando ¢q e p como varidveis independentes obtemos

p

PF  PF OP 0QOP  O°F
0=t Tap ot ~ g ot ogr (5:50)
0Q O*F  9*FOP 0Q 0QOP  OF
o “opoi tomar T ot _opor opar (5-51)

que sao as equagoes (5.47) e (5.48). Vemos entao que F' é a fungao geratriz

da transformacao e que a nova Hamiltoniana deve ser acrescida da derivada
parcial de I’ em relacao ao tempo.

Exemplo Considere Fy(q, P,t) = qP + P%*/2. A transformagao canonica é
dada por P =pe Q = g+ pt. As equagoes ((5.44) resultam

94 _ op _, 0A_0Q_
00 ~ ot op ot P

Por integragao obtemos A(Q,P) = P?/2, que coincide com 0F,/dt como
deveria.
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5.4 O Grupo Simplético

O conjunto das transformagoes canonicas forma um grupo, chamado de
grupo simplético. Vamos mostrar, primeiramente, que duas transformagoes
canonicas aplicadas sucessivamente formam também uma transformacgao canonica.
Sejam as transformagoes de n — &, £(n,t) e de £ — v, v(£,t). Como suas
matrizes jacobianas sao simpléticas teremos:

M=% MJMT = J
(5.52)
N =% NJNT =J

Vamos mostrar que a transformacgao direta, n — v, dada por v = v(n,t)
também é simplética. Com isso teremos mostrado que o 'produto’ de duas
transformacoes canonicas também é canonica. A prova é bastante simples.
Seja O = g—;. Entao, usando a regra da cadeia é facil ver que O = NM e,
portanto,

O0JO" = NMJ(NM)" = NMJM*NT = NJNT = J. (5.53)

Vejamos agora a transformagcao inversa, de & — n dada por n = n(¢,t)
com matriz jacobiana U. Pela regra da cadeia ¢é facil ver que UM =1, i.e.,
U = M~!. Entao temos que

VU =M JMHY' = M*MJ=J (5.54)

onde usamos a equagcao multiplicada por (M ~1)T pela direita dos dois
lados na ultima passagem. Vemos entao que a transformacao inversa também
¢ canonica. Como a identidade é obviamente simplética, temos todas as
propriedades bésicas de um grupo.

5.5 Transformacoes Infinitesimais e a Identi-
dade de Jacobi

Transformacoes canonicas infinitesimais sao uteis em diversas situacoes, par-
ticularmente no desenvolvimento da teoria de perturbacoes que veremos
adiante. Podemos gerar uma transformacao infinitesimal arbitraria com o
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auxilio da funcao geratriz do tipo F3. Seja entao
Fy(q,P) = _ ;P +€G(q. P.t). (5.55)
i=1

O primeiro termo gera a transformacao identidade, e o segundo ¢é assumido
pequeno, € << 1. As regras da transformacao para F5 resultam em

i) 9G(q,P,t
pi = 8—2 =P+ 6%
(5.56)
Q; = an =g +68G(q Pit)
ou f
P, = p; — 2402 4 O(e?)
(5.57)

Qi = g; + 24 1 O().

Em notacao simplética essas equagoes ficam & = 0+ eJIG /On + O(e?) ou
on=&—n=eJOG/On+ O(€?) . A matriz da transformagao é

0’°G
onde 52 52
G G
= 5.59
(877 ) In;On; (559
¢ uma matriz simétrica. De fato, como J? = —.J, temos que
MT=1-— 682—GJ (5.60)
= e .

e MIMT = J + O(€).

Vamos agora usar a idéia de transformacgoes infinitesimais para demons-
trar a Identidade de Jacobi. Seja u(n) uma funcao das varidveis canonicas e
¢ = n+dn uma transformagao canonica infinitesimal gerada por Fy, = qP+€eC.
Entao

8u ou 0C

Gy gy =l Ch (5.61)
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Tomemos agora duas fungoes arbitrarias A(n) e B(n). Entao, usando

e a regra da cadeia temos que:

(a) Para uw = {A, B} — §{A,B} = e{{A,B},C} ={0A,B} + {A,6B}

(b) Parau=A — dA =€¢{A,C}

(c) Parau=B — 0B =¢{B,C}.

Assim vemos que

e{{A,B},C} = e{{A,C}, B} + {A,{B,C}} (5.62)

ou ainda, usando a propriedade de antisimetria dos colchetes de Poisson,
{{A,B},C}+{{B,C} A} +{{C,A},B} =0 (5.63)

que é a Identidade de Jacobi. Essa demonstracao é devida a Nivaldo

Lemos [14] e foi publicada em [I7]. Outras propriedades importantes do col-
chetes de Poisson sao:

(1) {F> F} =0
(2) {F.G} =—{G,F}
(3) {aF +bG, HY = a{F, G} + b{G, H}

4) {FG,H} = F{G, H} + {F, H}G

5.6 Equacoes de Movimento e Leis de Con-
servacao

Para qualquer funcao u das variaveis canonicas q e p e do tempo, temos que

ou 8u
— —p 64
Zaqkqw Pt (5.64)
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Na notagao simplética a mesma expressao fica

du Ou ou Ou OH Ou ou

— J— = H 5.65
o Yo T oy T - g (5.65)
Para os casos particulares u = ¢, ou u = p, obtemos
0OH 0H
a = {qr, H} e Pr = {px, H} Dan ( )
ou, em notacao simplética,
877 0H o0H
= H} = J — =J—=— 5.67
i=(nHy =55 =0 (567
Para u = H,
dH OH OH
={H, —_—. i
dt = {H,H}+ ot ot (5.68)

Finalmente, se © é uma constante do movimento, de forma que sua
derivada total em relacao ao tempo é zero, entao

ou
o = {H.ul. (5.69)

Constantes de movimento sao extremamente titeis na solucao das equacoes
de movimento, pois sao relagoes explicitas entre as varidveis do problema
que permitem efetivamente reduzir o niimero de coordenadas independentes.
Nesse sentido, o seguinte resultado é importante: se u e v sao duas constantes
do movimento, entdo, pela identidade de Jacobi, {H, {u,v}} =0 e {u,v} é
uma nova constante de movimento. Temos entao, aparentemente, uma forma
de gerar novas constantes do movimento a partir de duas conhecidas. No en-
tanto, na maioria dos casos, as novas constantes geradas sao triviais, como
por exemplo {u,v} = 1.

Exemplo 5.6.1 - Seja H = p*/2 — 1/2¢* e considere a funcao D(q,p,t) =
pq/2 — Ht. Vamos mostrar que D é uma constante do movimento. Primei-
ramente notamos que 9D /0t = —H. O colchetes de Poisson entre H e D
é:

{H.D} ={H,pq/2} = {{p* . pa} -} {q%,pq}

=1(-2p%) - 3(-2/¢®) = —p*/2+ 1/2¢* = —H.
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Portanto, dD /0t = {H, D} e D = 0.

Exemplo 5.6.2 Considere a equagdo de movimento para uma funcao u(n)
que nao dependente explicitamente do tempo,

du
— = H}.
dt {U/, }
Expandindo a solugao u(t) = u(n(t)) em série de Taylor em torno de ¢ = 0
obtemos 4 2 g2
U t U
t) = u(0) +t — — —
W) =0 g T T @

Usamos agora a relagao entre a derivada total e os Colchetes de Poisson para

o u(t) =u(0) +t{u, H}o + E{{u, H},H} +...

- [1+t{-,H}0+%{{-,H},H}Jr... m (5.70)

= el Yy = L(ug).
O operador
L=l

¢é conhecido como Liouvilliano. Note a semelhanga entre a evolugao temporal
classica da func¢ao u e a evolugao temporal quantica de uma funcao de onda,

dada por [¢(t)) = e~""/"](0)).

Exemplo 5.6.3 Vamos achar a solu¢ao de um problema simples usando o
operador de Liouville. Seja H = p*/2m + gq. Entao vemos que

{a, H} = {q.p*/2m} = p/m

Como o segundo colchetes deu constante, os colchetes de ordem superior se
anulam e a série ¢é finita. Da mesma forma

{p,H} ={p, 99} = —g

e o resto da série também se anula. Entao, usando (5.70) parau =geu=1p

obtemos )
q(t) = q(0) 4+ pt/m — gt*/2m
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5.7 Invariantes Canonicos

Uma das grandes vantagens de se trabalhar no formalismo de Hamilton é
que algumas quantidades importantes sao invariantes pela escolha do sis-
tema de coordenadas canonico. Como a prépria evolugao temporal é uma
transformacao canodnica, essas quantidades sao invariantes pela dinamica.
Dentre essas, tres sao particularmente importantes: os colchetes de Poisson,
o invariante integral de Poincaré-Cartan e o elemento de volume no espaco
de fases. Esse ultimo, em particular, tem como conseqiiéncia o teorema de
Liouville.

5.7.1 Os Colchetes de Poisson

Sejam u(n) e v(n) duas fungdes suaves das varidveis canonicas 7 e

81)
{u, v}y = o 8n (5.71)

os colchetes de Poisson. Consideremos agora uma transformacao canonica
n — &. Entao

ou Ou 0¢; Ju o Ou
TS 2 = (M)
on, ~ ogon, ~ Mg = M igg,
ou
ou_ypdu " _ou
on 23 on 9
com expressoes similares para a funcao v. Entao
{u, v}, = a gy v J— {u, v} (5.72)
" 0¢  O¢ ¢ '

Dessa forma, o colchetes de Poisson entre duas fungoes u e v tem o mesmo
valor se calculado em qualquer sistema de coordenadas canonico.
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p.P

a.Q

Figura 5.1: A curva v, é levada em +, pela transformagao canoénica. No
espaco de fases duplo a curva é ~.

5.7.2 O invariante de Poincaré-Cartan

Considere uma transformacgao canénica gerada por uma fungao do tipo Fi(q, @, t)
[8,3]. Calculando a diferencial de F; obtemos, com a convengao de Einstein,

R, OF, OF,
ARy =5 tdae+ 5ondQe+ e

= prdgy — PdQp + (K — H)dt.
= (pedqr, — Hdt) — (PdQy — Kdt).

Como dF; é uma diferencial exata, sua integral em qualquer curva fe-
chada ¢ nula. Considere entao uma curva fechada v, no espaco de fase
estendido A,; de dimensao 2n + 1 onde os eixos sao as 2n coordenadas e
momentos ¢ e p e o tempo t. Suponha que a curva seja parametrizada por 7:
Yy = (¢(7),p(7),t(7)). Essa curva é levada em ¢ = (Q(7), P(7),t(7)) pela
transformacao canonica, no espaco estendido A¢;. Finalmente, no espaco de
fases ‘duplo estendido’ A,¢; de dimensao 4n + 1 com eixos ¢, @), p, P, t temos

a curva v = (q(7),Q(7),p(7), P(7),t(7)) (veja a figura 5.1).
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Integrando dFj sobre v obtemos

v T 3

ou
n Ve
Portanto, a integral

S = 7{@ -dg — Hdt) (5.75)

é um invariante canonico para qualquer curva fechada v no espaco de fa-
ses estendido (g, p,t). Note que quando parametrizamos a curva 7y com o
parametro 7 € [0, 1], o invariante pode ser escrito como

! dq ot
S = -— —H — |d 5.76
[ (w1 52 = s pie 5 ) e (5.76)
Veremos agora algumas aplicacoes desse invariante.

(1) Se a transformagao canodnica for independente do tempo, OF/0t =0 ¢ a

equacao (5.74) se reduz a

Tn Ye

(2) Invariancia de S pela evolugao temporal

Considere a curva fechada 79 = (qo(7),po(7),t0(7)) parametrizada por
7. Cada ponto nessa curva pode ser pensado como uma condi¢ao inicial,
e sua trajetéria subsequente pode ser obtida integrando-se as equagoes de
movimento. Note que cada uma dessas trajetérias comeca em um instante
diferente, pois ty = to(7). O caso particular ¢y = const corresponde a iniciar
todas as trajetorias no mesmo instante. A propagacao desse conjunto de
trajetérias gera um tubo no espaco de fases extendido, como mostra a figura
(5.2). Como a evolugdo temporal é uma transformagao canonica, entdo, a
integral de (p - dg — Hdt) sobre qualquer curva 7, correspondente & evolugao
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tr

Figura 5.2: Tubo de trajetérias formado pela propagacao das condicoes ini-
ciais sobre a curva fechada ~.

temporal da curva v, terda o mesmo valor. Na verdade é possivel mostrar
que a integral serd a mesma para qualquer curva que envolva o tubo de
trajetorias e serd nula para qualquer curva que possa ser reduzida a um
ponto por deformacgoes continuas sobre a superficie do tubo. Para mostrar
esse resultado notamos primeiramente que a integral sobre uma curva que
envolve uma &rea fechada do tubo pode ser quebrada em pequenas integrais
de linha sobre quadradinhos nessa superficie, como mostra a figura 5.3a.
As integrais nas partes internas dos quadrados se anulam, pois sao sempre
percorridas duas vezes, uma vez em cada direcao. Esse quadradinhos podem
ser construidos da seguinte forma: na curva original v, marcamos pontos
espacados de d7. Cada um desses pontos é propagado gerando um conjunto
de linhas (suas trajetérias). A cada passo de tempo dt desenhamos a curva
v¢, gerando um outro conjunto de curvas que envolvem o tubo. As trajetérias
e as curvas ; geram um reticulado sobre o tubo, como ilustrado na figura
5.3b.

Vamos mostrar que a integral em uma curva fechada sobre o tubo
que pode ser contraida a um ponto é nula. Para isso basta mostrar que a
integral sobre cada pequeno quadradinho fechado é nula (figura 5.3c). Pela
sua construgao, o vetor representando o lado do quadrado na direcao da
trajetéria é (¢, p, 1)dt, e na diregdo perpendicular, (¢, p’, t,)dr, onde usamos
a linha para indicar derivadas em relacao a 7, e o ponto para derivadas em
relacao a t. Note que o valor da varidvel tempo no canto inferior esquerdo
é to(T) + t, enquanto que no canto superior esquerdo é to(7 + d7r) + ¢ =
to(T) 4+t + th(r)dr + t§(7)dr?/2. A figura 5.3|c) mostra o valor aproximado
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(a)

©)

q+qdt +q’dt
p+pdt +p°dt
X Ato+t+dt+[u’dr

q+q’dT 3
p+p’dT
to+rt+tgdT

|

a X >

1 q+qdt
Gt p+pdt
Lo+ t+dt

i |

Figura 5.3: Tubo de trajetérias formado pela propagacao das condigoes ini-
ciais sobre a curva fechada ~.

de g, p e t nos quatro vértices. Ao fazer a integral de linha ao longo dos lados
vamos avaliar p e H(q, p) no ponto médio do lado. O calculo da integral para
cada um dos lados, numerados de 1 a 4 na figura, deve ser feito com cuidado,
mantendo termos até ordem 2 em dt e d7:

S1 = (p+pdt/2)(¢dt + Gdt*/2) — H(q + ¢dt/2, p + pdt/2)dt
= pqgdt + pg(dt)?/2 + p§dt* /2 — Hdt — (0H/0q)q(dt)* /2 — (OH /Op)p(dt)? /2
= pgdt + pq(dt)*/2 + pg(dt)?/2 — Hdt

onde usamos as equacgoes de Hamilton para cancelar os dois termos.

Sy = (p+pdt+p'dr/2)(¢dr + ¢"dr?/2)
—H(q+ ¢dt + ¢'dr/2,p + pdt + p'dr/2)(thdr + tydr?/2)
= pqd'dr + ¢'pdtdr + pq"dr? /2 — Htydr — Htjdr?/2+
(q'p + pq'ty — 4p'ty)(dr)?/2
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onde ja cancelamos dois termos da expansao de H usando novamente as
equacoes de Hamilton. Da mesma forma obtemos

Sy = (p+pdt/2 4 p'dr)(—gdt — §dt*/2)
—H(q+ qdt/2 + ¢'dr,p + pdt/2 4 p'dr)(—dt)
= —pgdt — pgdt?/2 + Hdt — pg(dt)?/2 — pg'dedr

Si = (p+pdr/2)(—¢dr — ¢"d7?/2)
—H(q+qdr/2,p+ p'dr/2)(—tydr — tgdr?/2)
= —pg'dr — pq"dr?/2 + Htydr + Htydr?/2—
(a'p' + Bty — ap'ty)(dr)?/2.

Finalmente, a integral no circuito completo é obtida somando as quatro
contribuigoes, que se cancelam exatamente até ordem 2. Se o numero de
particoes temporais ¢ N e de particoes em 7 é M, o erro acumulado no
célculo da integral sobre os NM quadradinhos é NMO(3) que vai a zero
quando dt e dr vao a zero. Isso mostra que a integral sobre a curva fechada
de fato é nula. Na figura[5.3(a) a ilustragio mostra N = 3 e M = 2. Note que
se tivéssemos feito o célculo em primeira ordem apenas o erro seria NMO(2)
que fica finito no limite dt e d7 indo a zero, invalidando a prova. Por exem-
plo, NMdtdr = (Ndt)(Mdr) — t. Dai a importancia em fazer o célculo até
ordem 2.

Vamos agora imaginar uma curva qualquer v sobre o tubo. Construimos
uma superficie A fazendo uma pequena abertura em =, e levando as tra-
jetérias nas fronteiras da abertura até v, como mostra a figura 5.3d. A
superficie A é um tubo aberto limitado pelas curvas 7y, 77, —v e To. Como a
integral total é nula e as integrais sobre T} e T, se cancelam, a integral sobre
Y tem que ser igual a integral sobre v, demonstrando o teorema.

Um caso particular do teorema ocorre para curvas onde t(7) = to = const.
Para curvas 7; no plano t = t; > ¢, teremos dt = 0 ao longo das curvas iniciais
e finais e a equagao (5.75) se reduz a

f Prdgy :f Prdgs. (5.78)
Y0 71
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(3) Invariancia das dreas na Segao de Poincaré

Considere um sistema com dois graus de liberdade. O mapa de Poincaré
(¢1,p1) é obtido marcando-se neste plano as intersecgoes das trajetérias com
a superficie gerada pela interseccao de Xp = {(q,p) t.q. H(q,p) = E} com
Yo ={(q,p) t.q. g2 = 0 e po > 0}. Em outras palavras, para cada trajetéria
com energia F, marcamos os pontos (qi,p;) toda vez que ¢; = 0 com py >
0. Note que o tempo que uma trajetéria demora para voltar a secao de
Poincaré é diferente para cada trajetéria. No caso do oscilador harmonico
bidimensional esse tempo é constante, igual a 27 /w,. Consideremos entao
uma curva fechada -, sobre a secao de Poincaré. Nessa curva ¢o = 0 e
dge = 0. Além disso, como H = E, § Hdt = E § dt = 0. Propagando essa
curva geramos um tubo de trajetorias que fura a secao novamente em alguma
curva fechada 7. Nessa curva dt # 0, pois os pontos atingem a se¢ao em
tempos distintos. No entanto, como H é constante, o termo da integral em
Hdt nao contribui. Entao equacao se reduz a

% pidqy :j{ p1da, (5-79)
Yo Y1

que mostra a preservagao de areas na secao de Poincaré: qualquer
area envolvida por uma curva fechada sera mapeada em outra regiao fechada
envolvendo exatamente a mesma area.

5.8 O teorema de Liouville

Seja dn = dgq;...dg,dp; ...dp, o elemento de volume no espaco de fases.
Quando fazemos uma mudanca de variaveis qualquer, o elemento de vo-
lume nas novas varidveis deve conter o Jacobiano da transformagao (veja o
apendice . No caso de uma transformacao canonica obtemos

d¢ = | det M|dn (5.80)

onde d§ = dQ...dQ,dP; ...dP, e M;; = 0§;/0n; é a matriz Jacobiana da
transformacao. Como a matriz M ¢é simplética, M7 JM = J. Tomando o
determinante dos dois lados obtemos

det (MTJM) = (det M)*det J = det J. (5.81)

Portanto, det M = +1 e |det M| = 1.
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V(0)

V(®)

>
q

Figura 5.4: Propagacao de volumes pela evolugao temporal.

Integrando sobre um volume finito V,, vemos que

/V,, dn = /Vg d¢ (5.82)

onde V¢ corresponde ao volume V;, escrito nas novas varidveis canonicas.

Uma aplicagao particularmente importante desse resultado é obtido para
as transformacoes candnicas geradas pela evolucao temporal. A preservacao
de volumes pela evolucao temporal é conhecida como teorema de Liouville.
Lembremos que a a¢ao de uma trajetéria que vai de ¢; até ¢y no tempo T,
S(qi, qr,t), satisfaz as propriedades

oS oS
oll d dqy ( )
Comparando essas relagoes com a transformagao canoénica gerada por F(q, @, t)
8F1 aPﬂl
= — P=——— 5.84
P= 5, 90 (5.84)

vemos que S(q;, qr,t) = Fi(q = qf,Q = ¢;,t) é a funcao geratriz da evolucao
temporal de ¢y para ¢;. A figura 5.4 mostra a evolugao temporal da regiao
Dy, com volume V' (0), para a regiao D; com volume V' (t). Seja n = f(no,t)
a evolucao temporal do ponto inicial 7y depois de um tempo ¢t. Escrevendo

V(t) = /D dn (5.85)



152 CAPITULO 5. TRANSFORMACOES CANONICAS 5.8

Figura 5.5: Propagacao de um volume retangular para a particula livre.

podemos fazer uma transformagao canonica n — v dada por n = f(v,t). Sob
essa transformacao cada ponto em D; é levado ao seu ponto inicial em Dy e

V(t):/DO@

v

Como uma ilustragao simples dessa algebra vamos considerar uma particula
livre. Seja Dq a regiao retangular delimitada por ¢, < ¢ < gy € po < p < pp,
como ilustrado na figura 5.5. A evolugao temporal distorce o retangulo,
pois pontos com momento maior andam mais do que aqueles com momento
menor. B facil ver geometricamente que o volume propagado (a drea nesse
caso) é igual ao inicial. A solugao das equagoes de Hamilton sdo p = py e
q = qo + pot e nos dao as fungdes f. A transformacao canonica é obtida
escrevendo as condigoes iniciais em termos das finais: P =p e Q = q — pt.
Sob essa transformacao, que tem jacobiano unitario, a area final é levada de
volta sobre o retangulo inicial.

As aplicagoes mais importantes do teorema de Liouville estao no contexto
da mecanica estatistica. Suponha por exemplo que queremos descrever um
sistema cujo estado inicial é incerto. No caso de um gas com grande ntimero
de particulas, varias condigoes iniciais microscopicas podem corresponder
a um mesmo estado macroscépico. Uma das maneiras de descrever nossa
ignorancia sobre o estado preciso do sistema € através da teoria de ensembles:
consideramos um grande conjunto de sistemas idénticos em todos os aspectos,
mas cada um com uma condicao inicial diferente. Distribuimos as condic¢oes
iniciais no espacgo de fases, de forma que sua densidade seja proporcional a
probabilidade do sistema real estar naquela condicao inicial.

dv = V(0). (5.86)
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A densidade de elementos do ensemble cuja condigao inicial é (¢, p) é

definida por

AN
D= .
e (5.87)

onde dN é o numero de elementos do ensemble no volume dV em torno de

(¢,p). Como vimos,

dD oD
At =D H}+ ot

No entanto, conforme o tempo passa o elemento de volume envolvendo as
dN condigoes iniciais move-se no espaco de fases, mantendo sempre o mesmo
volume. Por outro lado, os pontos iniciais dentro de dV'(0) estardo dentro de
dV (t) para qualquer tempo: esses pontos nao podem cruzar as fronteiras de
dV pela unicidade das solucoes das equacoes diferenciais de primeira ordem.
Entao dD/dt = 0 e a equacao para D se reduz a

(5.88)

oD

&, = (H.D}. (5.89)

Os casos de distribuigoes fora do equilibrio e distribuicoes estacionarias sao
importantes e os trataremos a seguir.

Distribuigoes Fora do Equilibrio

Como cada elemento do ensemble segue as equacoes de movimento de
Hamilton e como dD/dt = 0, a probabilidade do sistema estar em (qo, po)
em t = 0 é carregada para (¢(t), p(t)) no instante t:

D<Q(Q(]7p(], t)7p(q0>p0> t)a t) - D(QO; Do, O) (590)

ou ainda
D(q,p.,t) = D(qo(q,p,t),po(q,p,1),0). (5.91)
Assim, a densidade no ponto (g, p) no instante ¢ é mesma densidade do ponto

inicial (go, po) no instante inicial ¢t = 0.

Exemplo 5.8.1 Evolucao temporal de uma distribuicao Gaussiana para a
particula livre. A distribuicao inicial normalizada é

exp{_(q—q)2 _ (p—p)z} (5.92)

2a2 2b2
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e esta centrada no ponto (g, p) com largura a na diregao ¢ e b na diregao p. A
solucdo das equagoes de movimento é p = py € ¢ = qo + pot/m e, escrevendo
as condigoes iniciais em termos das finais, py = p e gy = ¢ — pt/m. Entao

D(q,p,t) = D(q—pt,p,0)

-2 o (5.93)
1 (g—pt/m—q)?° (p—p)
~ 2rab exp{— a }

2a2 2b2

Fica como excercicio mostrar que:

(a) (¢)e = ¢+ pt/m

(b) (p)e=p

() (@)e = a® + (7 + pt/m)* + b*t? /m?

(d) (p*)e = b* +p*

(e) Aq(t) = ar/1 + b*2/m2a?

(£) Ap(t) = b

(g) Calcule 9D /0t e mostre que o resultado é igual a {H, D}.
(h) Esboce D(q,p,t) parat =0 e para t > 0.

Finalmente podemos perguntar qual a probabilidade de um elemento de
ensemble estar entre ¢ e ¢ + dq independente do valor de seu momento:

D(q,t) = /D(qm, t)dp. (5.94)
A integral pode ser calculada facilmente e o resultado é
1 (¢ —q—pt/m)* }
D(q,t) = ————exp — — 7. 5.95
0= o agn P { 284(1)" %)

Da mesma forma obtemos

(p _p)Q—}. (5.96)

1
D(p,t) = ﬁexp {— 72
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Exemplo 5.8.2 Evolucao temporal de uma distribuicao Gaussiana para o os-
cilador harmonico. Seguindo o mesmo procedimento anterior é facil mostrar
que

1 (geoswt — psinwt/mw — q)*  (mwgsinwt + pcoswt — p)?
D(q,p,t) = exp {— - :

2mab 2a? 2bh2

Distribuicoes Estacionarias

Quando o sistema estd em equilibrio estatistico, 9D /0t = 0 e, portanto,
{D,H} = 0. Nesse caso a distribuigdo deve ser independente do tempo.
Caso H seja a unica constante de movimento do problema, entao D sé pode
depender de H.

Exemplo 1 Distribuicao microcanonica

D(q,p) = 6(E — H(q,p))- (5.97)
Exemplo 2 Distribui¢ao microcanonica suave

D(q,p) = e~ F-H@r)?/e? (5.98)
Exemplo 3 Distribuicao de Boltzman

D(q,p) = e PHn). (5.99)

5.9 O teorema de Liouville para sistemas ge-
rais

Por completeza vamos demonstrar agora uma versao do teorema de Liouville

valida para equagoes diferenciais gerais, nao necessariamente Hamiltonianas

[3]. Considere entao o conjunto de n equagoes diferenciais de primeira ordem
& = f(x) ou, explicitamente,

jji:fi(l'lax27"'7l‘n) 1=1,2,...,n. (5100)
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Considere o volume V(0) de uma regiao D(0) no espago de configuragoes z
e seja V(t) o volume da regidao D(t) obtida pela propagacao de D(0) pelas
equagoes acima. Entao

V(t) = /D(t) dzx (5.101)

onde dxr = dzydxs . .. dx,. Para tempos curtos podemos resolver as equagoes
de movimento e obter

x;(t) = xi0 + tfi(x0). (5.102)
Como no caso Hamiltoniano, fazemos agora uma mudanca de variaveis ¢ — y
definida por

Por construgao essa transformacao leva D(t) em D(0) e
V(t) = / Ty, t)dy (5.104)
D(0)
onde J é o jacobiano da transformagao:
(1,22, .., Tp) [ af}
J(y,t) = =det |1 +t=—]. 5.105
( ) a(ylay27"'7yn) ay ( )

Escrevendo o determinante explicitamente e calculando seu valor pelo método
de Laplace é facil ver que

J(y,t) :1+t2 ; +O0#*) =1+tV-f+O0(). (5.106)
=1~
Substituindo na integral do volume obtemos
V(t) = / (1447 - f)dy = V(0) + t/ V£ dy. (5.107)
D(0) D(0)

Como t é pequeno
ﬂzwz/ V- f dy. (5.108)

Assim, a condigao para preservacao de volumes é que V - f = 0, ou seja,
o divergente do campo f deve se anular. Se V - f < 0 teremos contracao
de volumes, geralmente indicando alguma dissipacao. Se V - f > 0 temos
expansao de volumes, indicando um fluxo de energia sobre o sistema. Para o
caso Hamiltoniano temos z; = ¢; e x;4, = p; parai = 1,2,...,n. Além disso
fi=0H/0zy, € firn = —0H/0x;. E facil verificar que a condicao V -f =0
¢ satisfeita automaticamente.
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5.10 O teorema de recorréncia de Poincaré

O teorema de recorréncia trata da reversibilidade de sistemas dinamicos e
tem consequéncias importantes na mecanica estatistica. Em termos gerais
ele afirma que as trajetérias de sistemas Hamiltonianos retornam arbitraria-
mente perto de sua condicao inicial, sendo essa afirmativa valida para quase
toda condigao inicial. Imagine entao um gas com Ny particulas, onde Ny é o
numero de Avogadro, colocado dentro de uma caixa de lado L. Escolhendo
uma condi¢ao inicial onde todas as particulas estejam confinadas em um pe-
queno cubo de lado L /2 dentro da caixa, esperamos que elas se dispersem com
o passar do tempo, distribuindo-se de forma aproximadamente homogénea
dentro da caixa toda. O teorema, no entanto, diz que se esperarmos um
tempo suficientemente longo, as particulas retornarao a esse pequeno volume
inicial. Esse é um resultado nao intuitivo e que parece contrariar a segunda
lei da termodinamica, pois a entropia do gés teria que diminuir. Vamos pri-
meiro demonstrar o teorema e depois retornaremos a essa discussao do gas
[3, [18].

Considere um sistema dinamico continuo que preserve volumes e que
mapeie uma regiao limitada D do espacgo de fases sobre si mesma. Essas
condicoes sao satisfeitas para sistemas Hamiltoniano com movimento limi-
tado se D for escolhido como a superficie de energia. Se x € D e a dinamica
é discreta, escreveremos z, 41 = g(z,). Se a dinamica for continua, como no
caso Hamiltoniano, vamos fixar um intervalo de tempo arbitrario 7 e usar a
mesma notacao x,.; = g(x,) onde agora g indica a propagacao pelo inter-
valo 7. Considere agora um ponto qualquer x € D e uma vizinhanca U D x
(figura 5.6a). Sob a acao da dinamica a vizinhanca U é levada em gU que
tem o mesmo volume de U. Assim, se a regiao D tem volume finito, as suces-
sivas iteragoes de U terao que apresentar interseccoes em algum momento.
De fato, o nimero maximo de passos da dinamica que podem acontecer an-
tes que ocorra alguma interseccao é V(D)/V(U). Entao, para algum k e m

(k >m):
G*U N g™U # 0. (5.109)

A regido de interseccao entre g*U e ¢g™U pertence simultaneamente as duas
vizinhancas. Entdo, se olharmos as imagens anteriores ¢*~'U e g™ U, ve-
remos que essa regiao de interseccao deve também ser levada tanto a g*~tU

como a ¢ 'U. Aplicando essa idéia sucessivamente vemos que ([5.109)) im-
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Figura 5.6: Regiao D e vizinhanca U do ponto inicial x sob a acao da
dinamica.

plica que
gFMUNU £ 0 (5.110)

o que mostra que pontos de U voltaram para U depois de (k —m) iteragoes.
Assim, para toda condicao inicial z existem condigoes iniciais arbitrariamente
proximas que retornam a vizinhanga de x.

Exemplo 1 Seja D um circulo unitario e g a rotagao por um angulo fixo a,
de forma que cada ponto x sobre o circulo é levado em g(z) = = 4+ a. Vamos
assumir que « # 27wn/m, i.e., a ndo é um numero racional multiplicado por
2. Como D é limitado e g preserva volumes (comprimentos nesse caso),
podemos aplicar o teorema de recorréncia e afirmar que existe n tal que

lg"r — x| < ¢ (5.111)

para todo § > 0 (figura 5.7a). Aqui 0 faz o papel da vizinhaga U do ponto
x. Seja agora f = ¢g". Sob a agao de f o ponto x é levado em f(z) que é tao
proximo de z quanto se queira (figura 5.7b). Entao, dado qualquer ponto
y sobre o circulo podemos afirmar que a orbita de x passa arbitrariamente
proxima de y. Em outras palavras, provamos que todas as érbitas sio densas
no circulo. Usaremos esse resultado no exemplo 2 abaixo.

Exemplo 2 Dados os nimeros inteiros da forma 2" paran = 0,1,2, ..., con-
sidere a sequéncia formada pelo primeiro digito de cada um desses niimeros:
1,2,4,8,1,3,6,1,2,....
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(a) (b)

Figura 5.7: Regiao D e vizinhanca U do ponto inicial x sob a acao da
dinamica.

(a) O ndmero 7 aparece?
(b) Qual a frequéncia com que o digito 3 aparece?

Seja x,, = 2". Definimos a varidvel auxiliar vy, = log,yz, — [log;o Zx],
onde [a] indica a parte inteira de a. Para n = 12, por exemplo, x5 = 4096 =
4.096 x 10% e y12 = (logyy4.096 x 10%) — [log;,4.096 x 10%] = (log;,4.096 +
3) — 3 =log,, 4.096.

Assim, vemos que para que o primeiro digito de x, seja p, a condicao
log,op < yn < logyo (p + 1) deve ser satisfeita. Consideremos entao a sequéncia
formada diretamente pelos y,: yo = 0, 11 = logyy2, y» = 2logyy2, ys =
3logy2, ya = 4log;y2 — 1, etc. Os numeros dessa sequéncia saltam de
log,p 2, mas sempre ficam entre 0 e 1: se y, = nlog,;2 > 1, subtraimos
sua parte inteira. Podemos entao escrever uma dinamica discreta na forma
Ynt1 = Yn+log;, 2 onde os y,, ficam sobre um circulo de comprimento unitario.
O problema agora recai no exemplo anterior. Como a dinamica dos v, € densa
no circulo, sabemos que os ¥, passarao arbitrariamente proximo de qualquer
ponto do circulo. Entao eles passarao pelo intervalo entre log;, 7 e log;, 8 e
o numero 7 certamente aparecera na sequéncia.

A frequéncia com que cada digito k aparece é igual ao comprimento do in-
tervalo correspondente para y,,: P(k) = log,, (k + 1)—log,y k = log,o (k + 1) /k.
E fécil verificar que >« P(k) = 1. Em particular P(3) ~ 0.125 e P(7) =
0.058 que é maior que P(8) = 0.051, embora o numero 8 aparega logo
no inicio da sequéncia. O primeiro digito 7 aparece para n = 46 e x4 =
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70368744177664.

Exemplo 3 Considere uma camara cibica de lado L e um gas com N
particulas que, inicialmente, estd confinado & metade da camara, que esta
separada da outra metade por uma particao. Em ¢t = 0 abrimos a particao e
deixamos o gas expandir. De acordo com o teorema de recorréncia, depois de
algum tempo todas as particulas deverao retornar a metade inicial. Porque
esse efeito nunca é observado? A resposta é que o tempo necessario para
que isso ocorra é muito grande. Podemos fazer uma estimativa desse tempo
de retorno em termos de volumes no espaco de fases. Seja 7 uma unidade
de tempo tipica para que uma vizinhanca )y do estado inicial se propague
para (). de forma que nao haja superposicao com €25. O nimero maximo
de passos de tamanho 7 que podem ser dados sem que €2, intercepte com
algum €2, anterior é dado pela razao entre os volumes do espaco de fases e
da vizinhanga: V(§2)/V(€). Como a energia do gés é conservada,

N
> 0l 40, + %) =2mE.

n=1

A energia total pode ser estimada pelo teorema de equiparticao de energia.
Cada particula tem e = 3KT/2 e E =3NKT/2 = 3RT/2. A equagdo acima
é a de uma esfera de raio r = v2mFE em um espacgo de dimensao 3N (espago
dos momentos). Entéao

V() = /dx1 coodzgndpyr - dpag, = L3N p3N-1

onde ¢ = 3N73N/2/T((3N/2 + 1)).

Qual seria uma definicao razoavel de vizinhanca €27 Vamos considerar,
para efeitos de estimativa, que ) é tal que todas as particulas devem ocupar
a primeira metada da caixa, independente de suas posicoes particulares e de
suas velocidades. Assim,

V(Qo) = cL*M(L/2)NrN "t = V() 2N
e V(Q)/V(Q) = 2V = 10V8102 ~ 109" para N = 10%. O ntmero é

enorme e, mesmo multiplicando por qualquer unidade de tempo razoavel, é
muitas vezes maior do que a idade do universo.
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5.11 Exercicios

1.

(a) Encontre uma fungao geratriz do tipo F3 para a transformagao
identidade.

(b) Seja @ = Ag uma transformagao pontual (as novas posi¢oes depen-
dem apenas das posigoes originais) com A uma matriz n X n ortogonal
de coeficientes constantes. Mostre que os novos momentos sao dados
pela mesma matriz aplicada no vetor composto pelos velhos momentos
mais um gradiente no espaco de coordenadas.

. Mostre que a matriz M = 9(/0n para a transformagao

Qi =aq Py =p; —2py
Q2 = p2 Py=-2q1 — ¢

¢ simplética. Encontre a fungao geratriz (problema 8).

Mostre que a transformacao

[ 2P
q=1/—sinQ), p = V2Pmuw cos ()
mw

satisfaz {Q, P}y, =1 e {q¢,p}opr =1.

Mostre que a transformacao (¢,p) — (@, P) gerada por Fi(q, Q) satis-
faz {Q, P},, = 1. Faga o cdlculo para um grau de liberdade apenas.

Mostre que a transformacao

p —1aq
21a

Q = p+iagq, P =

é canodnica e encontre uma fungao geratriz. Use essa transformagao
para resolver o oscilador harmonico.

A Hamiltoniana de um sistema tem a forma

1/1
H=-(=+p%").
2(& P
Encontre uma transformagao canonica que reduza H a forma de um
oscilador harmonico. Escreva a solugao ¢ = ¢(t).
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7. Um sistema com dois graus de liberdade é descrito pela Hamiltoniana

H = qip1 — ¢2p2 — aq; + bgs .

Mostre que
_ph1—aq
a2

Fy e Fhh=qe
sao constantes do movimento. E possivel encontrar outras constantes

de movimento independentes usando a identidade de Jacobi entre Fi,
F2 e H?

. Mostre, usando a condicao de constante de movimento via parénteses

de Poisson, que o vetor de Laplace-Runge-Lenz

A:pr—mkr

é uma constante do movimento para o problema de Kepler H = p?/2m—
k/r.

Calcule a evolucao temporal de um ensemble Gaussiano sob a acao de
um potencial harmonico (veja a segao 4.8). Calcule o desvio quadrético
médio Ag(t) e mostre que ele é periédico com metade do periodo do
oscilador. Mostre que para uma escolha apropriada das larguras da
distribuicao inicial Ag fica independente do tempo.



Capitulo 6

Integrabilidade

A teoria de transformacGes canonicas sugere que podemos reduzir a solugao
das equagoes de Hamilton ao problema de encontrar uma mudanca de variaveis
que torne a dinamica trivial. Uma possibilidade, como ja mencionamos, con-
siste em procurar uma transformacao independente do tempo que leve as
varidveis originais (¢, p) a (Q, P) de forma que a nova hamiltoniana dependa
apenas dos novos momentos P, i.e., H(q(Q, P),p(Q, P)) = K(P). Uma vez
encontradas tais varidveis obtemos

- oK
P =—55 =0
(6.1)

Qi =35 =0(P)

cuja solugao é P; = Py = const, Q;(t) = Q0 + ;t. Nas varidveis originais

q(t) = q(Q(t), o)
p(t) = p(Q), R)

sao obtidas diretamente das equacoes da transformacao canonica. Como
veremos, existe uma certa liberdade na definicao das variaveis () e P. Uma
escolha particular leva as variaveis de acao e angulo, como veremos adiante.

Uma outra maneira de tornamos as equacoes de movimento triviais é
buscando uma transformacao canonica dependente do tempo, gerada, por
exemplo, por uma fun¢ao do tipo Fy(q, P,t), que torne a nova hamiltoniana
identicamente nula:

K(Q,P)=H(q(Q,P,t),p(Q, P,t)) +

. (6.2)

OF

5 = 0. (6.3)

163
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Nesse caso teremos

P = _(%f_ =0
(6.4)
Q;, = gg =0

ou P, = Py, Qi(t) = Qi. A fungdo geratriz F, usualmente denotada por
S, é chamada de funcao principal de Hamilton. O estudo das propriedades
dessa transformacao canonica é conhecido como Teoria de Hamilton-Jacobi.

Vamos, inicialmente, expor as idéias principais da teoria de Hamilton-
Jacobi e ver sua conexao com a transformacao independente do tempo que
leva a K(P). O leitor pode ter a impressao que qualquer problema Hamilto-
niano pode ser resolvido por uma dessas maneiras. No entanto, infelizmente,
isso nao é verdade. A pergunta que devemos responder é: em que condigoes
as transformacoes canonicas acima podem ser encontradas? O teorema de
Arnold-Liouville [3] dé as condigoes para que elas existam, e elas sdo muito
restritivas. Do lado oposto a esses sistemas soltuveis, ou integraveis, estao os
sistemas caoticos, que estudaremos adiante.

6.1 A equacao de Hamilton-Jacobi

Procuramos um funcao geratriz S(q, P, t) tal que [5]

oS

H+ 5 0
oS

pi = EX (65)
oS

Qi = 0P

Usando a segunda dessas equacoes podemos re-escrever a primeira como

oS oS oS
H(q17"'7Qn7 _> =

o) Tar = (6.6)

Veja que S = S(q1,---,qn, P1, ..., P,,t), mas os P; sdao constantes, pois
K = 0. A equagao acima, conhecida como equacao de Hamilton-Jacobi, é
portanto uma equagao diferencial parcial de n+1 varidveis: as n coordenadas
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¢; € o tempo t. Uma solucao completa dessa equacao requer, portanto, n+ 1
constantes de integracao. No entanto, uma delas é aditiva, pois a equacao
s6 envolve as derivadas de S. As n constantes de integracao nao triviais,

ai, ..., q, devem estar ligadas com os n valores das constantes ;. Podemos
entao escolher diretamente «; = P; e escrever
~ 0S(q, 1)
pi = 04;
(6.7)
0S(q, a, t
Qi = b = %
Q;

onde os 3; também sao constantes. Do segundo conjunto de equacoes tiramos
¢ = qi(a, B, 1) que podemos substituir no primeiro conjunto para obter p; =
pi(a, 5,t). Os valores das constantes a e [ estdo ligados com os valores
iniciais g;o € pio:

pio = pi(a, 3,0) Bi = Bi(qo, po)

Veja que nao é necessario identificarmos as constantes «; diretamente com
os novos momentos FP;. Poderfamos té-las escolhido como fungoes indepen-
dentes dos P;, a; = «;(P). Isso modificaria a transformagao candnica, mas
nao alteraria significativamente os resultados.

{ Gio = ai(e, ,0) { @i = ai(qo, Po) (6.8)

Exemplo 6.1.1 - A particula livre
A equagao de Hamilton-Jacobi nesse caso é

1 /0S\* aS
o (a_q) + 5 =0, (6.9)

Escrevendo S(q, o, t) = W (g, a) — at onde « é a constante de separacao, que
identificamos com P, obtemos
1 (oW\?
( ) =« (6.10)

om dq
que pode ser integrada imediatamente. O resultado é

S(q,a,t) = V2ma q — at (6.11)
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onde a constante aditiva foi descartada por ser irrelevante. Usando S nas
equacoes que definem a transformacgao canonica obtemos

0S
p = @_q =V2ma«a
oy 05 _ [, (6.12)
P70 V21"
Calculando em ¢ = 0 temos o = p2/2m = energia e 3 = \/m/2aqy = mqo/po.

Substituindo esses valores nas equagoes acima e resolvendo para g e p obtemos
os resultados esperados

o) = | (5 + 1) = o+ 2 6.13)
p(t) =po .

Exemplo 6.1.2 - O oscilador harmoénico

A equagao de Hamilton-Jacobi para o oscilador harmonico é um pouco
mais complicada, mas ainda pode ser resolvida analiticamente. Como este é
um problema particularmente importante, faremos toda a algebra em deta-
lhe. Comecamos por

2 2
1 (85) mw* , 85_0_ (6.14)

2m \ g 5 T T

Fazendo novamente a separagao de variaveis S(q, a,t) = W (g, a) — at obte-

mos )
1 ow
o [(a—q) +m2°’2q2] - o

2.2
W= \/2ma/ \1- m‘;aq dg. (6.16)

A integral pode ser feita com a mudanga de varidveis

ou

mw?
inu = 6.17
sinu 5 ¢ (6.17)
e o resultado ¢ o
W = —(u+ sinucosu). (6.18)

w
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Para escrever explicitamente as equagoes da transformacao canonica pre-
cisaremos calcular du/0a e du/dq. Os resultados podem ser obtidos deri-
vando os dois lados da equacao (6.17) em relagao a a e a g respectivamente.

Obtemos
ou 1 ou [mw? 1
-t = ) 6.19
oJe! 2q MY ¢ dq 20 cosu (6.19)

Entao temos:

os oW
Q=== b0~
1 . e} 9 . 9 tanu
= —(u+sinucosu) + —(1 + cos“ v —sin“u) [ — —t . (6.20)
w w 2a
1 ) I U
= —[u+sinucosu] — —cos“u tanu —t = — —t
W w w
Entao, u = w(f +t) e, pela eq.(6.17))
2c
t) = i t). 6.21
o) = ||~ sin B + 1) (6:21)
A equacao para p resulta em
os oW d
= a_q = 3_(] = g(l—i—cosQu—SinQu) d_Z
(6.22)
2 21
= cos® u e = V2macosu
w 2ac cosu
Usando o resultado que encontramos para u obtemos
p(t) = V2ma cos (wf + wt). (6.23)

Para finalizar escrevemos a funcao principal de Hamilton explicitamente
e a relagao entre as constantes a e § e as condigoes iniciais qg e po:

Q mw? mao mw?q?
= — i — 1— — .24
S(q, o, t) - arcsm( 50, q) + 5 q\/ 500 at (6.24)

W PO mea
2m 2

1
tanwf = E;—Z. (6.26)

(6.25)
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6.2 Solucgao formal da equacao de Hamilton-
Jacobi

Um nsight importante sobre a interpretacao fisica da funcao principal de
Hamilton é obtido calculando-se a derivada total de S(q,«,t). Usando as

equagoes (6.5)) encontramos

dS <98 S <

A funcao principal de Hamilton nada mais é do que a acao. Essa relacao
nos permite escrever uma solucao formal para S(q, a,t). Em primeiro lugar
lembramos que a; = a;(qo,po) € i = Bi(qo, po). Assim, podemos especificar
uma trajetéria fornecendo as 2n condigdes iniciais (qo, pg) ou entdao (qo, @)
(pois dados ¢qp e @ podemos obter py).

Para « fixo consideramos entao uma trajetoria especificando o valor de
qo. Entao, de acordo com a equacgao acima

t
S(q,a,t) = S(qo, @, 0) +/ L dt (6.28)
0

onde a integral é feita sobre a trajetéria escolhida. Essa solucao é formal
porque para fazermos a integral da Lagrangeana precisamos ter a trajetoria,
isto é, precisamos ter a solucao de antemao. No entanto, veremos adiante
que essa expressao tem uma importante aplicagao no calculo semiclassico da
evolucao temporal de estados quanticos. Como exercicio vamos verificar essa
expressao para a particula livre. Nesse caso temos

S(qo, @, 0) = V2ma qo (6.29)

t P2
/ Ldt=2"t=at. (6.30)
0 2m
Substituindo na eq.(6.28)) e usando que ¢ = g + pot/m obtemos
S(q,a,t) =V2ma g+ at = V2ma (¢ — 22t) + ot

= V2ma q — 2at + at = V/2ma q¢ — ot.

Fica como exercicio para o leitor verificar a equagao (6.28|) para o oscilador
harmonico.
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6.3 Hamilton-Jacobi independente do tempo

Se a hamiltoniana H(q,p) nao depende explicitamente do tempo, é sempre
possivel escrever

S(g,at) = Wi(g, ) =7 1 (6.31)

e reduzir a equacao de Hamilton-Jacobi a sua forma independente do tempo:
ow

H(q,—) =". 6.32

(€. %) =1 (6.32)

Como s6 existem n constantes de integracao independentes, se n > 1 a
constante de separagao deve ser uma funcao das constantes a; = P;, i.e.,

v =(ag, g, ..., Q). (6.33)

Se n = 1 podemos escolher diretamente v = «.

E interessante estudar W (q, @) como gerando sua prépria transformagao
canonica independente do tempo onde os novos momentos ainda sao dados
por P, = «;. Como os P; sao constantes e como B = —0K/0Q;, vemos
que a nova Hamiltoniana sé pode depender dos préprios P;. Entao W deve
satisfazer

B ow
B dq;

Di

oW ow (6.34)
K(Q,P) = H(q(Q, P),p(Q, P)) = K(P) =~(P) =v(a)

onde usamos e (6.33).

As equagdes de movimento nas novas variaveis entao se reduzem a

Qi

(6.35)

Qi = Sf.i = 88;. =Qi(a) —  Qi= Qi+ Qla)t.

Finalmente mostramos que a fungao W é a agao reduzida de Maupertuis:

n

AW G OwW .

dg;
dt a i1 (9qz 0=

i 6.36
1p = (6.36)

1=
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ou

W = /p - dg. (6.37)

E importante enfatizar que a equagao de Hamilton-Jacobi é uma equacao
diferencial parcial e admite varias solugoes. Quando H é independente do
tempo a separacao de variaveis ¢ possivel, mas mesmo nesse caso po-
demos tratar a equacao de Hamilton-Jacobi como um problema de condig¢oes
iniciais: dada uma fungao S(qg, v, 0) a solucao S(q, o, t) é dada pela equagao
(6.28) com gy sendo o valor da coordenada que propaga para g no tempo ¢
para « fixo.

6.4 Interpretacao geométrica e condicoes de
existéncia

A transformagcao canonica gerada por S(q, a, t) pode ser interpretada da se-
guinte forma [19]: para cada conjunto fixo de constantes «;, as relagoes

0S(q, o, t)

P ) (6.38)

i =

conectam cada ponto ¢ = (q1,¢2, - .., q,) com um ponto p = (p1,pa,...,Pn)
no instante t. As n equagoes p = p(q, a,t) definem uma superficie ¥;(«)
de dimensao n. Em ¢t = 0 p = p(q,,0), ou py = p(qo, @), gera uma su-
perficie inicial 3g(«). Como « estd fixo, escolher um ponto (go, po) em o ()
corresponde a escolher os parametros § = (). Conforme o tempo passa,
cada condigao inicial (qo, po = 95(qo, ,0)/Iqo) de Xo(cr) é propagada para
(qt, pe = 0S(q, v, t)/Oq;). Assim, o ponto (q,p) em X;(«r) é o ponto que pro-
pagou de (qo,po) em Xg(c). Em outras palavras, a superficie definida por
p = p(q,a,t) pode ser obtida propagando por um tempo t cada ponto da
superficie inicial definida por p = p(q, a, 0).
Se H nao depende do tempo podemos tentar a separacao de variaveis

S(q,a,t) =W(q,a) —y(a)t. (6.39)

Nesse caso, como
as oW

— 8_(] = a—q(q, a) (6.40)

p
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pt 2 (o)
>\
H = bqt ”””””””””
29S|
p()_ bqo

0 q, q

Figura 6.1: Ilustragao das superficies ¥, geradas pela equacao de Hamilton-
Jacobi dependente do tempo.

vemos que a superficie X(a) ndo muda com o tempo. Assim, ¥(«) deve ser
uma superficie invariante pelo fluxo de H, de forma que pontos (g, po) sobre
ela sejam propagados para pontos (g, p;) ainda sobre a mesma superficie.
Para sistemas com um tunico grau de liberdade a tinica superficie invariante
com dimensao um ¢ a propria superficie de energia. Nesse caso, de fato temos
que

L (%_VQV) FV(g) =~ (6.41)
p= %—VZ — Vam(y —V(2) (6.42)

que corresponde a superficie de energia com E = 7. A figura [6.2] ilustra a
superficie ¥(a) = X para potenciais onde o movimento é confinado.

Em sistemas com n > 1 graus de liberdade a superficie de energia >p
ainda é invariante pelo fluxo. No entanto, a dimensao dessa superficie é
dim(Xg) = 2n — 1, que é maior do que n se n > 1. Para conseguirmos
superficies invariantes de dimensao menor sao necessarios outros vinculos,
i.e., outras constantes do movimento que diminuam a dimensao da superficie
invariante. Precisamos exatamente de n — 1 outras constantes. Caso essas
constantes nao existam, a separacao de varidveis dada pela eq. nao
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Figura 6.2: Superficie invariante ¥z no caso de um grau de liberdade.

produz uma solugao geral para a funcao W. Esse é basicamente o conteido
do teorema de Arnold-Liouville que discutiremos adiante.

Para finalizar essa se¢ao voltamos ao exemplo do oscilador harmonico.
Vimos na secao [6.1] que

Wi(q,a) = 2 aresin (

(6.43)

2a

mw? mo mw?2q?
q .
w

A transformac@o canonica (q,p) — (Q, P = «) pode ser escrita imediata-
mente se olharmos as equagcoes (6.20) e (6.22) do exemplo 6.1.2:

oW mw2q?
= = \V2mP+i/1— 44
b dq m 2P (6.44)

ow 1 _ mw?
Q= Bo = o Aresin (\/ 5P q) (6.45)

Resolvendo para g e p obtemos

(6.46)
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A partir dessas equacgoes obtemos ainda

2 2.2
P’ mwq
H(q,p) = ot

=P=K. (6.47)

cuja dinamica resulta em P = Fy e () = Qo + t.

6.5 O limite semiclassico da equacao de Schrodin-
ger

Para sistemas com um grau de liberdade a equacao de Schrédinger pode ser
escrita como

oy h* 9%
h—=———5+4V . 6.48
i = =g G+ V(@ (6.15)
Se V' = 0 existem solugdes do tipo 1,(q,t) = Ae'Pi=EY/h onde E = p?/2m.
Se o comprimento de onda de De Broglie h/p é pequeno em relagao as di-
mensdes onde V' (q) varia apreciavelmente, entao esperamos que, localmente,

1 se comporte como se a particula fosse livre. Escrevemos entao
W(g,t) = A(g, t)er@! (6.49)

onde A e o s@o reais e A(q,0) = Ao(q) e 0(q,0) = 00(q) sao supostas conhe-
cidas. Em outras palavras, dada a funcao de onda inicial queremos obter sua
evolucao temporal. Substituindo na equagao de Schrédinger obtemos

o A2 —rolat) o7 o(a5t)
ih 5 A@t e H(g,p)e A. (6.50)

Para calcular o lado direito vemos que

~ o 2 Of
(a) 6, f(q)] = —ihzg;
(b) [p, e @t)/h] = g_zew(q,t)/ﬁ
. , (6.51)
(c) e/ eiran /i — . B

(d) e=io(@t)/h pn gio(at)/h _ <]3 4 %Z)
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e portanto obtemos:

0A do do
h— — A— =H(q,p+ —)A
I LA N
- 2m dq  0q 1
R PA  ih 0% ihdcdA 1 (Do)’
= — A —————+— (=] A A
2m 0¢>  2m 0¢? m 0q Oq + 2m (8(]) +Vg)
(6.52)
Separamos agora as partes real e imaginaria. Para a parte real obtemos
1 [(d0\? n9?A  Oo
5 (8_(1) A+V(g)A— 2m 9g% + AE =0. (6.53)

Desprezando o terceiro termo, que é de ordem A% em relacao aos outros,
podemos cancelar a amplitude A e ficamos com

1 [00)\? do
— | = % — =0 6.54
o (5) +v@+ 5 (6.54)
ou 5 5
o o
H — — =0 6.55
que é a equacao de Hamilton-Jacobi. Note que o termo que foi desprezado

pode ainda ser adicionado ao potencial fazendo-se V (¢) — V(q) — %%%27’24,

que é o ‘potencial quantico’ da teoria de Bohm, que depende da amplitude
da funcao de onda.
A parte imaginaria da equacao resulta exatamente em:

0A B 1 9% 1 80%

e iy i 6.56
ot 2m 0q? m 0q Oq (6.56)
Multiplicando tudo por 24 e definindo p = [¢|*> = A% obtemos
9, 1 0? 1 0o 0
9__ %9, ~999% (6.57)

ot m@qu m 0q Oq
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4 Grdg 9 d+dg q

Figura 6.3: Superficie invariante ¥z no caso de um grau de liberdade.

ou 9 5
ot 8
que é a equacao da continuidade. O calculo em 3-D resulta analogamente
em dp/0t+V - (pv) = 0.

Podemos agora resolver as equacgoes e . Para a primeira
sabemos que (veja a se¢ao

pv)=0 (6.59)

q,t

o(q,8) = o0(0, 0) + / L dt. (6.60)
90,0

onde o ponto qg é tal que a trajetdria que parte de (qo, po = Jog/0qp) atinge
o ponto ¢ no ponto t. Na pratica, dado o ponto ¢ e seu momento associado
p = do /dq, temos que propagar esse ponto para tras no tempo para encontrar
qo, como ilustrado na figura .

A equagao da continuidade, por outro lado, nos dé a conservacao de pdg
[19], assim como em fluidos temos a conservacao da massa dm = pdV. Assim,
se o intervalo [qo, go + dqo] é propagado para [q, ¢ + dt] entao

p(q0,0)dqo = plq,t)dg (6.61)
ou

|A(g,t)] = |A(go, 0)]

' dao (6.62)
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Para sistemas com um grau de liberdade podemos obter uma expressao ainda
mais simples. Como a energia se conserva escrevemos

% = \/% (E-V()=plg)/m e o _ \/% (E = V(q)) = plgo)/m

dt
(6.63)
ou, dividindo uma pela outra

dgo _ p(qo)
— = 6.64
dg  p(q) (664

Colocando tudo junto obtemos o resultado procurado:

(¢0) /2

(g t) = Ao(qo) [P | g iloo(an)+5(a0 0 at)] (6.65)
q

Se houver mais de uma trajetéria que atinja o ponto ¢ no tempo ¢ fixado,
temos que somar as contribuigoes de todas elas.

Esse procedimento resolve a equacao de Schrodinger como um problema
de condigoes iniciais: dada (g, 0) temos 1(q,t). Podemos ainda nos per-
guntar sobre os estados estacionarios, onde ¥ (q,t) = ¢(q)e *F¥". Para que
tenhamos esse tipo de dependéncia temporal, basta que procuremos solucoes

da eq.(6.55)) da forma
o(q,t) = S(q) — Et. (6.66)

Substituindo na equagao de Hamilton-Jacobi vemos que S(¢q) deve satisfazer
H(q,08/0q) = E, que é sua versao independente do tempo. Explicitamente
temos que

aS

plq) = 90 +v/2m(E — V(q)) (6.67)

define a superficie invariante Xz = (¢, p(q)), que é a superficie de energia, e

Slq) ==+ / p(q)dg. (6.68)

Como temos duas solucoes, os estados estaciondrios ficam dados por

o—iBt/h

wE((Lt) = \/m

[Cle+%; Iptada  Coei S piada (6.69)
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que ¢é o resultado WKB. Para completar a solucao ¢ ainda preciso obter
a forma de 1(q,t) nas regioes classicamente proibidas e conecta-las com a
expressao acima. Esse procedimento mostra que apenas as energias onde

74 p(g)dq = (n+1/2)h (6.70)

produzem conexoes compativeis. Essa equacao é conhecida com regra de
quantizacao de Bohr-Sommerfeld. Veja mais detalhes, por exemplo, no li-
vro do Landau [20]. Como exercicio, calcule a evolu¢ao temporal de uma
particula livre cuja funcao de onda inicial ¢ um auto-estado de momento,
¥(p,0) = d(p — p'). Mostre que nesse caso ao(q) = qp'.

6.6 O teorema de integrabilidade de Arnold-
Liouville

Como comentamos no inicio desse capitulo, a teoria de Hamilton-Jacobi pode
dar a impressao de que a solugao de qualquer problema Hamiltoniano pode ser
reduzida a uma transformacao candnica. Veremos agora quais as condicoes
que garantem que essa transformacao canonica pode ser encontrada. Os sis-
temas para os quais tal funcao geratriz pode ser obtida apenas com operacgoes
de inversao e integracao de fungoes conhecidas sao chamados de integraveis
[3]. Veremos j4 o significado prético dessa frase em itélico.

Antes de enunciar o teorema de Arnold-Liouville precisamos de algumas
defini¢oes auxiliares:

— Chamaremos de F?" o espaco de fases de um sistema com n graus de li-
berdade. Veja que dim(F?") = 2n.

~ Duas fungoes Fi(n) e Fy(n), onde n € F?", estao em involugdo se o
parénteses de Poisson entre elas é nulo:

" OF, 0F, OF, 0F,
Fi, Fy} = — = 0.
th, B} 121 9q; Op;  Op; 9g;

— Duas funcgoes Fi(n) e Fy(n) sao independentes se os vetores

OF;
Gp =J—
F o
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forem L.I. (linearmente independentes). Veja que o vetor G serd a velocidade
7 quando a funcao F' for a Hamiltoniana.

— O fluxo da hamiltoniana H serd denotado por ¢%. Uma condigdo inicial
n € F?*, quando propagada por H por um tempo ¢t estard no ponto n; = gim.

TEOREMA (Arnold-Liouville)
Se existirem n fungoes Fj(n), n € F*", independentes e em involugao
entao:

1 — A superficie n-dimensional M}, definida por

My ={ntq Fi(n)=fi, i=12...n}
onde f = (f1, fa,. .., fn) é um vetor de valores numéricos, é invariante pelo

fluxo de H = Fj.

2 — Se My for limitada e conexa (i.e., se for finita e ndo tiver partes disjuntas)
entao ela é difeomorfa a um toro n-dimensional 7™, definido como o produto
direto de n circulos.

3 — Nesse caso existem coordenadas ¢1, @2, ..., ¢, sobre M; tal que
do;
dt - wl(f)?

i.e., o movimento gerado por H ¢ condicionalmente periédico.

4 — As equacao de movimento podem ser integradas por quadraturas, i.e.,
por operacoes que envolvem apenas inversao ou integracao de fungoes conhe-
cidas. Em outras palavras, uma transformagao canénica (g, p) — (¢, I) pode
ser construida de tal forma que, nas novas variaveis, H = H([).

Provaremos primeiramente o {ftem 1 acima. Como escolhemos F; como
Hamiltoniana, entdo se ny € My, i.e. F;(ny) = f;, temos que

d
—Fi(n(t)) ={F, F1} =0
dt
e todas as F; s@o constantes na trajetéria n(t), i.e., Fi(no) = F;(n(t)) = fi.
Assim, a trajetéria nao sai de My que é, portanto, invariante pelo fluxo de

H.
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A segunda parte do teorema ¢é a mais complicada, pois trata-se de uma
propriedade global da superficie M;. Como a escolha de H como sendo F}
¢ totalmente arbitraria, podemos considerar cada uma das F; como gerando
um fluxo gf, , que abreviaremos, quando nao houver problemas, por gi. Cada
um desses fluxos é dado explicitamente pelas equacgoes de movimento 1 =
JOF;/0n. Os vetores G; = JOF;/0n geram um campo vetorial sobre M;: em
cada ponto n € My temos n vetores L.I. G1(n), G2(7), ..., Gn(n) onde

Go(n)
oo (n)

—85(n)

—5ex(m)

Por exemplo, em um grau de liberdade e para F' = p?/2 + ¢*/4, teremos

G(q,p) = < _pqs > :

No ponto 1y = (1, 2) teremos G(19) = (2, —1), como ilustrado na figura (6.4)).

Precisamos agora de dois resultados sobre a comutatividade dos fluxos
gerados por cada uma das fungoes F;. Esses resultados estao demonstrados
nos apéndices [B] e [C]

Lema 1 — O comutador de G, com GF, ¢ dado por

[GFi7 GFj] = GF/L(GFJ (77)) - GFj (GFz (77))
(6.71)
= Gr.ry(n) = Ja%{Fz‘, F}.

Lema la — Se {F;, F;} = 0 entao [Gp,,Gr] = 0. A demonstracao estd no

apéndice [B]
Lema 2 — Se [Gr,, GF,;] = 0 entao os fluxos gj e g; comutam:

gigin = glgin (6.72)

para todo 1. A demonstracao estd no apéndice [C] e a figura [6.5] ilustra o
resultado.
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Figura 6.4: Exemplo de campo para n=1.

Figura 6.5: Comutatividade dos fluxos sobre M.
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(@) o (b)

Figura 6.6: (a)Grupo estaciondrio e (b) célula unitaria.

Como os fluxos comutam, podemos definir um ‘superfluxo” sobre M que
combina a acao de todas as possiveis dinamicas geradas pelas fungoes F;:

9 =919y (6.73)
onde t = (t1,t2,...,t,) € R". Fixando um ponto xg € M, gz passeia sobre
M; conforme t anda sobre R", gerando um mapa de R" sobre M;: para cada
t temos z = g'zg. Como as trajetérias z;(t;) = g''zo estdo unicamente
definidas e os fluxos comutam, o mapa de R" — My é localmente um-a-um.
De fato, para t; << 1 temos z = z + >, Gi(xo)t;. Entdo, dado o vetor t
o ponto x estd unicamente definido. Por outro lado, como os vetores G; sao
LI, essas relagoes podem ser invertidas para obtermos t = G~!(z — z,) onde
Gi; ¢ a matriz formada pelo componente ¢ do j-ésimo campo vetorial.

No entanto, esse mapa nao pode ser um-a-um globalmente, pois R™ nao
¢ limitado e estamos supondo que My é. Entao devem existir valores de t
para os quais gzy = z9. O conjunto desses t forma o Grupo Estaciondrio T
de My, cujas propriedades sao:

(a)t=0¢€T.
(b) Existe uma vizinhanga U de t = 0 onde g*xy # x¢ pois, supondo que
nao é um ponto de equilibrio, o fluxo desloca zy ao longo de sua érbita. Isso

mostra que I' é um grupo discreto.

(c) I é independente de zy. Fica como exercicio ao leitor provar essa propri-
edade (Dica: escreva y = g"x).
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Figura 6.7: Célula unitaria equivalente a um toro quando os lados opostos
sao identificados.

(d) I de fato forma um grupo: set; € ety € Dentdo t;+ty € T t7! = —ty;
t=0€el.

Usamos agora o resultado conhecido (veja uma demonstragao simples no
livro do Arnold) que qualquer sub-grupo discreto do R™ pode ser escrito em
termos de uma base de vetores €;, és, ..., € como

m1é1 + m2é2 + ...+ mkék

onde os m; s@o inteiros (veja a figura . Essa construcao é muito usada
em Estado Sélido (veja, por exemplo, o livro do Kittel).

A célula primitiva formada pelo paralelogramo k-dimensional é; AéxA. .. A
ér ¢ mapeado em um toro k-dimensional 7% em M}, pois cada lado oposto
¢ identificado, i.e., é levado nos mesmos pontos em My, como ilustrado na
figura . No caso de My, k = n, senao haveria uma dire¢ao onde poderiamos
propagar indefinidamente e M; nao seria compacta. As curvas ao longo das
diregoes é; sao chamadas de circuitos irredutiveis do toro, .

Note que a superficie M; nao pode ser uma esfera, que também ¢é com-
pacta e conexa. O motivo é que campos de vetores como os G, do teorema
nao sao bem comportados sobre a esfera, apresentando singularidades. O
resultado é conhecido como nao se pode pentear uma esfera.

Finalmente fazemos uma mudanca linear das varidveis t para angulos
01, P2, ..., ¢, onde cada ¢; varia de 0 a 27 ao longo da direcao é;, como
ilustra a figura 6.8.

Indicando a transformagao por ¢ = At, onde A é uma matriz n X n, e
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Figura 6.8: Transformacao para variaveis de angulo.

lembrando que o fluxo de H = F} é dado por ¢!, ou seja por

t

0
t=1 O

0
entao, sob o fluxo da Hamiltoniana, a transformacao se reduz a
Qbi = Allt = wit.

Com isso demonstramos os itens 2 e 3 do teorema. A demonstragao do item
4 vai mostrar explicitamente como encontrar a transformacao canonica para
as variaveis de angulo ¢ e seus momentos conjugados I que resolvem o pro-
blema. Antes disso vamos ver dois exemplos simples de fluxos para fixarmos
as idéias da demonstracao.

Exemplo 6.6.1 Para sistemas com um grau de liberdade M} ¢ a superficie de
energia (Fy = H, f = E, My = ¥ — veja a figura 6.2). Nessa caso a direcao
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t do fluxo de H coincide com a diregao do toro ¢, pois tudo é unidimensi-
onal. De fato, como sabemos que o movimento é periédico e que o periodo
7 depende em geral da energia, o grupo estacionario é I' = {0, 7,27,...}. A
superficie de energia tem a topologia do toro T e a varidvel ¢ é ¢ = 27t /7.

Exemplo 6.6.2 Movimento em um potencial central atrativo. Nesse caso o
movimento é plano e a Hamiltoniana é

SN

2 2
2z p@ _ D
H=0 20 Ly =2 Ly o).
5 + 52 + V(r) 5 + Ver(r)
As constantes de movimento sdo Iy = H e Fy = py. Fixando f = {E,m}, a
variedade M é

Mp={ntq. Hn)=FE epy=m}.

A dinamica do sistema sob a acao de F; = H ¢é ilustrada na figura 6.9. Para
valores de energia negativos o movimento radial esta confinado entre r; e 75 e
sua proje¢ao no plano r — p, é periédica com periodo 7,.. O momento angular
pe é constante e no plano # — pg o movimento também é periddico, mas o
tempo necessario para uma volta angular completa, 7y, nao é necessariamente
igual ou mesmo comensuravel com 7,. Dizemos que o movimento global é
quase-periodico.

A dinamica sob a acao de Fy, = py ¢ trivial. As equacoes de Hamilton
mostram que 6 = 1 enquanto que as derivadas temporais de todas as outras
variaveis sao nulas. Assim, a dinamica de F, mantém r, p,. e py constantes
enquanto § = t. O movimento é globalmente periddico com periodo 7 =
27. A figura 6.10(a) mostra o grupo estacionério no plano ¢;—t, com pontos
vermelhos. A dinamica na direcao de to é naturalmente periddica (fg = éy).
No entanto, quando andamos na direcao de t; nao passamos por pontos do
grupo, pois o movimento com H nao é periédico. A direcao de é;, ao longo
da qual o movimento ocorre apenas na direcao radial, nao coincide com a
direcao t;.

No caso especial do problema de Kepler, com V(r) = —K/r, sabemos
que as oOrbitas sao elipses fechadas, e portanto periédicas. A dinamica de
H causa simultaneamente uma rotagao angular e uma radial. Nesse caso
o grupo estaciondrio ¢ ilustrado na figura 6.10(b) e o eixo t; corta o grupo
estacionario.



6.7 6.6. TEOREMA DE ARNOLD-LIOUVILLE 185

N
N
\
Paal IaiN \
~ \
N
\
L
[
|
/
, 1
N - /
R ,
’
7
.

Y
y
>

Figura 6.9: Movimento sob a acao de um potencial central.

(a)

Figura 6.10: (a) Grupo estaciondrio para um potencial central genérico; (b)
Caso particular do potencial de Kepler.
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6.7 Varidveis de Acdo e Angulo

Nesta secao vamos construir explicitamente a transformacao canonica que
leva as varidveis originais (q,p) para novas varidveis (¢, ) onde cada ¢
varia entre 0 e 27 ao longo de um dos circuitos irredutiveis do toro. Embora
a transformacao nao seja tao simples, a idéia por traz da transformacao é
quase trivial:

Temos um conjunto de n constantes Fy(q,p) independentes e em in-
volugdo. Podemos entao definir novas variaveis (@, P) de tal forma que
Py, = Fi(q,p). Como os Py sao constantes do movimento, a Hamiltoniana
escrita em termos de Q e P deve ser tal que P, = —0H/0Qy = 0. Entao H
nao pode depender dos ’s: H = H(P). Assim vemos que Qr = OH/OP, =
Q(P) = const.. A integracao das equagoes de movimento é entdo trivial:
P, = Py e Qr = Qro + Qit. Fica claro entao que existe uma transformacao
canonica que torna a dinamica trivial.

Acontece que a escolha direta dos novos P, como as fungoes Fj nao é
a melhor possivel. Como vimos as fungoes Fj geram fluxos que nao estao
necessariamente ao longo dos circuitos irredutiveis ;. A idéia entao é definir
um novo conjunto de momentos I que sao fungdes dos Fy: Iy = I(F'). Como
os F sao constantes, os I também serao. O que define os I’s é a imposigao
que suas variaveis conjugadas sao os angulos ¢ que variam de zero a 27 ao
longo dos circuitos . As varidveis (I, ¢) sdo chamadas de varidveis de a¢ao
e angulo. Vamos ver como definir a variavel I em sistemas com apenas um
grau de liberdade e depois estenderemos o calculo para um ntimero arbitrario
de graus [3, [3].

6.7.1 Um grau de liberdade

Nesse caso F' = H, f = E e a superficie My = M ¢ a superficie de energia
(veja a figura[6.2). Escolhemos um funcao geratriz do tipo 2, S(q, I), tal que

5 L

p= 0_q ¢ = oI (6.74)

com as condicoes
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(2) fME do = 2.

Integrando a primeira das equagoes acima podemos escrever S como

S(g. I) = /p(q, I)dg (6.75)

onde a integral é feita sobre a superficie I=const., ou seja, sobre Mpg. De
H(q,p) = E podemos obter p = p(q, F). Quando conhecermos a relagao
E = E(I) poderemos escrever p = p(q, I) e calcular explicitamente a fungao
geratriz fazendo a integral acima.

Para obter a relaggo E = E(I) fazemos o seguinte truque: definimos
primeiramente a variacao de S sobre um ciclo em torno de Mg, i.e., sobre o
Unico circuito irredutivel deste toro:

A(l) = j{p(q,f)dq (6.76)

que nada mais é do que a area no plano p-¢ envolvida pela superficie de
energia. Derivando em relagao a I obtemos

DA(I)  [dp. [0S 8¢

0 5709 = 8_q5dq = 0_qdq = j[dgb = 27. (6.77)

Integrando resulta em A(I) = 27[ ou

1
= — , .
5 ]{ pdq (6.78)

Escrevendo explicitamente p = p(q, F) temos a relagao procurada:

=L f plg, E)dq = I(E) (6.79)

e finalmente a funcao geratriz:

S(q.T) = / p(g, E(I))dq. (6.80)

A receita para o calculo da funcao geratriz da transformacao canonica
é a seguinte: (1) use H(q,p) = E para escrever p = p(q, E); (2) obtenha
I = I(F) a partir da equagao (6.79); (3) inverta para obter £ = E(I) e faga
a integral indefinida .
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6.7.2 Varios graus de liberdade

A expressao da funcao geratriz para mais graus de liberdade é obtida com
generalizacao direta do procedimento uni-dimensional. A funcao geratriz
S(q,I) depende das n coordenadas g, e das n constantes I e pode ser escrita

como §
—/Zpk(qal)quE/pdq (6.81)
k=1

onde a integral é feita sobre um caminho qualquer na superficie My, onde
os valores [ sao constantes. Veja que, pelo teorema de Poincaré-Cartan,
a integral sobre M; nao muda quando o caminho for deformado continua-
mente. Utilizando as n expressoes Fi(q, p) = fx podemos obter p, = pi(q, f).
Quando conseguirmos expressar os novos momentos [, em fungao das cons-
tantes f, teremos a funcao geratriz procurada. Novamente precisamos encon-
trar essas relagoes I, = I(f) impondo que os angulos conjugados variem de
0 a 27 conforme os circuitos irredutiveis do toro sao percorridos.

Definimos Ag(I) como sendo a integral de S sobre o circuito periédico 7:

A = § plaD-da (6.5

Tk

Derivando em relagao a I; obtemos

Zj{ 7{ dq; 01
00, 7{
= dg; = do; = 2md;
; %Vk 9q; Yk ’ ’

pois o angulo ¢; s6 muda ao longo do circuito v;. Integrando vemos que
Ay = 271, ou ainda

(6.83)

I =5- § plat) -da= L) (6.34)

Tk

Invertendo essas n relagoes teremos f = f(I) e finalmente a funcao geratriz

ﬂ%Dz/p@ﬂD%@- (6.85)
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Note que se a Hamiltoniana é a fungao Fi, entao f; = f1(I) é o mesmo que
H = H(I), que é a Hamiltoniana escrita nas novas varidveis de agao.
A receita geral para o calculo da fungao geratriz da transformagao canonica
é a seguinte: (1) use Fi(q,p) = fr para escrever py = pr(q, f); (2) obtenha
= I(f) a partir das equagdes (6.84)); (3) inverta para obter f = £(I) e faca
a integral indefinida (|6.85)).

6.7.3 Exemplos
O oscilador harmonico 1-D

A Hamiltoniana ¢ H = p?/2 + w?¢*/2. Fixando uma superficie de ener-
gia F resolvemos para p em fungdo da posi¢do e do momento: p(q, E) =

V2 — W o
S(q,[):/\/qu com E=E().
Definindo a variavel auxilar 6 por ¢ = \/W sin # obtemos
S(q,I) = % /C0829 do = g [0+ sin26/2].

A relagao E = E(I) vem de

1 E [* E
=— ¢ p(q, E)dg = — cos? fdf = —
2T Tw Jo w

I

ou, £ = wl. O resultado final é
S(q,I) =110+ sin20/2]

onde 0(q, I) é obtido de ¢ = /2[ /wsin#. A Hamiltoniana nas novas varidveis
é

H(I) =wl
e a solucao das equagoes de movimento é I = Iy e ¢ = ¢y + wt. Final-
mente escrevemos as equacoes da transformacao canonica e as resolvemos
para completar a solugao:

0 1
D= g—j = 1(1—1—00820)2—(] = 2] cos? 0 (”2%0059) = V2w cosb;
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oS sin 20 00 sin 20 sin 0
=—— = I(1 20)— = —21 cos® =
o) 3 0+ 5t (1+4-cos 6)81 0+ 5 Cos 9(2](}089) 7

O resultado da transformacao canonica é

q=+/21/wsin ¢ p=V2Ilwcosp

e a evolucao temporal é

q(t) = /21y /wsin (¢g + wt) p =/ 2Iyw cos (pg + wt)
onde Iy = E/w.

O oscilador harmonico 2-D

Nesse caso a Hamiltoniana é soma de duas partes nao interagentes, H =
Hy + Hy = p?/2 + w?qi/2 + p3/2 + wiq5/2. Como H; e H, sao fungoes
independentes e em involucao, o sistema é integravel. A energia total E se
reparte em F; e Fy e cada parcela é conservada. Nesse caso é conveniente
escolher H; e Hy como funcgoes Fj, e nao a Hamiltoniana total. Os valores
de E) e E, definem a superficie My e, nessa superficie, os valores assumidos
por cada variavel ficam limitados aos intervalos

[ [PE;,  [2E,
q; S - 3 +
Wi Wi

Pi € [—\/QEi,-i- 2Ei]

como ilustra a figura 6.11(a). A projegao da trajetéria nos planos conjugados
q1 P1 € @2 p2 sao elipses, como no caso unidimensional, como mostram os
painéis (b) e (c). A variedade My pode ser visualizada no espaco ¢; —p1 — @2
(fig.6.11(d)): a projecao q; — p; deve ser uma elipse, enquanto o valor de ¢y
oscila entre £+/2F,. A superficie gerada ¢ um cilindro, que na verdade é
um ‘toro achatado’. Cada ponto sobre o cilindro define os valores de ¢;, p;
e qo. Como Ej estd fixa, o valor de py esta definido a menos de um sinal.
Portando o cilindro tem duas folhas, uma onde p, é positivo (o lado de fora
do cilindro, por exemplo) e outra onde p, é negativo (o lado de dentro). As
folhas se encontram nos pontos onde |g;| é maximo, ou seja, quando py = 0.
Os circuitos irredutiveis v; e 79 também sao mostrados na figura.
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Figura 6.11: Projecao da trajetéria nos planos (a) ¢1 g2; (b) g2 p2; (¢) 1 p1-
O painel (d) mostra a superficie M projetada no espaco ¢; p1 g2 € os dois
circuitos irredutiveis v, e s.
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Figura 6.12: Grupo estacionario no plano t; — ty e trajetéria de H no toro
M.

Para obter a funcao geratriz da transformacao canonica temos que fazer
a integral de p - dq sobre M. Como a integral ¢ independente do caminho,
escolhemos aquele que anda um trecho sobre ~; e depois outro trecho sobre
2. O resultado é a soma de duas fungoes geratrizes independentes, uma em
cada sub-espago:

S(q1,q2, 11, I5) = I1 [0 + sin 260, /2] + 15 [ + sin 26, /2]

onde 6;(q;, I;) é obtido de ¢; = \/2[;/wsinf;. A Hamiltoniana nas novas
variaveis é

H(I, L) = wi i + wals.

Para finalizar este exemplo mostramos o grupo estacionério no plano t; —
ty, assim como o fluxo de H nesse plano e sobre o toro M;. Note que
os circuitos, que correspondem ao fluxo de H; e H,, nao coincidem com
trajetérias do sistema.

O problema de Kepler
A Hamiltoniana do problema de dois corpos de massas m e my pode ser

separada em uma parte livre do centro de massa e uma parte correspondente
a uma particula de massa reduzida pu no potencial gravitacional central da
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massa total M = mq + ma:

i p;  GMm

2 2ur? r

Os circuitos irredutiveis correspondem a variar # de 0 a 27 com r fixo
(71) e variar r de Ty & Tin € de volta a rye, (72). As varidveis de agao sao:

1 2w

1922— Podd = py
™ Jo

1 9 [rmes GMyp
L =— ¢pdr=— 2(E + GMu/r) — I2/r2 = —Ij + ———
27T]{p = \/u( +GMufr) = Ij/r N5

onde E < 0. Resolvendo para E obtemos a Hamiltoniana nas variaveis de
acao:
M213G?

)= =5

E facil verificar que as freqiiéncias dos movimentos radiais e angulares sao
iguais, o que mostra que as orbitas sao periddicas:

M2,u3G2
(Ir + 10)3'

Wy = Wy =

6.8 Super-integrabilidade

Vimos que um sistema com n graus de liberdade é integravel se tiver n cons-
tantes do movimento independentes e em involucao. Podemos nos perguntar
o que acontece se um sistema Hamiltoniano tiver mais do que as n constantes
necessarias. Dois exemplos importantes de sistemas desse tipo com n = 2
sao o oscilador harmonico isotrépico e o problema de Kepler. A terceira
constante de movimento é o momento angular no primeiro caso e o vetor
de Laplace-Runge-Lenz no segundo. A consequéncia desta constante extra é
que a variedade My fica unidimensional e o movimento é sempre periddico.
Sistemas nessa categoria sao chamados de super-integrdaveis.

Antes de discutirmos exemplos especificos de super-integrabilidade vamos
mostrar que sempre que existam mais do que n constantes de movimento
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independentes elas nao podem estar todas em involugao. Para simplificar a
explicacao vamos considerar o caso n = 2 e trés constantes, H, F' e G. A
superficie unidimensional
Mgy =A{ntq. Hn)=E, F(n) = f, G(n) = g}

¢ invariante pelo fluxo de H e coincide com a trajetéria dos pontos n € Mg ¢4,
pois {H, F'} = {H,G} = 0 por hipétese. Se Mg, também fosse invariante
pelo fluxo de F isso implicaria que {F, H} = {F, G} = 0. No entanto, Mg s,
claramente nao é invariante pelo fluxo de F', pois o campo de velocidades
JOF/On é linearmente independente do campo JOH/0n, o que mostra que

(F,G} #0.

6.8.1 O vetor de Laplace-Runge-Lenz

Vamos mostrar que o problema gravitacional plano de dois corpos tem tres
constantes de movimento [5]. Duas delas sdo a energia total e o momento
angular. Vamos supor um caso geral de forga central onde F = f(r)r/r.
Entao

P=flr)-

f(r) f(r)

pXL:MT[I‘X(rXi‘)]:MT[(r.I‘-)r_T2

i,

Usando 2r - ¥ = d(r - r)/dt = d(r?)/dt = 2r7 e o fato de L ser constante
podemos escrever

d B o [T TT| od /r
5 00 = —ufor? |- | = e ().
Para forgas gravitacionais f(r) = —K/r? e
d d /r
i 1 =i (7).
ou ainda q
r
E(pr—uK;>:0
O vetor

A:p><L—uKE
r

¢é portanto uma constante de movimento e é conhecido como vetor de Laplace-
Runge-Lenz. Como o movimento é plano e perpendicular a L, vemos que
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A -L = 0, o que mostra que A esta no plano da érbita. Podemos entao
escolher a direcao fixa de A para medir o angulo orbital #. Nesse caso

A-r=Arcosf =r-(pxL)— uKr.

Comor-(pxL)=L-(rxp)=L-L= L% vemos que Arcos@ = L?> — uKr,
que ainda pode ser re-escrito como

—=—11 + —
T L? ( IUK o8 9)

que é a equagao da drbita (veja o capitulo 1). Podemos entao identificar
A = puKe, onde € é a excentricidade da elipse. Como A estd na direcao de
6 = 0, onde 1/r é méximo e r é minimo, concluimos que o vetor de Laplace-
Runge-Lenz aponta para o ponto mais baixo da érbita (periélio no
caso do Sol) e tem médulo A = pke.

A existéncia desta terceira constante de movimento torna o problema
de Kepler super-integravel e faz com que todas as suas érbitas de energia
negativa sejam periddicas. Do ponto de vista do teorema de Arnold-Liouville
o sistema tem trés constantes de movimento, F; = H, F5, = pg e F3 = A mas
é facil verificar que {A,py} = Atan@. Isso mostra que apesar de A ser
uma constante independente, as trés constantes nao estao em involucao. A
independéncia segue do fato de A nao ser uma funcao apenas de H e py, o que
implica que os vetores G'p, sao linearmente independentes. Para entender o
significado desse fato vamos considerar a superficie uni-dimensional M; onde
f = (E,m,a) especifica os valores das trés constantes H, pg e A. Claramente
M ¢ invariante pelo fluxo de H, pois se 9 € My e n(t) é sua érbita por H,
entao

SE(0) = (F, H} =0

pois todas as F; sao constantes do movimento. A trajetéria nao deixa My,
que coincide com a prépria trajetéria. No entanto, My nao é invariante por
Fy = pg pois p

SAMD) = {40} £ 0
ou por F3 = A, pois

Spon(t)) = (. A} £0.

Cada trajetéria, portanto, é caracterizada por um tunico valor da trinca f =
(E,m,a).
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6.8.2 O oscilador harmonico bidimensional ressonante

Consideremos novamente o oscilador harmonico bidimensional

2 w2a? 2 mw2al
1 n 1% +&+ 2% _ H, + H,.
2m 2 2m 2

H =

Se wi/wy = r/s onde r e s sdo inteiros, entdo todas as trajetérias sdo
periodicas e nao preenchem o toro bidimensional onde ficam restritas. Isso
indica que deve haver uma terceira constante do movimento distinta de H,
e Hy, como no caso problema de Kepler. No caso mais simples r = s = 1,
ou seja, w; = wsy, o potencial é central, pois s6 depende de ¢7 + g5 = r%. A
terceira constante de movimento é entao o momento angular L = ¢1ps — qop1 -
Vamos mostrar como se constréi a terceira constante no caso geral onde r e
§ sao inteiros quaisquer.
Vamos primeiro definir varidveis de angulo e agao (¢y, Ix) por

Tk =/ ,,%“k sin @y,
P = V2[ymwy cos ¢

(k =1,2) de forma que
H = w1]1 + CUQIQ.

Em seguida definimos variaveis complexas auxiliares por

F 2 \muwy M

Um célculo simples mostra que

1 (pl  mwig
T [ A _— e I
W W (Zm + 2 i

e que Im(ay)/Re(ax) = mwirqr/pr = tan ¢y (a varidvel de angulo). Dessa
forma podemos escrever
ap = 1 k ewk .
Vamos entao considerar o caso ressonante onde a razao entre as frequéncias
seja um numero racional, isto é,

W1 =TwWp
Wy = SWyp
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com 7 e s inteiros. Nesse caso o nimero complexo
— s 1 __ 78/277/2 i(sp1—r¢2)
z=ajay =171, e

¢ uma constante do movimento. O médulo de z é claramente constante, pois
I, e I sao constantes. A fase ¢ = s¢; — r¢o também é constante, pois

¢ = 8¢.1 - 7"¢.2 = Swi — TWwy = STwy — 1wy = 0.

Para r = s = 1 o calculo de z em termos de ¢, e py fornece

mw PP i
2270{( 1222+Q1CI2)+
miwg mwy

(¢1p2 — qu1)} -

A parte imaginaria pode ser identificada com o momento angular L. A parte
real é também uma constante do movimento, mas nao é independente de Hy,
H, e L (veja o exercicio 7 no final deste capitulo).

Parar =1 e s = 2 obtemos uma expressao bem mais complicada:

(mwo)®? [ pips 7
R = — _
6(2) \/5 ngwg 2mw0 (p2Q1 Q2p1)
¢ ( )3/2
mwo ) )
[ = — [ —
m(z) NG [Q2Q1 + . (P21 Q2p1)1

sao constante do movimento.

6.9 O teorema de Bertrand

O fato de termos encontrado uma terceira constante de movimento para o
problema de Kepler e para o oscilador isotrépico nao implica que haja uma
terceira constante de movimento para outras forcas centrais. Caso ela exista,
sabemos que as orbitas serao peridédicas para todos os valores de E e L onde
o movimento é limitado. O teorema de Bertrand mostra que, para potenciais
centrais da forma U(r) = K,r", isso s6 ocorre para n = 2 e n = —1, corres-
pondendo ao oscilador isotrépico e ao problema de Kepler. Faremos aqui uma
demonstragao parcial do teorema [5l [I4]. O leitor encontrard demonstragoes
mais rigorosas nos livros do Arnold [3] e de J.L. McCauley [2I]. A idéia da
demonstracao é mostrar primeiramente que as 6rbitas préoximas da orbita



198 CAPITULO 6. INTEGRABILIDADE 6.9

circular (que é obviamente periédica), s6 serdo também periédicas para al-
guns valores de n. Em seguida mostraremos que para valores de n diferentes
de 2 e -1 existem energias para as quais as érbitas nao sao periodicas, o que
leva a conclusao que apenas paran = 2 e n = —1 as érbitas sao periddicas
para todas energias.

Comecamos por escrever as equacoes de conservagao bésicas para uma
particula de massa p sujeita ao potencial U(r):

B=1 4 Vi)
2
onde 12 12
V(r)=U = K,r"
(1) (r) + 2ir? "+ 2ir?
e .
L = ur?6.
Temos que separar a prova em dois casos: (A)n =1,2,...e K, > 0
(para que o movimento seja limitado); (B) n = —1,-2,... e K,, < 0. O caso

n = 0 corresponde a particula livre e é trivial.

O potencial efetivo V(r) tem um tinico minimo dado por r§*? = L?/(nuK,,)
que corresponde a érbita circular de perfodo 79 = 2muri/L e energia Ey =
V(rg). Para érbitas com energia préxima de E; podemos expandir V(r)
em torno de ryg. Seja entao E = Ey + € e r proximo de rg. A equagao de
conservacao de energia fica

72 V" (r
E0+€: M—‘l'EO—Fﬁ(T—T’Q)Q
2 2
ou -2 V//( )
T T
=g’

que representa um oscilador radial com periodo 7, = 2w/ pu/V"(r). O
periodo angular ¢ ainda aproximadamente 7y de forma que a razao entre
os periodos, chamada de nimero de rotacgao, é

To uV" (ro)rs

T, L

Se W for racional, W = p/q, a 6rbita fecha depois de ¢ voltas em torno da
origem, tendo completado p oscilagoes radiais. Calculando W explicitamente
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obtemos ,

3L
V”(?"o) = Iu_’]”él + n(n - 1>Kn7"6172

V// 4
% =3+nn—1V)K,urd™/L* =n+2

de forma que
W =+vn+2

que ¢ independente de K, e de L. Esse nimero certamente é racional para
n =2 (W=2) en=—1(W=1). No entanto, essa andlise mostra que as
orbitas vizinhas a circular ainda serao fechadas se n = 7, 14, 23 etc. Va-
mos entao mostrar que, nesses casos, as Orbitas com energia alta nao sao
periodicas.

Das equagoes de movimento para r e # podemos derivar uma equacao
para a érbita, r = r(f). Por simplicidade vamos considerar apenas o caso
K, > 0 e, portanto, n > 0. Partimos de

dr 2
= —=1/4/ (& —
r==1/ u( V)
g0 _ L
dt  ur?
e portanto
de L/r?

dr \2u(E—V)

ou, integrando sobre um periodo radial,
Tmazx L/T2

i A/ 2(E =V

A quantidade Af mede o quanto o movimento angular rodou depois de um
periodo radial. Entao,

1 AG 1 e L
rmin T2/ 20(E — V)‘

Como procuramos situagoes onde todas as orbitas sejam fechadas, indepen-
dente da energia, vamos tomar F — oco. Os pontos de retorno sao solugoes
de

Al =2

W2 7w

L
- 2ur?

F + K,,r"
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e sao dados aproximadamente por 7p,q; & 00 € T & (L?/ 2,uE)1/ 2. Fazendo
a mudanga de variaveis © = L/(\/2uEr) obtemos

W4_1/1 da
T Jo \/1— 22— Ag—n/E1n/2

onde A = K,L"/(2u)". Para grandes valores de E'e n > 0 podemos desprezar
o ultimo termo na raiz quadrada e obtemos

Wfl — l /1 dz _ 1

T Jo V1-— 2 2
No entanto, se todas as drbitas do potencial U = K,r" sao periddicas, W
deve ser o mesmo para todas as energias. Entao o valor W = 2 para altas
energias deve ser o mesmo que W = y/n + 2 para baixas energias, o que

ocorre apenas para n = 2. Uma anadlise similar para o caso K, < 0 fornece
apenas o valor n = —1.

6.10 Exercicios

1. Uma particula move-se em uma dimensao no potencial V(x) = k/x?,
k > 0. Determine z(t) pelo método de Hamilton-Jacobi se z(0) = xq e
z(0) = 0.

2. Uma particula com energia total positiva move-se em uma dimesao sob
a agao do potencial V(z) = F|z| onde F é uma constante positiva.
Use variaveis de angulo e agao para determinar o periodo em fungao da
energia. Qual o espectro de energias que resulta da aplicagao da regra
de quantizacao de Bohr-Sommerfeld?

3. O movimento de uma particula é governado pela Hamiltoniana depen-
dente do tempo
2
p
H(z,p,t) = — — Atz
(z,p,t) = o —
onde A é constante. Resolva as equagoes de movimento pelo método
Hamilton-Jacobi.

4. Uma particula de carga e e massa m move-se no plano x-y sob a acao
de um campo magnético constante B na direcao z. A Hamiltoniana do
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sistema ¢é dada por

H—l +eB 2+1 eB 2
“om \Pr T Y om \Pv ™ )

Esse sistema é integravel? Quais as constantes de movimento? (Dica:
escreva a Hamiltoniana em coordenadas polares). Escreva e resolva as
equagoes de movimento. Construa variaveis de angulo e agao para esse
sistema.

Considere o sistema integravel

2 ]2
Hy(I,. I,) = a—L + 2 .

Para uma energia fixa E, encontre p = w;/wy como funcao de F e I;.
Mostre que I; varia entre zero e o valor maximo /2F/a. Encontre o
valor de I7 e I (i.e., encontre o toro) onde p = r/s. Escolha uma segao
de Poincaré conveniente e esboce o mapa de Poincaré nessa segao.

Mostre que My nao pode ser uma esfera, que também é compacta
e conexa. (Dica: mostre que o grupo estaciondrio da esfera nao é
discreto).

O oscilador harmonico isotrépico é um caso particular do oscilador
harmonico 2-D e ocorre quando w; = ws = w. Nesse caso temos um
problema de forca central e o momento angular deve ser conservado.
De fato, definindo

L. = qip2 — @2;1

é facil mostrar que
{L.,Hi} =pip2+winig
{L., Hy} = —pip2 — w3q12
{L.,H} = qg(wi—ws).

e {L.,H} = 0 no caso isotrépico. Em vez de usar as trés constantes
de movimento Hy, Hy e L. é interessante usar as seguintes constantes
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alternativas:
Ki = (pip2 + w?q1¢) /2

K2 = (Hl — HQ)/ZW

K; =1L./2.

Com isso obtemos
H? = 40* (K} + K3 + K3)

onde {K;, H} =0 e G; = JVH sao independentes. Note que, embora
existam trés constantes de movimento independentes, elas nao estao
em involucao.

(a) Calcule os vetores Gj.
(b) Mostre que VH é ortogonal a todos os Gj.

(c) Mostre que {K;, K;} = €K}, que é uma algebra de momento
angular. Isso mostra que o grupo de simetria nao ¢ SO(2), mas SU(2)

ou SO(3).



Capitulo 7

Estabilidade de Pontos de
Equilibrio e Orbitas Peridédicas

Nos proximos capitulos estudaremos o efeito de pequenas perturbagoes em
sistemas Hamiltonianos integraveis. Veremos que perturbacoes tipicas provo-
cam o aparecimento de Orbitas periddicas isoladas na superficie de energia,
sendo algumas delas estaveis e outras instaveis. As oOrbitas instaveis sao
responsaveis pelo aparecimento de movimento cadtico em suas vizinhancas.
Neste capitulo vamos apresentar o conceito de estabilidade linear de pon-
tos de equilibrio e de érbitas peridédicas. Essas ultimas serao tratadas como
pontos fixos nos mapas de Poincaré.

7.1 Pontos de Equilibrio em 1 grau de liber-
dade

Um ponto de equilibrio 79 = (qo, po) ¢ tal que o campo Hamiltoniano G =
JV H se anula sobre ele:
OH OH
—_— =—=0
ap (QOaPO) apo
(7.1)

OH oH
— =— =0.
2 (90, P0) 9

A estabilidade de 79 é ditada pelo comportamento dindmico em sua vizi-
nhanca: se pontos vizinhos se afastarem de 7y, este serd considerado instavel.

203
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Caso eles se aproximem, dizemos que o ponto de equilibrio é estavel. No
entanto, como sistemas Hamiltonianos sao conservativos, nao é possivel que
6rbitas vizinhas tendam assintoticamente a 1y. Veremos entao que a defini¢ao
de estabilidade deve se aplicar a situagoes onde érbitas vizinhas permanecem
vizinhas, i.e., nao se afastam de 7. Consideremos entao uma trajetoria vizi-
nha dada por

q=qo+9dq p = po + 0p. (7.2)

Substituindo nas equacoes de Hamilton e expandindo até primeira ordem nos
desvios dq e dp obtemos

'*6'—8H 8H25+8H26
1= Ope " Ogoope 1 opE F
(7.3)
._6.__8_H_8H2 B 8H25
P 50 0@ " 9goopo”
ou, em forma matricial,
0q H,, H,, 0q 0q
= =A (7.4)
op —-H,, —H, op op

onde H,, = 0*H(qo, po)/0q0p, etc, sao coeficientes constantes. Em notagao
simplética essa equacao se traduz em

on = Adén = JH"on (7.5)

onde H";; = 0*H/0n;0n; é a matriz jacobiana das derivadas segundas de H.
Os autovalores de A podem ser facilmente calculados e o resultado é

A=+vV—det H". (7.6)

Como a matriz A é real, se A\ for um autovalor complexo e v seu autove-
tor, Av = A\v, entdao tomando o complexo conjugado dessa equacao obtemos
Av* = M*v*. Isso mostra que A* também é autovalor de A com autovetor v*.
Essa andlise mostra que existem apenas duas possibilidades:

A é real e —\ é o segundo autovalor. Nesse caso det H” < 0.
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A é imaginario puro e A* = —\ é o segundo autovalor. Nesse caso det H” > 0.
Vamos analisar cada um desses casos em detalhe:
Caso real. Chamando de v; e vy 0s dois autovetores de A podemos tomar

on na direcao de v; ou ve. Com isso obtemos

v = A'Ul = )\Ul — (%1 (t) = U10€>\t

(7.7)

Vg = AUQ = — AUy — Ug(t) = U2067>\t.

Um deslocamento genérico pode ser escrito como combinacao linear de v e
v9 na forma

In(t) = aqvy(t) + agus(t) = 1010 + agvage M. (7.8)

Escrevendo essas relacoes explicitamente em termos de ¢ e p vemos que

5q(t) Q10104 + Qgugge
Sp(t) N a1V10peN 4 Qpvoppe N
p Op
V10g V20q €>\t 0 aq (79)
B -t
UlOp Ugop 0 (& (0%)]
=WS(t) o

Dessa expressao vemos que em ¢t = ()
on(0) = Voo — a=V;'dn(0). (7.10)

O resultado final para a evolucao temporal de trajetérias vizinhas ao
ponto 79 é que

on(t) = VoS(t)Vy 'dn(0). (7.11)

Essa equacao mostra que, a menos de uma transformagao nos eixos, o movi-
mento é uma mistura de afastamento e aproximacao exponencial. O ponto
de equilibrio é dito instavel, pois deslocamentos genéricos cairao sobre tra-
jetérias que se afastam de 79. A equagao pode ainda ser interpretada da
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p (a) P (b)

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Figura 7.1: Fluxo na vizinhanc¢a de um ponto de equilibrio (a) instével e (b)
estavel.

seguinte forma: definindo & = V; 'dn temos £(t) = S(#)£(0). Em termos de
componentes, & (t) = &(0)eM e &(t) = &(0)e™™ correspondem a um afas-
tamento exponencial e uma aproximagao exponencial ao ponto de equilibrio
respectivamente. As direcoes de & e & s@ao obviamente as direcoes dos au-
tovetores de A, conforme a equagao . A figura 7.1 (a) o comportamento
dinamico na vizinhanca de 7.

O fato de termos uma direcao sobre a qual as trajetorias se aproximam de
no e outra sobre a qual elas se afastam na mesma taxa é uma conseqiiéncia
do teorema de Liouville, pois volumes ndo podem contrair (duas diregoes
se aproximando) nem expandir (duas diregoes se afastando). O ponto de
equilibrio é dito instavel ou hiperbdlico.

Caso imaginario puro. Nesse caso temos apenas um autovetor v e seu
complexo conjugado v*. Os autovalores sao A = iw. Escolhendo 67 na
direcao de v temos

v=Av=1iwv — o(t) =vee™" (7.12)

Como v é complexo, a dinamica real nas vizinhangas de 7y deve ser escrita
como

on(t) = Bu(t) + v (t) = aruy (t) + asu_(t) (7.13)
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onde ay = 2Re(f), aa = —2Im(pB) e

t *(t iwt * ,—iwt
uy(t) = o )—;U (®) = e —;%e = Re(vg) coswt — I'm(vy) sin wt

= u(0) coswt — u_(0) sinwt

v(t) —v*(t)  vee™t — vie ™!t

u_(t) = 5 = 5 = Re(vg) sinwt + Im(vg) coswt
= u4(0) sinwt + u_(0) cos wt
(7.14)
Escrevendo explicitamente em termos de ¢ e p temos
dq(t) a1 [t44(0) cos wt — u_y(0) sin wt] + aafu14(0) sinwt + u_y(0) cos wt]
dp(t) ai(u4,(0) coswt — u_p,(0) sin wt)] + az[u4,(0) sinwt + u_,(0) cos wt)]
u4+q(0) u_g(0) coswt sinwt ay
u4p(0) u_p(0) —sinwt  coswt Qg
= UO R(t) «
(7.15)
Desta equacao segue que 6n(0) = Upa e portanto
on(t) = UgR(t)Uy "on(0). (7.16)

O movimento nas vizinhancas do ponto de equilibrio é uma rotagao no
sistema de coordenadas 0¢ = U, *dn. O ponto de equilibrio é dito estével ou
eliptico, pois deslocamentos genéricos ficarao circulando em torno de 7. As
diregoes de & e & s@o os eixos principais da elipse. A figura 7.1(b) ilustra
esse caso.

7.1.1 Exemplo

Considere um oscilador anarmoénico dado por

q
H=—+4+k—+—.
2+2+4
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Os pontos de equilibrio sao dados por

e resultam em:
(a)g=p=0
(b)p=0 qg=+vV—-k se k < 0.

Vamos primeiro considerar k£ > 0. Nesse caso existe apenas um ponto
de equilibrio na origem. Linearizando as equacoes de Hamilton em torno de
(¢,p) = (0,0) obtemos dn = Adn com

A:
-k 0

Os autovalores de A siao Ay = £ivk e os autovetores correspondentes sao

1 1

vy = ——
V1+k iV

e v_ = v}. Os vetores reais u; e u_ sao
1 1 JE 0
TVIEE VTR
Podemos entdo construir as matrizes Uy e Uy
1 1o T VRO

UOI U(;lz

e, usando a equagao ([7.16|) obtemos
dq(t) cos (Vkt) sin (Vkt)/Vk dq(0)

op(t) —Vksin (Vkt)  cos (Vkt) dp(0)
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O leitor pode verificar que dq(t)* + k~*dp(t)* = constante, o que mostra que
as Orbitas vizinhas ficam sobre elipses com semi-eixos ao longo dos eixos ¢ e p.

Quando k£ < 0 a origem passa a ser instavel e os dois novos pontos de
equilibrio p = 0 ¢ = +v/—Fk bifurcam da origem. O leitor pode confirmar
que esse pontos sao estaveis. Na origem os autovalores ficam A = +v/—k =
++/|k| e os autovetores, agora reais, sao

1 ! 1 !

VIFE T T A

As matrizes Vj e V; ! ficam
1 o R (VIR
Vo= —— VO =Y
VIFIFRE VI -k VIFE IR -1
e 0 movimento nas vizinhancas da origem fica dado por

oq(t) cosh (v/[k[t)  sinh (\/[k]t)/\/Tk] d¢(0)

op(t) —/[k[sinh (\/[k[t)  cosh (y/]k][t) dp(0)
Note que vy - vo = (1 — |k|)/(1 + |k|) e os autovetores nao sao ortogonais.
Para |k| pequeno eles sdo quase paralelos, ficando ortogonais para k = —1

e (anti)paralelos de novo no limite |[k| — oo. Para uma discussdo mais
detalhada veja as referéncias [22] 23].

7.2 Pontos de Equilibrio em n graus de liber-
dade

O estudo da estabilidade de pontos de equilibrio em sistemas Hamiltonianos
com numero arbitrario de graus de liberdade segue o mesmo esquema da
andlise anterior. Adotaremos, no entanto, uma anélise ligeiramente diferente,
introduzindo o conceito de matriz tangente. Os pontos de equilibrio 7y sao
determinados pela condicao

oH

8—77(770) =0.
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Expandindo as equacoes de Hamilton até primeira ordem em ¢n torno de 7

obtemos
on = JH"(ny)on = JH{on

onde (H();; = 0°H/On;0n;. A solugao formal dessa equagao de primeira
ordem pode ser escrita como

on(t) = e’Hot §n(0) = M(t)on,. (7.17)

Note que essa solucao é analoga as solugoes e . Diagonalizando
A = JH] diagonalizamos também M. Se A é autovalor de A, entao e serd
autovalor de M e o comportamento de 07 dependerd dos autovalores de A
serem reais ou complexos.

A matriz M (t) é chamada de matriz tangente e é uma matriz simplética,
i.e., MTJM = J. Para mostrarmos essa propriedade notamos primeiramente
que ela é satisfeita em ¢ = 0, pois M(0) = 1. Vamos entdao mostrar que
d(MTJM)/dt = 0. Com isso MTJM deve ser independente do tempo e
igual ao seu valor em ¢t = 0, i.e., J. Para calcular a derivada de M em
relacao ao tempo fazemos

d

M = EeJHé’t —= JH)M. (7.18)
Como H{ é simétrica e JT = —J,
MY =MTH]JT = —MTH]J. (7.19)

Assim temos:

d : :
o (MTJM) =M"JM + M"JM = —M"H{JJM + M" JJH{M = 0.

Finalmente temos as seguintes propriedades sobre os autovalores de M:

(1) Se A é autovalor de M, entao A* também é. Isso segue do fato que M
é real. De fato, tomando o complexo conjugado da equacgao de autovalores
Mv = \v obtemos Mv* = \*v*.

(2) Se X ¢é autovalor de M, entdo A~! também é. Isso segue do fato de M

ser simplética. Escrevendo a equacao de autovalores na forma A\~'v = M ~1v
e notando que M~ = J1M?TJ temos \'v = J ML Jv ou MT(Jv) =
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A1 (Jv). Isso mostra que Jv é autovetor de M7 com autovalor A='. Como
M e MT tem os mesmos autovalores, A™' também é autovalor de M.

Temos entao um conjunto maior de possibilidades para os autovalores do
que no caso de um grau de liberdade. Para o caso de dois graus de liberdade,
por exemplo, temos seguintes possibilidades para o conjunto dos 4 autovalo-
res de M (A, p, w e £ reais):

(a) eM, e et e7H — ponto fixo hiperbdlico nas duas direcoes (instavel)

(b) eM, e=A, et e~! — ponto fixo hiperbdlico em uma direcoes e eliptico
na outra (instével)

(c) et e~ et e~ — ponto fixo eliptico nas duas direcoes (estavel)

(d) elwt Nt (miwt At oliw=A)t - o(=iw=Nt _ phonto fixo lozodrémico (instével).

7.3 Pontos fixos nas Secoes de Poincaré

Secoes de Poincaré sao extremamente uteis para analisar sistemas dinamicos
com dois graus de liberdade. Apesar deste ser um caso bastante particular,
ele é importante por ser o menor nimero possivel de graus de liberdade onde
pode ocorrer movimento cadtico. De fato essa ferramenta serd empregada no
estudo de caos nos proximos dois capitulos.

Como vimos no capitulo 5, uma das conseqiiéncias do invariante canonico
de Poincaré-Cartan é a preservacao de areas pelo mapa de Poincaré. Vamos
mostrar agora que a preservacao de areas ¢ equivalente ao mapa possuir
jacobiano igual a 1.

Seja m; = F(n9) um mapa de Poincaré. Em termos de coordenadas

g1 = Fq(QOa po)
(7.20)

p1 = Fp(qo,po)-

Tomando um ponto A arbitrario no plano ¢, p, escrevemos A" = F/(A), como
ilustra a figura 7.2. Construimos também os vetores infinitesimais ortogonais
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q

Figura 7.2: Preservacao de areas pelo mapa de Poincaré.

E=B—-—A=¢€¢jev=C—A=dp. O elemento de area formado por esse
pequeno retangulo é A = €d.

Vamos agora propagar todos os pontos do retangulo e calcular a nova
area A’. Para isso basta encontrar os vetores propagados ¢ = B’ — A’ e
v'=C"— A". O novo elemento de area serd dado por A" = [¢’ x V/|. Temos
que

Fq(QO +€7p0) Fq(QOap()) Fq‘](q(bp()) qu
B' = = +€ = A'+e
Fy(qo + €,po) F,(qo, o) Fpq(q0, o) Fpq

e, da mesma forma,

Fq(QOaPO‘i‘é) qu
C'= =A+9
F,(q0,p0 +6) Fop

Assim os vetores infinitesimais propagados sao

qu qu
=B —-A=¢ V=C—-A=$§
qu Fpp
de modo que
qu qu
A =1 xV|=ed = Adet [F'(no)]. (7.21)
qu Fpp



7.3 7.3. PONTOS FIXOS NAS SECOES DE POINCARE 213

Entao A" = A implica det [F(n)] = 1 para todo 71 e vice-versa.

Com esse resultado estamos agora preparados para estudar a estabili-
dade de pontos fixos em uma secao de Poincaré. E importante observar que
um ponto fixo corresponde a uma orbita peridédica do sistema Hamiltoniano
correspondente. Com essa analise estaremos dando um passo importante
no estudo da estabilidade, pois passamos de simples pontos de equilibrio a
orbitas fechadas de periodo arbitrario. Seja entao 79 um ponto fixo do mapa
de Poincaré, i.e., F(ny) = no. A dinamica nas vizinhancas de 7y é obtida
como sempre fazendo n = ny + dn e expandindo as equagoes até primeira
ordem em 0. O resultado é 6n' = F'(ny)dn ou, explicitamente,

oq’ F,, Fy dq

op Foy Fyp op

A estabilidade de 1y é determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana
calculada no ponto fixo. A equagao de autovalores resulta

N — ATr[F'(no)] +1=0. (7.22)

onde Tr[F'(ny)] = Fyq+Fpp € o traco da Jacobiana e usamos que det [F'(1)] =
1. Multiplicando toda a equacdo por A2 obtemos também

A2 AT [F (no)] +1=0 (7.23)

que ¢é andloga & equacdo anterior. Assim, se A é autovalor, A~! também é.
Além disso, como a matriz Jacobiana é real, se A for complexo, A* também
sera autovalor. Vemos que novamente os autovalores aparecem aos pares,
como no caso dos pontos de equilibrio de sistemas com um grau de liberdade
e temos agora trés possibilidades, dependendo se |Tr[F”(no)]| for menor ou
maior do que 2:

A=¢e*, Xl=e* — ponto fixo instdvel direto.

A=—e*, Xl=—e* — ponto fixo instavel inverso.

A=¢e% N =e ™ 5 ponto fixo estdvel.

No caso instavel direto, sucessivas iteragoes de um ponto vizinho ao ponto

fixo sobre o autovetor estavel vy, aproximam-se do ponto fixo uniforme-
mente, sempre na direcao de vy. No caso instavel inverso, pontos vizinhos
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A\ .

Figura 7.3: Rotor chutado.

aproximam-se do ponto fixo passando alternadamente pela direcao +wv; e
—71.

7.4 O rotor chutado e o mapa padrao

Um dos modelos mais utilizados no estudo de caos em sistemas Hamilto-
nianos é o chamado rotor chutado (kicked rotor, em inglés). Através dele
podemos construir explicitamente o chamado mapa padrao (standard map)
que usaremos como exemplo no capitulo 8.

O sistema consiste em um corpo pontual de massa m preso a uma barra
inextensivel, sem massa e de comprimento a que pode girar livremente sem
atrito em torno da origem (figura

Se o rotor fosse livre ele giraria em torno da origem com velocidade angu-
lar constante. O sistema, no entanto, esta sujeito a pertubacoes impulsivas
periédicas (os ‘chutes’) de tal forma que a intensidade da perturbacao de-
pende da posicao angular do rotor. A Hamiltoniana é dada por

2 o
p —
H = a2 + K cosf E d(t —nr) (7.24)

n=—oo

e as equacoes de movimento sao

0 =p/ma?
(7.25)
p =Ksin0> > _§(t—nT).

n=—oo
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0,5 9; E:r 0,104
| |
nt (ntl)T

Figura 7.4: Definicao das variaveis a tempo discreto para o rotor.

Como o movimento entre as perturbagcoes é trivial, podemos descrever o
estado do sistema apenas a intervalos de tempo 7. Sejam entao

0, =0(nt—e¢)

pn =p(nT —€)
o valor de # e p imediatamente antes do n-ésimo impulso. Sejam ainda
Ot =0(nt+e)

+

Py =p(nT +¢€)

os valores correspondentes imediatamente apds o n-ésimo impulso, como ilus-
trado na figura [7.4]

Dados 6,, e p, podemos integrar as equacoes de movimento no intervalo
nT —€anT + €

nTte nrT—+e
/ Odt =0 — 0, = / p/ma*dt = 2ep/ma® = 0

onde p é algum valor de p entre p, e p/. Como esses valores sao finitos a
integral sobre p/ma? vai a zero quando € vai a zero, mostrando que 6,7 = 6,,.
A equacao para p fica:

nT+e€ nT+e e
/ pdt = / Ksin@ Z o(t — mr)dt.

T T—€ m=—00

Agora a integral sobre as deltas d4 uma contribui¢ao quando m = n e temos

pt —p, = Ksinb,.
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Finalmente integramos as equagoes mais uma vez, agora de nT + € a (n +
1)7 — €, onde o movimento é livre. Nesse intervalo o momento p se conserva
e 0 roda com velocidade constante. O resultado é

9n+1 = en + p;ﬁ/mcﬂ
Pnt1 =Dy
ou ainda ,
Opi1 = 0p+ ppiam/ma

Ppt1 = pn + Ksinf,.

Finalmente definimos a varidvel I,, = 7p, /ma® e a nova constante de acopla-
mento K = K7/ma? para obter a forma mais usual do mapa

6n+1 = en + [nJrl
(7.26)
Iy =1, + Ksin,.

Esse mapa, obtido identificando o estado do sistema a intervalos de tempo
constantes, é dito estroboscopico e é conhecido como mapa padrao.

Listamos a seguir alguns outros exemplos de mapas que preservam area,
também chamados de mapas conservativos.

Mapa Quadratico de Hénon

Tpy1 = Tpcos) — (Y, — x2)siny
(7.27)
Yni1 = Tpsing + (y, — 22) cos .
Mapa do Gato de Arnold
Tntl = T+ Yn; Tn mod 1
(7.28)
Ynt1 = Tn + 2Yn; Yn mod 1.
Mapa de Meyer
Tn+1 = Tp — Pn
(7.29)

Pny1 =DPnte+ (In - pn)z'
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Mapa do Padeiro
Tpr1 = 2%, — [22,)

(7.30)
Ynt1 = (yn + [222]) /2

onde [z] significa a parte inteira de z. Voltaremos a falar sobre esses sistemas
nos proximos capitulos.

7.5 Variedades Estaveis e Instaveis

A analise que fizemos na secao 7.1 do comportamento dinamico nas vizi-
nhangas de um ponto de equilibrio instdavel mostra a existéncia de duas
diregbes especiais, dadas pelos autovetores v; e v, da matriz linearizada A,
equacao . De acordo com a equagao ([7.7), a dindmica ao longo des-
sas direcoes é muito simples: pontos afastam-se exponencialmente rapido do
ponto de equilibrio sobre v; e aproximam-se exponencialmente rapido dele
sobre vs.

No exemplo do oscilador anarmonico da secao 7.1.1 calculamos explici-
tamente esses vetores. A figura mostra a dinamica no espago de fases
desse problema para £k = —1. Note que, como o sistema tem apenas um
grau de liberdade, as trajetorias coincidem com as curvas de nivel do Ha-
miltoniano. Proximo do ponto de equilibrio instavel na origem podemos ver
claramente as direcoes dos autovetores vy e vy sobre a curva de nivel H = 0.
Essa curva é também uma separatriz, como no problema do péndulo (veja
a figura , que separa o movimento oscilatorio ao redor de cada um dos
pontos de equilibrio estaveis do movimento circular sobre ambos os pontos
de equilibrio.

Pontos sobre a separatriz movem-se de maneira a tender assintoticamente
ao ponto instavel. As direcGes correspondentes a vy e vy sao tangentes a se-
paratriz no ponto de equilibrio. A definicao de variedades estaveis e instaveis
¢ uma generalizagao do conceito de separatriz e, em sistemas com apenas um
grau de liberdade, coincide com ele [19]:

A Variedade Estavel W, de um ponto de equilibrio instéavel é o conjunto
invariante de pontos 1 do espaco de fases tal que a trajetéria de n tende
assintoticamente a esse ponto.
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q

Figura 7.5: Trajetérias para o oscilador anarmonico com £ < 0. Préximo ao
ponto fixo instavel na origem podemos ver as variedades estavel e instavel
cujas tangentes correspondem as direcoes dos autovetores vy e vs.

A Variedade Instavel W, de um ponto de equilibrio instdavel é o conjunto
invariante de pontos 1 do espaco de fases tal que a trajetéria de 1, quando
propagada para tras no tempo, tende assintoticamente a esse ponto. Em
outras palavras, sao os pontos que, no passado, estavam arbitrariamente
proximos do ponto de equilibrio.

Um conjunto é invariante pela dinamica quando a trajetéria de cada um
de seus pontos permanece sempre sobre o conjunto. Um ponto de equilibrio
instavel tem tipicamente duas variedades estaveis e duas instaveis, conforme
ilustra a figura No caso particular do oscilador quartico existem apenas
duas curvas invariantes: W, = W, a direita e W,, = W, a esquerda. No
caso do péndulo, figura 1.6 temos apenas uma curva invariante, pois o ponto
instavel em # = +m é o mesmo que em 6 = —.

No caso de pontos fixos instaveis em mapas de Poincaré a situacao é
similar mas, em geral, aparecem quatro curvas invariantes distintas, duas
variedades estaveis e duas instaveis. Diferentemente do caso unidimensional,
essas variedades nao correspondem a uma unica trajetéria do sistema, pois
trata-se de um mapa: deslocando a origem do espaco de fases para o ponto
fixo, um ponto 79 em sua vizinhanca e sobre W tem sua trajetéria na segao
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de Poincaré dada por 7, = e ¥y, que nao forma uma curva continua. A
variedade W (assim com W,) é composta por um conjunto continuo de
trajetorias, cada uma intersectando a curva em um conjunto contével de
pontos.

O conceito de variedades estaveis e instaveis tem um papel importante
no estudo de caos em sistemas nao integraveis, e voltaremos a falar delas no
capitulo 10.

7.6 Exercicios

1. Considere a Hamiltoniana de um grau de liberdade

p2
H:5+q(1—aq2); a > 0.

Encontre os pontos de equilibrio e estude sua estabilidade. Use seus
resultados para desenhar de forma esquematica o fluxo no espaco de
fases do sistema.

2. Mostre que para Hamiltonianas com um grau de liberdade da forma

2
H=—+V(q)

2m
a estabilidade dos pontos de equilibrio ¢ depende apenas de V" (q).

Mostre que os autovalores da matriz Jacobiana sao dados por A =
£V =V"(@)/m.

3. Considere a Hamiltoniana de dois graus de liberdade

2 2 2.2 2 4

P Py wWq /\Q2 aqy

H=="—=4+ =14 - 2= 4 22 22
5 + 5 + 5 + 5 + 1

(a) Encontre os pontos de equilibrio e estude sua estabilidade como
funcao de X para a > 0 fixo.

(b) Escreva explicitamente o Mapa de Poincaré para o caso em que
a = 0. Encontre os pontos fixos e estude sua estabilidade como funcao
de A. O que mudaria qualitativamente se a > 0?7 Discuta a existéncia
de pontos periddicos nos casos a =0 e a > 0.
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Considere o sistema de equagoes diferenciais
T=x—2y
y=3r—4y.

(a) Esse sistema é Hamiltoniano?

(b) Estude a estabilidade do ponto de equilibrio (z,y) = (0,0) e esboce
o fluxo no espaco de fases.

. Populacoes de predadores x e presas y podem ser descritas aproxima-

damente pelo sistema
T =—ax+ Pry

Y=y —ory.
(a) Encontre os pontos de equilibrio e estude sua estabilidade.
(b) Existem valores dos parametros que tornem o sistema Hamiltoni-
ano?
O Mapa de Meyer é dado por
L1 = To — Po

p1:p0+€+($0—p0)2-

(a) Mostre que o mapa preserva areas.

(b) Encontre os pontos fixos e estude sua estabilidade como funcao de
€. Encontre os pontos fixos de periodo 2 e estude sua estabilidade.
Esboce o fluxo no espago (x,p) e construa o diagrama de bifurcagoes,
representando o grafico da coordenada x dos pontos fixos e dos pontos
de periddicos de periodo 2 sao em funcao de e. Use linha cheia para
pontos estaveis e linha pontilhada para pontos instaveis.

Considere as seguintes Hamiltonianas de dois graus de liberdade, co-
nhecidas como Henon-Heiles, Marta e Nelson:

2 2 3

Pz | Py 9 Y
H =X 4+ 24+ —
HH B B <IZ/ 3)7
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2 2 2 2 4
px py T Y 2
Hy = Py 27 _ z
M=oty Tyt U
¢ 2 2
2 2 2
P py z z
Hy =2 v _r r
NT 2+(y 2) Ty

onde 1 e A sao parametros positivos.
(a) Encontre os pontos de equilibrio e estude sua estabilidade.

(b) Faca um esbogo das curvas de equipotencial indicando a posigao
dos pontos de equilibrio.
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Capitulo 8

Teoria de Perturbacao

Como vimos no capitulo 6, sistemas integraveis sao, de certa forma, trivi-
ais. Isso ocorre porque existem coordenadas canonicas especiais, de agao e
angulo, nas quais o movimento é linear. Embora a construcao explicita dessa
transformacao candnica possa ser dificil, pois podem aparecer integrais com-
plicadas que tém que ser resolvidas, o teorema de Arnold-Liouville garante
sua existéncia. Mas serda que todo sistema Hamiltoniano é integravel? In-
felizmente a resposta é nao. Na verdade os sistemas integraveis com mais
de um grau de liberdade sao raros e qualquer perturbacao genérica pode
destruir as constantes de movimento tornando o sistema nao-integravel. Em
outras palavras, sistemas integraveis sao estruturalmente instaveis. O obje-
tivo deste capitulo é estudar o efeito de pequenas perturbagoes em sistemas
integraveis. Seguiremos de perto a apresentacao da referéncia [24]. Outras
fontes importantes sao [25], 26] 27]

8.1 Um grau de liberdade

Vamos considerar uma Hamiltoniana da forma

H(I,¢) = Ho(I) + eH (I, ¢) + € Hy(I,0) + ... (8.1)
onde (I, ¢) sao variaveis de agao e angulo para Hy. Se e = 0 a solugao é

Buscamos entdo uma transformacao canoénica de (I,¢) para (J,6) de tal
forma que a nova Hamiltoniana K s6 dependa de J. Se conseguirmos cons-
truir essa transformacao o sistema sera novamente trivial nas novas variaveis.

223
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Como estamos nos restringindo aqui a sistemas com apenas um grau de li-
berdade, ele é sempre integravel, e tal transformacao deve existir para todo
e. No entanto, trataremos o problema de forma perturbativa apenas, pois
estenderemos o tratamento para mais graus de liberdade na proxima secao.

Seja S(J,¢) a funcao geratriz (do tipo F3) dessa transformagao. Como
para € << 1 a transformagao deve ser préoxima da identidade, podemos
escrever

S(1.8) = Jo+ €Sy(J.8) + @S], 0) + ... (8.3)

A funcao S sera escolhida de forma a eliminar a dependéncia angular da
nova Hamiltoniana. As equacoes da transformacao sao

I 00 J + ea—¢ + O(é?) (8.4)
0S(J. 0S1(J
0 = —éj ¢) =+ 6—16(J’ ?) + O(€%). (8.5)

Podemos resolver essas equacoes para as coordenadas originais em termos
das novas em primeira ordem em e:

954(.J,0)

I=J+e¢ 28 T O(e?) (8.6)
B 051(J,0) )

Substituindo essa transformacao na Hamiltoniana obtemos

K(J,0) = H(I(J,0),6(J,0))

= Ho(I(J,0)) + eH1(1(J,0), (], 0)) + O()

= [HO(J)—i—E%%%—O(EZ)] + e[Hi(J,0) + O(e)] (8.8)
= Hy(J) + ¢ {w(J)% + Hi(J, 0)} + O(€?)

= K()(J) + €K1<J, 0) + 0(62)

onde w = 0Hy/0I = 0Ky/0J é a freqiiéncia do movimento nao perturbado.
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Vamos agora determinar S; de forma que K; = K;(J). Para isso vamos
explicitar a dependéncia angular expandindo H; e S; em série de Fourier:

S1(J,0) = f Sin(J) e (8.9)
H,(J,0) = f Hy,(J)e™. (8.10)

Substituindo em K; obtemos

“+o0o
Ky= ) [inwSi, + Hi) ™. (8.11)
Vemos que a escolha
H
7 M(JJ) se n#0
Sin(y =4 ) (8.12)
0 se n=20

cancela todos os termos de K7, menos o termo de Hy,, com n = 0. O resultado
é
1 21
Ki(d) = Hiol)) = 5 [ Hi(J.0)00 = (i), (8.13)
0
Dessa forma obtemos
K(J) = Ho(J)+e(H)

(8.14)

Hln(J)
nw(J)

eind)

S(J,¢) =Jo+ Y i
n#0

o que resolve o problema até primeira ordem em €. Para fechar essa secao
notamos que existe uma maneira bem mais direta de se obter a funcao geratriz
S1 sem ter que fazer a expansao de H; em série de Fourier. Para isso notamos

de (8.8) que
as
— + H EWT;+H1+<H1> (8.15)
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onde separamos H; em seu termo médio mais o resto, que é a parte depen-
dente de 6. Como vimos que K; = (H;), entao wé?Sl/(?G = —H, ou,

= ——/H1d9 (8.16)

_ Areceita final entao é a seguinte: calcula-se (H;) e obtém-se K. Define-se
H, = H, — (H;) e integra-se para obter S.

8.1.1 Exemplo: o péndulo simples

Como exemplo de aplicagao da teoria de perturbacao vamos considerar o
péndulo simples, cuja Hamiltoniana é dada por

2
H= ziffzz — mgl(cosy — 1). (8.17)
Faremos o calculo perturbativo completo desse problema para ilustrar sua
aplicagdo. A dindmica pode ser vista qualitativamente na figura [8.1] Note
que ¢ = 0 é um ponto de equilibrio estavel e 1» = 7 é um ponto de equilibrio
instavel. A estrutura em forma de ilha representa movimentos oscilatérios,
enquanto que as curvas continuas representam rotacgoes nos sentidos anti-
horédrio (em cima) e hordrio (em baixo). A curva que separa os dois tipos de
movimento é conhecida como separatriz e o tempo necessario para percorre-la
completamente é infinito. As oscilagoes com baixa amplitude tem freqiiéncia
\/g_/l e, conforme a amplitude aumenta, a freqiiéncia diminui, tendendo a
zero sobre a separatriz.
Considerando o limite de pequenas oscilagoes podemos expandir o cosseno
até ordem 4 em 1)

2
H= 25;”[2 +mgl(8? /2 — b /24) + O(19), (8.18)

Os termos quadraticos caracterizam um oscilador harmonico Hy de freqiiéncia
w = 4/g/l e podemos escrever variaveis de angulo e ac¢ao (¢, ) como:

Py = \/2mgll Jw cos ¢ Y = /2wl /mgl sin ¢. (8.19)

Substituindo em H obtemos, até ordem 4,

[2
H=wl—
v 6ml?

sin4ng H0—|—H1. (820)
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Figura 8.1: Potencial V (¢) = —mgl(cost — 1) e espaco de fases py, — 1 para
opéndulocomg=1,m=1/4el=2.
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Para aplicar a teoria de perturbagao canonica, temos que expandir H; em
série de Fourier. Escrevendo sin® ¢ = (1 — cos2¢)/2 e elevando ao quadrado
obtemos (1 —2 cos 2¢+ cos? 2¢) /4. Escrevendo ainda cos? 2¢ = (1+cos4¢)/2
obtemos

]2
H =-—-——-(3—4cos2 4
1 Bl (3 —4cos2¢ + cos4¢)
(8.21)
r 2i¢ | _—2ip di¢p | _—digp
O valor médio de H; é (H,) = Hyy = —3I?/48mli? e a nova Hamiltoniana ¢
3.J?2
K=w]—-——. 8.22
“ 48ml? (8.22)
A frequiéncia das oscilacoes agora depende de J:
0K J
Q=—=w— ——. 2
07— “ 7 8ml (8.23)

Como E = wJ — 3J?/48ml?, podemos inverter e escrever J em termos de F
como (mostre esse resultado!) J = (F/w)(1 + 3E/(48mgl)). Vemos entao
que a freqiiéncia diminui com a energia (e portanto com a amplitude das
oscilagoes) o que esta de acordo com o resultado exato.

Podemos calcular S; usando (8.14]) ou (8.16)). Vamos fazer pelo primeiro

método para ilustrar o procedimento. Em primeiro lugar notamos que H; 5 =
HL_Q = J2/24ml2 (§ H1,4 = H17_4 = —J2/96ml2 ASSiITl7

Sl = 517262@ + 517_26_21'(;s + 517464@ + 517_46_4@

_iHl,2 2i¢ —2id iHlA 4ip —4id
2w (e ¢ )+ 4w ( ¢ )
(8.24)
= —ﬁsm2¢+ —ﬁsmél(b
w

2

= W (Sin 4¢ — 8sin 2@5)
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Finalmente calculamos a solucao nas variaveis (¢, I):

051 J?
I=J+ 0 = J + 4877%}[2((:0849 — 4 cos 20)
(8.25)
gbz@—%:Q (sin460 — 8sin 26)

oJ © 96mwl2

onde J(t) = Jy e 0(t) = 0y +t. Para obter a evolugao temporal nas varidveis
originais, basta substituir I(¢) e ¢(t) na transformacao ({8.19).

8.2 Dois ou mais graus de liberdade

8.2.1 Preambulo

O problema do oscilador harmoénico perturbado por um termo quéartico (veja
o exemplo 4.8.2) é semelhante ao problema do péndulo que resolvemos na
secao anterior. Nesse caso

P 1
H = % —+ §mw2q2 + €q4/4

ou, em termos das varidveis de acao e angulo do oscilador harmonico,

2

H=wl+e— 2sin49.
m2w
O resultado da teoria de perturbagao pode ser inferido dos calculos anteriores
para o péndulo e resulta em
_ -3 I?
H=wl+e-—— 4+ 0O(é).
8 m2w? (<)

Nessa aproximacao I é constante e

0H N 3 I
—_— = W
ol

é a freqiiéncia do movimento perturbado. Note que 2 depende de I, que
depende de F através da relacio E = wl+3el?/(8m?w?)+O(e?). Invertendo
essa relagao temos

——— =
4 m2w?

é_:

= E_ B o

€
w 8 m2w
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Figura 8.2: Representacao de uma familia de toros intersectando uma segao
de Poincaré.

de forma que podemos obter a dependéncia da freqiiéncia com a energia:
QFE)=w+ e§i + O(€).
4 m2w?
Esse tipo de dependéncia ¢é tipico em sistemas Hamiltonianos. O caso do
oscilador harmonico, onde a freqiiéncia do movimento nao depende da ener-
gia é raro e ‘patolégico’. Qualquer perturbacao nao-harmonica introduz de-
pendéncias da freqiiéncia com a amplitude do movimento.

Nas préximas subsecoes vamos considerar sistemas com dois graus de
liberdade e iremos supor que as freqiiéncias caracteristicas do movimento
dependem de sua amplitude. Para fixarmos idéias vamos considerar um
sistema integravel modelo da forma

Hy(I1,I5) = wioli + %]12 + woolp + %—7227
que corresponde a aproximacao do oscilador quartico que acabamos de dis-
cutir. As acoes I; e I, sao constantes e as freqiiéncias nas direcoes de 6; e 05
sao
wi =wyt+ ol

Wy = Wy + ol

de forma que
st . w10 —|—041]1

wWa W20 + OCQIQ

¢é funcdo de I; e I,. Fixando uma superficie de energia Ho(l, 1) = E
podemos escrever, por exemplo, Iy = I(I;, E). Dessa forma, para F fixo,
wig + 061]1
p=p(h)=

wao + anls(I1, E) .
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Figura 8.3: Orbitas periddicas e nao periddicas na secao de Poincaré ¢;-p; e
[1—01.

Veremos que a razao entre as duas freqiiéncias nao perturbadas é de
grande importancia na maneira pela qual o sistema H, responde a per-
turbagoes. Conforme distribuimos a energia total E entre os dois modos
de oscilagao, variando o valor de I; e Iy mas mantendo Hy([1, I5) = E, mu-
damos o toro M; onde o movimento ocorre e também o valor de p. Como p
é uma funcao continua de [y, seu valor muda continuamente ao varrermos a
superficie de energia.

Em uma secao de Poincaré, os toros que compoe a superficie de energia
intersectam a se¢ao como ilustrado na figura[8.2 O valor de p em cada um
desses toros indicard se as trajetorias sobre ele sao periédicas (p racional) ou
nao-periédicas (p irracional). As figuras ilustram esses dois casos para
uma se¢ao de Poincaré definida por 6, = 0 nos planos ¢;-p; e [1-6; para p =
2/5 (em cima) e p irracional préximo de 2/5 (em baixo). No primeiro caso,
qualquer trajetéria fura o plano apenas 5 vezes, repetindo a mesma seqiiencia
de pontos indefinidamente. No mesmo toro existem infinitas trajetérias,
cada uma furando cinco vezes em pontos distintos do circulo representando a
interseccao do toro com o plano de Poincaré. No caso do toro irracional, uma
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Unica trajetoria acaba preenchendo o circulo todo se esperarmos um tempo
suficientemente longo.

8.2.2 O Caso nao-ressonante

O célculo perturbativo para sistemas com mais de um grau de liberdade é
praticamente idéntico ao caso unidimensional. Comecamos com uma Hamil-
toniana da forma

H(I,¢) = Ho(I) + eH,(I,0) + ¢ Ho(I,0) + ... (8.26)

onde (I,¢) = (I1,1s,...,1,,¢1, P2, ...,¢,) sdo varidveis de agdo e angulo
para Hy. Se e =0 a solucao é

]k = Iko; gbk = ¢0 + wkt; W = 8H0/8Ik (827)

Buscamos novamente uma transformacao canonica de (1, ¢) para (J, ) de tal
forma que a nova Hamiltoniana K s6 dependa de J. Seja S(J,¢) a fungao
geratriz da transformacao. Entao

S(J,¢) =J- ¢+ eSi(J,0) + 2S5(J, @) + ... (8.28)

onde usaremos a notagao J - ¢ = Ji¢p1 + Jogps + ... + Juon. A funcao S
devera ser escolhida de forma a eliminar a dependéncia angular da nova
Hamiltoniana. As equagoes da transformacao sao

_0S(J,¢) 95:(J, 9) 2
I, = —a¢k =Ji+e D0 +O(€”) (8.29)
dS(J, 951(,
0 G(Jk¢) _ 4 “ﬁ +0(e). (8.30)

Resolvendo para as coordenadas originais obtemos, em primeira ordem em e,

9S,(J,0)

20, + O(€?) (8.31)

Ik:Jk—i-E

95,(J,0)

o T O(é?). (8.32)

O =0 — €



8.2 8.2. DOIS OU MAIS GRAUS DE LIBERDADE 233

Substituindo a transformagao na Hamiltoniana obtemos
K(J,0) = H(I(J,0),9(J,0))

— Ho(I(J.6)) + cHi(I(J,0), 6(J,6)) + O(e2)

0H, 851
H
[ Z 57, 96, O +€lHi(J.6)+O0(e)]
:Ho(J)+€ _Zn: wk(J)aSI +H1(J 0) +O(€2)
— 00,
= H()(J) +€|lw- % + Hl(J 9):| + O(€2>
= Ko(J) + eK1(J,0) + O(e?)
(8.33)
onde w = (wy,ws, . ..,w,) sao as freqiiéncias do movimento nao perturbado.

Vamos agora determinar S; de forma que K; = K;(J). Expandindo H;
e S7 em série de Fourier multipla obtemos:

+oo
J0) =" Si(J)e™? (8.34)
+oo ‘
— Z Hy,(J)em™? (8.35)
onde agora n = (ny,ng,...,n,) Substituindo em K; obtemos
+o0o -
K=Y [in-wS, + Hy,]e™’. (8.36)

Antes de fazer a escolha das componentes de S; temos que observar se o
movimento nao perturbado encontra-se em ressonancia ou nao. A condigao
de ressonancia ocorre quando

n-w="nwi+nows + ...+ npw, =0 (8.37)
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para algum conjunto de inteiros ny, positivos ou negativos. Como o valor
das freqiiencias wy depende dos valores de I, ou seja do toro ao redor do qual
estamos fazendo a perturbacao, temos que especificar se estamos tratando de
um toro ressonante ou nao-ressonante. Nesta secao vamos considerar apenas
o caso nao-ressonante. Nesse caso vemos que a escolha

— se n#0
Sy =4 mwld) (8.38)

0 se n=20

cancela todos os termos de K7, menos o termo de H;,, com n = 0. O resultado
é

n
1 2

Ki(J)=Ho()=]]5= | Hi(J,0)db: = (H). (8.39)

P 21 Jo
Dessa forma obtemos, como no caso unidimensional,
K(J) = Ho(J)+e(H)

Hy,(J) (8.40)

n#0

0 que, aparentemente, resolve o totalmente o problema até primeira ordem
em e.

O problema com essa solucao é a convergéncia da série para S;. Vamos
considerar o caso de dois graus de liberdade. O denominador que aparece
em Sy, é

Niwy + Nows = NqWs (ﬂ - —_712) ) (8.41)

%) ny

O caso nao ressonante corresponde a ¢ = wj/wy irracional. No entanto,
sabemos que qualquer irracional pode ser aproximado tao bem quanto se
queira por um racional, i.e., existem inteiros 7 e s tal que |wy/we — /5| < 9
para qualquer §. Assim, conforme somamos sobre n; e ns, o denominador
em (8.38)) pode ficar arbitrariamente pequeno e a série pode nao convergir. A
convergeéncia dependerd dos coeficientes de Fourier (ny,ng) de H; irem a zero
mais rapido do que a aproximacao de o pelo racional ny/n; correspondente. A
demonstracao da convergéncia é dada pelo teorema KAM que discutiremos
no préximo capitulo. Note que, além da questao de convergéncia da série
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de Fourier para Si, existe o problema da convergéncia da série em ¢, i.e.,
da série perturbativa como um todo. A conclusao, por enquanto, é que a
solucao é apenas formal e nao faz sentido enquanto nao mostrarmos
sua convergencia.

8.2.3 O Caso ressonante

Vamos nos restringir agora a sistemas com dois graus de liberdade para sim-
plificar os calculos e a interpretacao dos resultados. Supomos entao que
estamos interessados na dinamica perturbada na vizinhanga de um toro para
o qual 0 = wy/wy = r/s com r e s inteiros e primos entre si. Esse toro é
chamado de toro ressonante. Entao vemos que nijw; + nsws se anula nao sé
para n; = ny = 0 mas também para n; = ps e ny = —pr para qualquer
valor inteiro de p, positivo ou negativo. Vamos excluir o caso p = 0, pois
este corresponde a ny = ny = 0 que serd levado em conta separadamente. A
escolha que fizemos para Sy, em deve entao ser modificada.
Vamos reescrever a expressao de K; na forma

“+o0o
Kl = Z [m . wSln + Hln] 6in~9. (842)
e separar a soma sobre n = (ny,ny) em trés partes: (a) (nq,n2) = (0,0), (b)
(n1,n2) =p(s,—r) =ny, comp=...,—2,—1,1,2,... e (c) outros valores de
n. Com isso obtemos

Ky =Higo+ Y Hipopp€" 7% 4 3" [in- w8y, + Hip] ™. (8.43)
p#0 n#np,0

Note que os termos envolvendo n - w se anulam para n = 0 e para n = n,,.
Podemos agora escolher os valores dos coeficientes Si,,:

. Hln(J)

Zn-w(J) se n#0 e n#n,

Sin(J) = (8.44)
0 se n=0 ou n=mn,

Essa escolha permite eliminar a terceira parcela da Hamiltoniana K5, mas
nao permite a eliminacao da dependéncia angular:

K1 = H100 + Z Hlyps’_preip(sm—rﬂg)' (845)
p#0
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Veremos agora que a forma dessa Hamiltoniana esté relacionada ao apa-
recimento de ilhas ressonantes (cercadas de regides cadticas) em sistemas
perturbados. Para isso notamos primeiramente que, como K; ¢ real, temos
que ter Hy, = Hi_,. Isso nos permite escrever a soma sobre p’s negati-
vos como o complexo conjugado da soma sobre os p’s positivos. Escrevendo

Hi s —pr = e a expressio (8.45) simplifica para

Ky = Hyp + Z 2a, cos [p(sth — 162) + B,). (8.46)

p=1

Por simplicidade vamos tomar 3, = 0. Mais adiante colocaremos a fase £,
de volta e veremos que seu papel nao é muito relevante.

Fazemos finalmente uma ultima transformagao canoénica de (J,6) para
(J,0) gerada por

Fg(j, 6’) == (S@l _TQQ)jl +€2J2. (847)
A transformacao é dada explicitamente por
jl == Jl/S
jg = JQ + 7“J1/s
9:1 = 891 — 7'(92 (848)
92 == 92
e sua inversa é B
Jl = S_Jl B
J2 = J2 — TJl
61 :6:1/7”+7'9_2/S ’ (849)
02 = 62

Nas novas varidveis a Hamiltoniana completa fica
K = Hy(J) + eHipo(J) + Z 2ea,(J) cos [ph,]. (8.50)

Veja entao que K corresponde a uma aproximacgao integravel de H, pois
além da energia total, J, também é constante, ja que K nao depende de 6.
Como os coeficientes de Fourier de H; devem cair exponencialmente rapido
com a ordem, em uma primeira aproximacao basta considerar p = 1, o que
leva a forma mais simples

K = H()(j) + EHl()()(j) + 260[1(j) COSél. (851)
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Como J, é constante e , ndo aparece, reduzimos o problema a um mo-
vimento unidimensional. Na verdade, como Qs = 6, # 0, 0 movimento no
plano (61,.J;) é apenas uma projecdo do movimento global onde #, também
depende do tempo. Se marcarmos os valores de (6,.J;) cada vez que 6,
passar por 0 (ou 27), teremos um mapa de Poincaré.

Os pontos de equilibrio (6%, J;) de K no plano (f;, J;), que correspondem
a orbitas periddicas do sistema, sao dados por:

0K . 8H0 8H100 8061

- =2 E 2e——cosfF =0
on _or oy on e

(8.52)
oK

Er —2ea (J7)sin 0} = 0.
O valor de J, é constante e calculado sobre o toro ressonante.

Temos entdo dois pontos de equilibrio em 67 = 0 e 6} = 7, como no pro-
blema do péndulo. Uma ultima simplificacao nos permite olhar o movimento
apenas nas vizinhancas dos pontos de equilibrio. Para isso expandimos K
em torno de J; até segunda ordem em AJ; = J; — J;. A expansio de Hy
tem o termo de ordem zero, que ¢ constante e pode ser esquecido, e os termos
de primeira e segunda ordem. Para Hiy e «; apenas calculamos sua ordem
zero, pois eles tém um e multiplicando. Acontece que o termo de ordem um

de Hy da zero:
OHy,  OHy0J, = 0Hy0J;

oJr  0J,0Jr  0Jy 0J;

(8.53)
= w1s + wy(—71) = 0.

Assim obtemos uma Hamiltoniana efetiva dada simplesmente por

a B
AK = E(Ajl)Q — Fcosf,. (8.54)
onde G = 0?°Hy/dJ? e F = —2¢cq;. Essa é a Hamiltoniana de um péndulo.

A ilha de estabilidade correspondente ao movimento oscilatério do péndulo
é criada pela ressonancia, de onde originou o cosseno. A energia efetiva da
separatriz ¢ AK = F, pois corresponde & energia do ponto instavel §; = 7 e
AJ; = 0. A largura da ilha, i.e., o valor de AJ; sobre a separatriz em 6; = 0
6 AJ, = \JAF/G =~ \/eH,, .. A largura da ressonancia diminui entdo
com a raiz quadrada do parametro perturbativo e também com a ordem da
ressonancia, que deve cair exponencialmente rapido.
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Figura 8.4: Mapa standard para (a) k=0.01; (b) k=0.2; (c) k=0.5 e (d)
k=1.0. Foram geradas 1600 trajetorias com condigoOes iniciais regularmente
espacadas no plano e cada uma foi propagada por 3000 passos.
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Finalmente voltamos as varidveis (6,.J). Como vimos, os pontos de
equilibrio no plano (f;,.J;) correspondem a o6rbitas periédicas no espaco
completo (61,0, J1,J5). As equacdes mostram que 6y = 60y mas
01 = 0,/r +rfy/s. Assim, o intervalo onde ; varia entre —7 e 7 ( onde
vemos um péndulo), correspondente a uma variagao entre —m/r e w/r ape-
nas para ;. Temos que repetir r vezes o desenho do péndulo para completar
a figura na variavel 6. Entao, observamos uma cadeia com r ilhas, onde r é
a ordem da ressonancia.

Um exemplo que ilustra o efeito da perturbagao em toros ressonantes é
dado pelo Mapa Padrao

-[n-i-l = ]n + K sin an ¢n+1 == an + ]n+1. (855)

Como esse mapa preserva areas, ele pode ser pensado como a secao de Poin-
caré de um sistema Hamiltoniano perturbado. O parametro perturbativo é
K. Para K = 0 a acao [/ permanece constante, enquanto o angulo ¢ salta
sempre de um valor constante que depende de . Para I = 0 todos os pontos
¢ sao pontos fixos do mapa. A linha I = 7/3 &~ 1 corresponde a um toro
ressonante, pois os pontos sao érbitas periddicas de periodo 3. O mesmo
ocorre em I = 7/2 ~ 1.57 onde estao érbitas de perfodo 2 e, em geral em
I = rm/s, onde ficam 6rbitas de perfodo s.

Na figura mostramos varias trajetorias do mapa para quatro valores
do parametro K. Cada trajetoria, correspondendo a uma condigao inicial
diferente, é representada com uma cor diferente. Préoximo de I = 0 abre-se
imediatamente uma ilha grande. Isso ocorre porque, para I ~ 0 qualquer
valor de K é significativo. Olhando o grafico para K = 1 podemos distinguir
claramente duas cadeias de ilhas perto de I = 3 e [ = —3 e trés cadeias perto
de I = 1.5 eI = —1.5. Outras cadeias com mais ilhas podem ser observadas,
porém com menor amplitude.

8.2.4 Estruturas fractais

A teoria de perturbacao que desenvolvemos preve que o movimento nas vizi-
nhancas de um toro racional é modificado de forma qualitativa. O conjunto
de érbitas periddicas que cobria o toro é substituido por uma cadeia de ilhas
que possui geralmente apenas duas orbitas periddicas: uma estavel no centro
da ilha e outra instavel nos seus extremos. Proximo do ponto estavel pode-
mos expandir o cosseno como fizemos no exemplo do péndulo. Reescrevemos
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Figura 8.5: Ampliacao de uma regiao do Mapa standard para k=1.0

entao a equagao (8.54) como

G

AK = —
2

(AJ))? — F+ F0%/2 — FO} /24 4+ O(€%,0°). (8.56)

Desprezando o termo constante —F' e definindo variaveis de angulo e acao 1
e L por

Ajl =\ 2L191/G COS¢1 él =\ 2L191/F Sil’lwl (857)

onde ; = vV FG, obtemos

212

AK =L, — 9611?1 sin ¢ + O(€?,6°). (8.58)

Aplicando a teoria de perturbacao nas variaveis Ly e 11 e lembrando que
(sin® ¢;) = 3/8 podemos escrever
0L
16F

AK =L, — +0(€%) = AKy + €Ky (L, ) = (8.59)
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onde os termos em €2 representam todas as correcoes dessa ordem que foram
desprezadas nos calculos anteriores. Estamos também chamando Ly = AJ,
e 1)y = 0, para uniformizar a notacao.

Estamos agora olhando as trajetorias préximas ao centro de uma das
ilhas. O movimento nessa regiao é, grosso modo, regular, constituido de cur-
vas aproximadamente elipticas que circundam o ponto fixo central. Podemos
chamar essas estruturas de toros secundarios, pois aparecem devido a per-
turbagao. No entanto, as freqiiéncias nao perturbadas nessa regiao do espaco
de fases sao dadas por

_OAK, _,  GL
~ oL, '8

w1

(8.60)
_OAKy _ O 130G

0L, 9Ly, 16 9L,

e novamente podem haver ressonancias, i.e., valores de L; e Lo para os quais
wy /we é um nimero racional. Nessas regides a dependéncia angular de K,
nao pode ser totalmente eliminada por teoria de perturbacao e pequenas
ilhas aparecerao onde haveria um toro secundario racional. Dentro dessas
pequenas ilhas o processo se repete em ordem mais alta de e: pequenos toros
terciarios circundam o ponto central da ilha, etc.

O resultado é uma estrutura fractal de ilhas dentro de ilhas. A largura
dessas ilhas diminui nao apenas com €, mas também com a ordem da res-
sonancia e ficam exponencialmente pequenas conforme adentramos a estru-
tura fractal. A figura mostra um ampliacdo do mapa standard onde a
estrutura secundaria de ilhas é visivel.

Outra caracteristica importante desses sistemas perturbados é a per-
sisténcia de alguns toros para perturbagoes pequenas (veja por exemplo a
figura para K pequeno). Isso indica que a série perturbativa deve conver-
gir para alguns toros irracionais. Vemos também a existéncia de movimento
aparentemente aleatorio para perturbagoes maiores, trataremos esses assun-
tos no préximo capitulo.

%)

8.3 Exercicios

1. Um sistema Hamiltoniano de um grau de liberdade é dado por

2 2.2

b wyq b 4
H=— = .
2—1— 5 +e<aq+2q)
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Suponha que ¢(0) = go e p(0) = po.
(a) Resolva o problema exatamente.
(b) Resolva o problema por teoria de perturbagao supondo € pequeno.

(c) Expanda o resultado exato em primeira ordem em € e compare com
o resultado perturbativo.

. A energia do péndulo simples é dada, em primeira ordem de teoria

de perturbacgao, por E = wJ — 3J%/48mli* + O(J3). Mostre que essa
equagao pode ser invertida de forma que J = (E/w)(1+3E/(48mgl))+
O(E?).

Obtenha a fungao geratriz (8.24) usando a integral ({8.16]).
Considere o sistema descrito pela Hamiltoniana
H= —04]12 + G115 cos 6.

O sistema ¢é integravel? Analise qualitativamente o movimento. Mostre
que existe uma 6rbita periddicas com #; = 0. Encontre os valores de Iy
e I, em funcao da energia e o periodo da dérbita.



Capitulo 9

O Teorema KAM

As duas questoes de convergéncia da série perturbativa levantadas no final
da secao 8.2.2 do capitulo anterior foram tratadas pelo matematico russo
Andrey Kolmogorov (1903-1987) em 1954 e, mais tarde, extendidas e tor-
nadas rigorosas pelo seu aluno ucraniano Vladimir Arnold (1937-) em 1963
(para sistemas Hamiltonianos) e pelo alemao Jirgen Moser (1928-1999) em
1962 (para mapas). O resultado é conhecido hoje como Teorema KAM. A
demonstracao desse teorema pode ser encontrada, por exemplo, no livro Er-
godic Problems of Classical Mechanics de Arnold e Avez [I§], no apéndice
34, e é bastante complexa e sofisticada. Em vez de tentar esbocar uma prova
simplificada, o que provavelmente nao é possivel, vamos ilustrar os proble-
mas de convergéncia das séries e através do estudo de dois
problemas muito simples ligados a questao de encontrar os zeros de funcoes
a uma variavel real. Além disso, como vimos no capitulo anterior, o efeito
da perturbacao depende fortemente da razao entres as freqiiéncias do mo-
vimento nao perturbado. Veremos portanto algumas propriedades basicas
dos nuimeros irracionais e de suas aproximacoes por racionais. Depois dessas
discussoes preliminares vamos enunciar o teorema KAM e discutir algumas
aplicacoes simples em astronomia. Essa discussao seguirda de perto a apre-
sentagao de M. Berry em [2§].

9.1 O método superconvergente de Newton

A idéia central da demonstracao de Kolmogorov é baseada em uma técnica
superconvergente de teoria de perturbacao. Curiosamente, esse mesmo tipo
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de convergéncia rapida ocorre no método de Newton para encontrar zero de
funcoes, e o usaremos para ilustrar a idéia.

Suponha que queremos encontrar a posigdo = onde a fungao suave f(x)
se anula, f(Z) = 0. Suponha ainda que conhegamos a posi¢ao aproximada
do zero, xy, € que a distancia entre T e xy seja pequena. Escrevemos

F(@) = Fla+ (@ = 20) = 32—/ ao) (@ — o) =0

onde f(™ = d"f/dx". Re-arranjando os termos podemos reescrever essa
expressao como
~ 1 f@ , 1 f& 5 O B

Podemos agora inverter essa série e escrever (T — xg) em funcao de € (veja,
por exemplo, Handbook of Mathematical Functions, M. Abramowitz e I.A.
Stegun):

(2) (2) 3)
T =g+ e+ € {_Qf}(l)} + e {2 (2‘};(1)) — g}m} +.... (9.1)

Assim, conhecendo a funcao e ponto xy, podemos calcular Z com precisao
arbitraria por meio desta série no parametro €. Obviamente a convergéncia
da série vai depender da funcao e de €. Esse tipo de procedimento é analogo
ao apresentado na equacao (38.28).

Existe, no entanto, um método muito mais eficiente que a equagao
para encontrar zero de fungoes, que é o método de Newton. O método
consiste do seguinte: dado zy, obtemos primeiramente uma aproximacao
melhor, x1, a partir de

0= f(z) = f(zo+ (Z — x0)) = f(wo) + [V (w0) (w1 — 20),

0 que resulta em

1 —x0 = —f(x0)/f (x0) = € = €.

Como z; deve ser uma aproximacao melhor para = que x(, repetimos
o procedimento anterior comecando agora em x; e obtendo x5 e assim por

diante:
€2 =x9—x1 = —f(x1)/f'(21)

€n = xn._ Tp—1 = _f(xn—l)/f/(xn—l)-
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A distancia entre as sucessivas aproximacoes nao é constante. Para ter
uma idéia da taxa de convergeéncia da série temos que estimar €, em termos
de ¢,. Para fazer isso escrevemos

f(n) N f(xn 1+ €n)

T T @) (@)

A expansao do numerador resulta

f(xnfl + en) = f(xnfl) + f’(l‘n,1)€n + %f”(.ﬂ?n,l)ﬁi +...

= %f”(l‘n_1>€% + .« ..

onde usamos a definicao de ¢, para cancelar os dois primeiros termos. Pode-
mos expandir o denominador em ordem zero apenas e obter

¢ :_lwg
n+1 2f/(xnfl> n:

Dessa forma, conquanto que o zero de f(x) nao seja uma tangéncia (onde
f'(z) = 0) a seqiiencia de distancias é: ¢, = ¢, ¢ = O(e?), e = O(e?),
e, = O(e®), etc. A convergéncia é, portanto, muito mais rdpida do que a
série usual dada pela equacao (9.1)).

Esse é um dos procedimentos utilizados por Kolmogorov para demonstrar
o teorema KAM. Mostra-se em primeiro lugar a convergéncia da série de
Fourier para S, equacao , para certos toros nao-perturbados iniciais,
i.e., para certos valores das varidveis de acao I. Com isso consegue-se um
novo conjunto de varigveis J( e ), diferindo das originais em ordem ¢, de
tal forma que, em primeira ordem na perturbacdo, os J® sdo constantes.
Em seguida, reescreve-se a Hamiltoniana em termos dessas novas variaveis
de forma que a dependéncia em V) é da ordem €. Busca-se entdo um novo
conjunto de coordenadas J® e 6 diferindo de J®™ e 81 em ordem €2 e
mostra-se a convergéncia da série S associada, e assim por diante. A cada
passo a dependéncia das variaveis de angulo no parametro € é o quadrado da
dependeéncia anterior.

No entanto, para que tudo isso funcione, temos que mostrar quando as
séries para S7 convergem. Novamente ilustraremos o procedimento de forma
bastante simples.
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pd

Figura 9.1: Funcdo f(z) e a perturbacao singular g(z) = ¢/(z — y). O
parametro 6 = y — xy mede a distancia do zero nao perturbado da singulari-

dade.

9.2 Perturbacoes singulares

Vamos voltar ao problema do célculo dos zeros de uma funcgao suave. Vamos
supor que podemos escrever a fungdo como F(z) = f(z)+e€g(x) de tal forma
que sabemos onde estdo os zeros de f(x). Para simplificar as coisas vamos
supor que f(z) =z —xo. Se g(z) for também uma fun¢ao bem comportada o
calculo dos zeros de f nao apresentard surpresas. Suponha, no entanto, que
g(x) tenha uma singularidade em x = y, préximo de xy. Como um exemplo

concreto considere
€

rT—y
com y > xy, conforme ilustrado na figura 9.1}
Como F'(x) é muito simples, podemos calcular a posigao de seus zeros ex-

plicitamente. Impondo F'(z) = 0 encontramos a seguinte equagao do segundo
grau:

F(z) = (x —x0) +

2? — x(wo +y) + (yzo + €) = 0.

A condigao para existéncia de solugoes reais é que
A= (zg—y)* —4e > 0.

A figura mostra o comportamento de F(z) para A <0, A=0e A > 0.
Entao, fixando a distancia 6 = y—xq, entre o zero nao perturbado e a posicao
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A

Figura 9.2: Fungdo F(z) para diferentes valores de A (veja o texto). A
funcao perturbada sé tera zeros se o valor da perturbagao for suficientemente
pequeno comparado a distancia entre o zero original e a singularidade.

da singularidade, o zero da funcao perturbada sé existira se

€ < 8%/4.

Ou ainda: mantendo e fixo, F'(z) s6 terd um zero préximo a xg se este estiver
suficientemente longe da singularidade y.

A analogia com a teoria de perturbagao desenvolvida no capitulo 8 é
a seguinte: para um valor fixo da perturbacao, os toros da Hamiltoniana
perturbada sé existirao se a razao entre suas freqiiéncias nao perturbadas
estiver suficientemente longe de um nimero racional.

Na préxima segao discutiremos medidas de distancia entre nimeros ra-
cionais e irracionais, necessarias para entender a convergéncia da teoria de
perturbacao desenvolvida no capitulo 8. Antes, porém, é interessante fazer
duas observacoes sobre este exemplo simples. Em primeiro lugar, notamos
que a escolha de f(z) como uma fungao linear nao é restritiva, pois se xy é
préximo de y, sempre podemos linearizar f(x) nessa regiao. A fungao singu-
lar g(z) pode, é claro, ser de ordem mais alta, como (z — y)™2, mas o polo
de primeira ordem é o mais simples e basta para tirarmos as informacoes
qualitativas sobre o problema.

Finalmente, é interessante notar que, caso hajam zeros de F(x), eles
aparecem genericamente aos pares (exceto para € = 6%/4). Veremos que um
reflexo disso também acaba aparecendo no teorema correlato de Poincaré-
Birkhoff, que trataremos mais adiante.
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9.3 Fracoes continuas

As equagoes e do capitulo 8 e a discussao da se¢ao anterior, mos-
tram que a quantidade chave que vai determinar a convergéncia ou nao da
série perturbativa (8.34]) ¢ a ‘distancia’ entre o toro nao-ressonante, também
chamado de toro irracional, para o qual a série foi desenvolvida, e os toros
ressonantes vizinhos, chamados de racionais. Em outras palavras, temos que
determinar se a razao entre as freqiiéncias nao perturbadas o = wy /ws esta
suficientemente longe dos niimeros racionais. Embora a idéia de distancia en-
tre racionais e irracionais possa parecer estranha, pois um conjunto é denso
no outro, ela pode ser formulada de maneira precisa com a ajuda das cha-
madas fragdes continuas [29], 30].

Todo numero irracional ¢ pode ser aproximado tao bem quanto se queira
por um numero racional. Dado

g = do.dldgdg ce
onde os digitos dj sao inteiros entre 0 e 9, podemos produzir a seguinte
seqiiencia de aproximagoes racionais:

dody  dodidy  dodydads
10’ 100 ’ 1000 7

Nessa seqiiencia, o erro cometido, i.e., a distancia entre o niimero irracional
e sua aproximagao racional, é dado por

d07

., etc.

< % 9.2)

o — —

’ r
S

Para o nimero 7 = 3.14159265. .. e r/s = 3141/1000, o erro ¢ menor do que
1/1000, pois estd na quarta casa decimal.

Existe, no entanto, uma outra maneira de gerar aproximagoes racionais
para nimeros irracionais que é bem mais eficiente. Nesse método, conhecido
como fragoes continuas, o nimero o € escrito na forma

1
o =ag+ i
al + —1
as +

as + ...

onde os coeficientes aj sao inteiros maiores ou iguais a um se k > 1 e ag =
[0] é a parte inteira de o (que pode ser positiva, negativa ou nula), que
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k=0
a=[ol
c=(c—-a)"
k=k+1

Figura 9.3: Algoritmo para construcao de fragoes continuas.

denotaremos pelos colchetes [ |. Essa expansao é tnica e pode ser obtida
através do algoritmo indicado na figura [9.3]

Exemplo 9.3.1 O numero 7:

1
7+ I
1
+292+....
Exemplo 9.3.2 O ntimero e:
1
e=2+ 1
1+ 1
2+ I
1
+4—1—....

E possivel encontrar uma relacao de recorréncia entre a aproximacao ra-
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'
I

°®
*
2 3

hd
*
4 5

*
6

Figura 9.4: Comportamento dos aproximantes racionais para o nimero o.

cional de ordem n

JnE;:a0+ i (9.3)
t—71
G2t =

R
an

e a aproximacao de ordem n — 1. De fato, podemos mostrar por inducao que

Tn = GpTn—1+ Th_2
(9.4)

Sp = ApSp—1 1 Sp—2

onde rg = ag, So =1, r_1 =1e s_; =0. Note que, paran > 1, s,, > S,_1.

Exercicio: Demonstre essa relacao.

Solucgao: ¢ facil ver que vale para o e 1. Supomos entao que ela seja
valida para o, e mostramos que vale também para o,,;. Usamos agora o
fato que a expansao de 0,1 como uma séria do tipo fica idéntica a série
de o, se fizermos a, + 1/a,1 = a,. Assim, escrevendo 0,1 = 7, /5, temos
que

Tn = QpTp—1 1+ Th—2

Sp = QpSp—1 1+ Sp—2-

Substituindo @, = (a,an41 + 1)/an41 € re-arranjando os termos obtemos

'n = an1+1 [an—i-lrn + rn—l]

§n = m[a'ﬂ-f—lsn —+ Sn—l]‘
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Dividindo 7, por 5, o inteiro a,; se cancela e os termos entre colchetes ficam
iguais a 7,41 € S,41 respectivamente.

Multiplicando a primeira das equagoes (9.4)) por s,_1, a segunda por r,_;
e subtraindo uma da outra obtemos

T"nSn—1 — Tn-15n ::‘—[Tn,1$n42 _'rn725nfly

Usando essa relacao recursivamente chegamos a

TrSn_1 — Tn15n = (—=1)"[ros_1 — r_18¢] = (=1)"**

e dividindo os dois lados por s,s,_1 obtemos a relacao importante

C_l)n+1
Op — Op_1] = —2—. (9.5)
SpSn—1
Essa equagao mostra que os aproximantes racionais de r,/s, sao alternada-
mente maiores e menores do que o, como ilustra a figura[9.4l Além disso, essa
relagdo mostra que ou 0, < 0 < 7,41 (por exemplo, para n = 2 na figura) ou
Ont1 < 0 < 0, (como para n = 3 na figura). No primeiro caso vale a relagdo
0<o—o0, <0op1 — 0, Nosegundo caso vale 0,1 — 0, < 0 — 0, <0, de
forma que sempre é verdadeira a desigualdade
0 = O] < [Onss — O = —— <~ (9.6)
SpSpn+1 S2
Comparando com a (|9.2) vemos que o ganho em precisao ¢ significativo. Essa
relacao vale para todo niimero irracional e pode-se mostrar que nenhum outro
tipo de aproximacao racional gera precisao que seja melhor do que essa para
todo irracional.
Para um dado irracional, a seqiiencia o, converge rapido se a seqiiencia
ai, ag, ... divergir rapido. Dessa forma, o nimero mais irracional de todos é
aquele cuja aproximacao por racionais é a mais lenta possivel, isto é, quanto
todos os a,, forem iguais a 1. Esse ntimero, conhecido como razao aurea, é

dado por
1

C=1+
1+

1+

14—
+1—|—....
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0 X 1

Figura 9.5: A razao durea na visao de Euclides, onde 1/z = z/(1 — x)

Claramente vemos que ( satisfaz a relagdo ( = 1+ 1/(, ou

V5+1

(=3

= 1.6180339.... (9.7)

A equacao (9.4) mostra que, para a razao durea, as relagoes de recorréncia
satisfeitas pelo numerador e denominador de (,, = r,,/s,, sdo de fato idénticas,
estando apenas ‘defasadas’:

Tn =Tp_1+Th_2

Sn = Sp—1 1+ Sp—2
poisr_y =19 = 1 enquanto s_; = 0 e sg = s; = 1. Escrevendo genericamente
F,=F, 1+ F,_9; Fi=F=1
temos a famosa Seqiiencia de Fibonacci, cujos primeiros nimeros sao
1,1,2,3,5,8,13,21,34,....

Claramente ¢, = F,,/F,_1.

A razao durea teve uma grande influéncia nas artes. Aparentemente esse
numero curioso foi descoberto por Euclides em cerca de 300 AC como sendo
o ponto ao longo de um segmento de comprimento unitario tal que a razao
entre seu tamanho e o trecho maior, seja igual a razao entre os trechos maior
e menor, como na figura (9.5 Por algum motivo misterioso, esse tipo de
proporcao geométrica é agradavel aos olhos e foi muito utilizado em pinturas
do periodo renascentista. A figura mostra um retangulo construido com
as proporc¢oes da razao aurea e que ¢ subdividido em um quadrado mais outro
retangulo dourado. Repetindo o processo é possivel gerar uma espiral cujas
proporcgoes sao freqientemente encontradas na natureza. O ponto final da
espiral é conhecido como olho de diabo. Para mais detalhes e curiosidades
veja o artigo de Maria Efigénia de Alencar na revista Fisica na Escola [31]

A equacao nos diz que qualquer nimero irracional pode ser aproxi-
mado por uma racional da forma /s de tal forma que o erro na aproximagao
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Figura 9.6: Espirais associadas ao nimero aureo em um girassol. Os botoes
crescem a partir de duas espirais do centro para fora. Uma delas tem 21
bragos, e a outra 34, que sao numeros de Fibonacci e cuja razao é aproxima-
damente 1.619. (foto: Jon Sullivan, Daisy Detail, 2004, color

¢ menor do que s~2. No entanto, para certas classes especiais de nimeros, a
convergéncia pode ser ainda melhor, como s73, s7* ou mesmo e~*. O livro
Continued Fractions de A.Y. Khinchin, demonstra todos esses resultados de
forma rigorosa. Para ter uma idéia do tipo de ntimero cuja convergéncia é

mais rapida do que s~2, considere as rafzes reais da equacao
f(x) =do+ diw + dox* + ... + d2"

onde os dj. sao inteiros. Essas raizes sao ditas algebrdicas de ordem n e sao
uma generalizagao dos racionais. Esses ultimos sao raizes de fungoes da forma
f(z) = dp+ dyx. Os nimeros nao-algebréicos sao ditos transcendentais. Por
exemplo, v/2 ¢é algebraico, pois é raiz de f(z) = 2° — 2 e 7 é transcendental.
Um teorema de Liouville diz que se o erro |0 —r/s| < ¢/s* com « > 2, ent@o
o é transcendental. Em particular, a razao aurea é um ntimero algebraico de
ordem 2. Note, no entanto, que o teorema de Liouville nao prova que todo
transcendental é necessariamente ‘bem aproximado’ por um racional.

9.4 O teorema KAM

Considere um sistema integravel com dois graus de liberdade descrito pela
Hamiltoniana Hy(I;, I5). Vamos supor que Hj seja nao degenerado, isto é,
que

0% H,
oI,01,,

det %

al,, 70

=det‘
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Nesse caso as frequéncias do movimento em cada toro dependem efetivamente
do toro e temos um mapa entre toros (I, I3) e frequéncias angulares (w1, ws).
Os toros racionais e irracionais estao ‘um ao lado do outro’ como os niimeros
racionais e irracionais. Note que a condicao de nao-degenerescéncia exclui
osciladores harmonicos, onde as frequéncias sao independentes das variaveis
de acao.

Vamos considerar inicialmente uma perturbacio da forma eH; (Iy, I), in-
dependente das varidaveis angulares ¢; e ¢o. Cada superficie de energia de
H,y é composta por uma familia de toros, e cada toro é caracterizado pela
razao oy = wip/wyg entre as freqiiéncias de rotagao nas diregoes dos angulos
$1 e ¢y respectivamente. O sistema perturbado, H = Hy + e¢H,, também
¢ integravel e, portanto, suas superficies de energia também sao compostas
por toros. Se a Hamiltoniana Hy nao for degenerada, isto é, se oo mudar
suavemente conforme mudamos de toro, entdo podemos caracterizar (pelo
menos localmente) cada toro pelo seu valor de gy. Note que isso nao ocorre
no caso do oscilador harmonico bidimensional, onde o é igual para todos os
toros.

Se tanto Hy quanto H, forem funcoes suaves, entao podemos acompanhar,
como funcao de €, a superficie bidimensional correspondente a um toro com
razao o fixa. Esperamos que essa superficie deforme-se suavemente conforme
¢ é variado. Por exemplo, podemos considerar o toro de Hy cuja razao de
freqiiéncias é oy = v/2 e, para cada valor de ¢, buscar o toro de H com o
mesmo o = /2. Se esse toro existir para um intervalo finito de variacao
de €, dizemos que o toro com oy = /2 foi preservado pela perturbacio, ou
sobreviveu a perturbacao, pois existia em Hj e continua existindo em H.
Neste caso particular onde tanto Hy quanto H sao integraveis, todos os toros
sobrevivem a perturbacao.

Considere agora uma perturbacdo genérica eHy (I, I, ¢1, ¢2) como fize-
mos no capitulo 8. O sistema perturbado H = Hy+eH; nao é mais integravel
e nao ¢ mais possivel saber a priori quais toros sobrevivem a perturbacao
(se é que algum toro sobrevive) e quais sao destruidos. O teorema KAM
diz respeito a essa questao e prova que a série perturbativa, desenvolvida
com a técnica superconvergente a la Newton, converge para toros irracionais
cuja razao de freqiiéncias seja ‘suficientemente irracional” para que a seguinte
relacao seja satisfeita:

w 1| K(e)
wy S 525

(9.8)
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Figura 9.7: Toros racionais e vizinhancas de tamanho K(¢)/s*®. Quanto
maior s menor o tamanho da vizinhanca removida.

para todos r e s inteiros e onde K(€) é independente de r e s e vai a zero
quando € vai a zero.

Toros com razao de frequéncias transcendentais que admitem rapida con-
vergéncia por racionais, por exemplo, serao os primeiros a serem destruidos.
Toros com razao de frequéncias algebraicas, por outro lado, vao satisfazer
essa relagao, e sobreviverao a perturbacao se ela for suficientemente pequena.
Vamos assumir que todos os toros que nao satisfazem essa relagao sao des-
truidos. Isso inclui todos os toros racionais com oy = r/s e uma pequena

vizinhanca deles, onde
wi_ Tl _ K(e)

(9.9)

wy s 525

Vamos entao estimar qual a fracao dos toros que sobrevivem a perturbagcao.
Ora, como os numeros racionais sao densos nos reais e temos que retirar
os racionais juntamente com uma pequena vizinhanga deles, podemos achar
que nao vai sobrar nada, i.e., que todos os toros serao destruidos. Isso, no
entanto, nao é verdade.

Suponha que os toros em uma determinada camada de energia tenham
oo variando entre 0 e 1. Localizamos entao todos os niimeros racionais nesse
intervalo e retiramos nao apenas esses nimeros, mas também uma vizinhanca
de tamanho K (¢)/s*% em torno de cada um. Obviamente um ponto dentro
dessa vizinhanca satisfaz e deve ser removido. Tudo o que sobrar satisfaz
e corresponde a fracao de toros que sobreviveram. A figura ilustra
o procedimento.

Para cada denominador s fixo temos, em geral, s — 1 racionais. Para
s = 7, por exemplo, temos 1/7, 2/7, 3/7, 4/7, 5/7 ¢ 6/7. O intervalo total
removido da reta, R, é entao

Ry Moy <3 A

s=1

— K(¢)
s = Z 15~ 2.6K (e).
s=1

Como K (€) vai a zero quando € vai a zero, para pequenas perturbagoes quase
todos os toros irracionais sobrevivem!
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O resultado final é que, no sistema perturbado, apesar de nao haver
duas constantes de movimento, a maioria das orbitas continuam sobre to-
ros. Aquelas que nao estao sobre toros formam um conjunto pequeno mas
finito, distribuido no espaco de fases entre os toros que ficaram.

O fator K/s%*° nas equagoes e de fato é da forma K/s* onde
@ > 2 depende de Hy. Quanto maior o valor de p menores as vizinhancgas
removidas préximas aos toros racionais e mais resistente a Hamiltoniana a
perturbagoes. Por outro lado, se p é muito pequeno, qualquer perturbacao
leva a destruicao de uma fracao consideravel dos toros.

O teorema KAM nao diz nada sobre o que acontece na regiao do espago de
fases onde nao ha mais toros. Voltaremos a esse ponto no proximo capitulo.

9.5 Aplicacoes em astronomia

9.5.1 O problema de trés corpos em um plano

Vamos considerar aqui uma versao bastante restrita do problema gravitaci-
onal de trés corpos que, apesar de simplificada, é 1til para certos problemas
de astronomia. Para fixar idéias podemos pensar que os trés corpos sao o
Sol, Jupiter e um pequeno asteréide. As massas desse trés corpos, que de-
nominaremos genericamente de A, B e C, sao, respectivamente, M, m e pu,
com M >>m >> pu.

Como p é muito pequena, podemos assumir que o movimento do sistema
A-B nao é afetado por C e suas érbitas sao conhecidas. Para tornar tudo
mais simples vamos supor que A fica parado na origem (pois M >> m) e
que B estd em orbita circular de raio rp e freqiiéncia angular €2. Queremos
estudar o movimento de C sob a influéncia de A e B assumindo que tudo
acontece no plano orbital do sistema A-B, conforme ilustrado na figura 9.8

A Lagrangeana para o corpo C no referencial z-y de A é dada por

1. GMpu Gmu
2 r |r —rp(t)]

onde rp(t) ¢ uma fungao conhecida do tempo. Para eliminar a dependéncia

explicita do tempo mudamos para um referencial nao inercial -3 cuja ori-

gem é¢ A mas que gira com velocidade € junto com B. Escolhemos o eixo z’
. ~ r A1

na direcao de B, de forma que rly = rp2’.
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Figura 9.8: Sistema plano de trés corpos com M fixo no centro, m em orbita
circular e p orbitando sob a influéncia dos dois corpos. O sistema de coor-
denadas z-y é inercial, fixo em relagdao ao corpo central, e o z’-y gira junto
com m.

A transformacao para o novo sistema de coordenadas pode ser feita facil-
mente e é deixada como exercicio para o leitor. O resultado é
1 GMpu Gmpu

L==plF+ (2 2
h[E+ (@3 )" + — E—

onde 2 = Q2 e abolimos as linhas para simplificar a notacdo. Em coor-
denadas polares * = rcosf, y = rsinf podemos mostrar que £ x r =
Qr(—sin 0z + cos 0y), de forma que

Mp Gmpu

1 : : G
L=—-pu [7"2 + 1r20% + 20020 + 927’2] +

2 r —rp|

Observe que o denominador do ultimo termo da Lagrangeana pode ser escrito
como /1% + 1% — 2rrg cos 6.

Os momentos candonicos sao p, = ur e pg = /M’Q(é + ) e a Hamiltoniana
fica

2 2
H:[p_wp_e Q_GMN]+€ GM
\/r2 +1r% —2rrgcosf (9.10)

21 2ur?

= H0+€H1
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onde € = m/M é o parametro perturbativo. A Hamiltoniana H, descreve a
interacao de C' com A e é certamente integravel. As constantes de movimento
sao a energia e py. A interagao entre C' e B, Hy, quebra a integrabilidade
pois depende de 6.

Note que H nao corresponde a energia do sistema, pois fizemos uma trans-
formacao de coordenadas dependente do tempo. Para m = 0, por exemplo,
a energia de p é dada por E = p?/2u + p2/2ur* + GMu/r, sem o termo py€)
que aparece em H.

Para aplicar o teorema KAM a esse problema precisamos primeiramente
escrever Hy em termos de suas variaveis de agao e angulo. E facil ver que

1 2m
Iy = — Podf = py.
2m

A variavel de acao I, é dada por

Mp\ I
:_prdr —7{\/% B+ ar,+ S8 “) 9 dr.

O calculo é feito pelo método de residuos no apéndice [D] e o resultado é
GM i

I, =—Ip+

Resolvendo para F obtemos

G2 M2
Hy(I,, Iy) = ————= — Q. 9.11
U( 9) 2(Ir + 19)2 0 ( )
As freqiiéncias do movimento nao-perturbado sao
woy = —§+we
(9.12)
Wor = We
onde A2
L
We = ——= 9.13

é a freqiiéncia de Kepler de C' em torno de A no sistema inercial. A razao

entre as freqiiéncias é

Q
nl (9.14)
Wor we
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9.5.2 Falhas no cinturao de asterdides

O cinturao de asterdides que existe entre as érbitas de Marte e Jupiter, a
aproximadamente 3 UA (uma Unidade Astronémica é igual a distancia entre
a Terra e o Sol) é composta por corpos de tamanhos variados. A grande
maioria tem menos de 10Km de extensao e apenas 26 tem mais de 200Km
de diametro. Estima-se que a massa total dos asterdides seja menor do que
a da Lua. O maior de todos os asterdides conhecidos é Ceres, com 974Km
de diametro e 1.76 x 10%°Kg.

A orbitas dos asterdides é determinada em grande parte pelo Sol, en-
quanto Jupiter faz o papel de corpo perturbador. As massas envolvidas sao:

Massa do Sol M = 1.99 x 10°° Kg
Massa de Jupiter m = 1.90 x 10*” Kg
Massa tipica de um asteréide p = 1017 Kg

onde estimamos p como sendo um milésimo da massa de Ceres. O valor do
parametro perturbativo € = m/M é da ordem de 1073,

O astronomo Daniel Kirkwood foi o primeiro a observar, em 1857, que a
distribuicao dos asterdides no cinturao apresentava falhas. Um histograma
moderno é apresentado na figura Kirkwood corretamente explicou que,
nessas posigoes, o periodo das orbitas dos asterdides estaria em ressonancia
com Jupiter (a razao entre as freqiiéncias é indicada na figura). Como vimos,
essas Orbitas nao estao restritas a se mover sobre toros de baixa dimensiona-
lidade, e podem ser arrastadas para outras regides até serem eventualmente
atraldas para o Sol, Jupiter ou mesmo para fora do sistema solar. Veremos
no proximo capitulo que parte das orbitas na regiao dos toros destruidos sao
cadticas.

Note que quanto mais simples é a razao das frequiéncias, maior é a falha.
Isso é consistente com o teorema KAM, que prevé intervalos da ordem de
1/s%*5. Quanto maior s, menor o intervalo de toros destruidos.

9.5.3 Falhas nos anéis de Saturno

Existem véarias teorias sobre a origem dos anéis de Saturno. Uma delas,
proposta por Edouard Roche no século 19, diz que eles se formaram devido
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Figura 9.9: Histograma do nimero de asterdides em fungao da distancia ao
Sol em UA (Alan Chamberlin, 2007, JPL/Caltech).

a desintegracao, devido aos efeitos de maré, de uma lua que orbitava nessa
regiao. Uma variante dessa teoria diz que a lua foi atingida por um grande
cometa e se despedacou. Uma terceira hipotese é a de que as particulas
dos anéis sao restos da nuvem de poeira original que formou Saturno. Essa
ultima hipdétese parece nao muito aceita, pois ha indicagoes que os anéis
sejam recentes.

A teoria de Roche é interessante do ponto de vista mecanico e vamos
apresenta-la aqui rapidamente. A figura [9.10] mostra um planeta de massa
M e um satélite de massa 2m que dividimos ficticiamente em duas metades
de raio a. As duas metades sentem forcas gravitacionais diferentes, pois uma
delas esta ligeiramente mais afastada do planeta que a outra. Esse gradiente
de atracao provoca uma tensao repulsiva entre elas, chamada de efeito de
maré. Por outro lado, as duas metades estao também conectadas pela atracao
gravitacional mutua. A desintegracao acontece quando a repulsao da maré
vence a atragao entre as duas metades.

A forca atrativa entre as duas metades é

Gm?

Fpy =2
t 4a?
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t 2a
2at(m

Figura 9.10: Forcas de maré e atracao gravitacional mutua sobre uma lua.

A forca de maré, por outro lado, pode ser estimada como:

- GMm B GMm

(R+7r+a)> (R+r7r+3a)?

1 " 2a —2
R+r+a
4G Mma N 4G Mma
(R+r+a)? - r3

GMm
(R+7+a)?

~
~

Podemos comparar as forcas assumindo que os corpos tenham todos a
mesma densidade, de forma que M = 47pR3/3 e m = 4mpa®/3. Para que
F,; seja maior que [, chegamos a condicao

r+ R < (16)Y°R ~ 2.52R ~ 152.300 K'm

para a distancia do satélite em relagao ao centro do sistema. Essa estimativa
simples, conhecida como Limite de Roche, parece bastante precisa. De fato,
nao ha nenhum satélite de Saturno aquém desse limite. O satélite mais
proximo, Janus, estd a 156.800 Km, embora outros satélites menores tenham
sido identificados um pouco mais préximos ainda.
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JENUE
Epimathaus

Cossini
Divislen

Enceladus Tethys

s,
Pandora) —_— g ———————————————+ (la Titan)

Figura 9.11: Anéis de Saturno em comparacdo com o planeta.(imagem:

Nasa/JPL

Os anéis de Saturno também apresentam falhas, ou divisoes, devido a
presenca de corpos perturbadores, que nesse caso sao as luas Mimas, Tethys
e Encelados, novamente verificando a instabilidade dos toros racionais. A
figura mostra um esquema das falhas. Chamando de w a freqiiéncia das
particulas nos anéis, as principais ressonancias sao: W = 3Wmimas entre os
anéis C' e B e w = 2Wmimas; W = 3Wencelados, W = 4Wrethys entre os anéis B e
A, conhecido como divisor de Cassini.

9.6 Exercicios
1. Demonstre a expressao (9.1)).

2. Calcule o zero da funcdo f(x) = cos(x) partindo da aproximagao xy =
1.4. Faca o calculo usando a equacao (9.1)) até ordem €? e com o método
de Newton, também até segunda ordem. Compare as aproximagoes com
o resultado exato.

3. Expanda os nimeros abaixo em fragoes continuas até terceira ordem e
calcule o erro entre a aproximagao racional e o nimero dado.

(a)
(b) V2
(c) e
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4. Calcule os nimeros cujas fracoes continuas sao dadas abaixo:

1
1,':
1
1+ I
2 + T
1+ —
B 1
= 1
1+ T
k+ I
1 -
T

5. Mostre que todo nimero irracional tem uma fragao continua infinita.

6. Considere a sequéncia de Fibonacci F,,.1 = F,,+F,,_1 com F} = Fy = 1.
Resolva essa equagao e calcule F,, explicitamente como fun¢ao de n.
Dica: suponha uma solugao da forma F,, = A\". Mostre que F,,/F, 1
converge para a razao dourada.
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Capitulo 10

Caos Hamiltoniano

O teorema KAM nao diz nada sobre o comportamento das trajetérias nas
regioes proximas aos toros racionais, onde a teoria de perturbacao nao con-
verge. A dinamica nessas regioes é extremamente rica e complexa e serd o
assunto deste capitulo. Vamos inicialmente demonstrar o teorema de Poin-
caré-Birkhoff, que mostra a persisténcia de algumas érbitas periddicas onde
haviam toros racionais. O teorema ainda afirma que metade dessas orbitas
periodicas sao instaveis. Veremos que isso leva ao aparecimento dos chamados
emaranhados homoclinicos que, por sua vez, estao associados a movimentos
cadticos. Esse capitulo estd baseado nas referéncias [28] [19, 24].

10.1 O mapa de torcao

A figura mostra o comportamento tipico de uma familia de toros com
energia F fixa, de um sistema integravel de dois graus de liberdade, intercep-
tando uma secao de Poincaré arbitraria. As curvas geradas pela interceptacao
tem a topologia de circulos, mas podem ser bem complicadas. Orbitas so-
bre os toros aparecerao na secao de Poincaré como uma seqiiencia de pontos
sobre a curva correspondente.

Para facilitar a andlise que faremos a seguir, construiremos uma trans-
formagao canonica simples que leva as variaveis originais ¢, g2, p1, P2 €m no-
vas variaveis (01, ()2, P1, P> de tal forma que os toros interceptem a secao de
Poincaré (2 = 0 em circulos perfeitos.

Em primeiro lugar supomos conhecida a transformacao canonica que leva
de ¢1,qo,p1,p2 as variaveis de angulo e acao 64,6, I, I5, de forma que a

265
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Hamiltoniana do sistema tem a forma Hy = Hy([y, I3). Definimos entao
Q1= V2Isin6, P, = /21 cos 0,
Q2 = 2I5sin 0, Py, = /21, cos 0.

Considere agora a secao de Poincaré () = 0 com P, > 0 e Hy = F.
Trajetorias sobre a secao tem a variavel angulo 6y igual a 0, 27, 4w, etc.
e variaveis de agao Iy, I satisfazendo Hy(Il;,I;) = E. Das equagoes de
Hamilton e da escolha inicial 65(0) = 0 obtemos

I = I 01 = 010 + wit

]2 = ]20 92 = WQt
onde w1 = wl(Il,Ig) = 8H0/8[1, Wy = (J.}g([l,fg) = 8H0/812 [§ HO([107[20) =
E. Em t = 0 a trajetéria estd sobre a secao de Poincaré e retorna a ela em

t = 27wy = t1. Assim temos:
Qu = Qi(t1) = V2I1gsin (019 + 27w /ws)
= Q10 cos (2ma) + Pygsin (27a)
Py = Pi(t)) = V2Igcos (010 + 27wy Jws)
= —Q1psin (2mar) + Py cos (2ma)

onde o = wy/wy, é conhecido como nimero de rotagao. A transformagao
claramente corresponde a uma rotacao pelo angulo 2ra. Em forma matricial

Q11 cos (2ra)  sin (27a) Q1o
= (10.1)
Py —sin (2ra)  cos (2ma) Py
ou, em notacao simplética
m = FPo(a)m. (10.2)

As curvas invariantes de Py sao circulos com centro na origem.
O sub-escrito 0 em Py(«) indica que o mapa é para o Hamiltoniano in-
tegravel Hy e a dependéncia em « enfatiza que o angulo de rotacao depende
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Figura 10.1: Mapa de torgao Ty = P§. Pontos sobre I sdo pontos fixos do
mapa. Pontos sobre circulos externos & I rodam no sentido anti-horério e
pontos sobre circulos internos rodam no sentido horario, gerando uma torcao
no espaco de fases.

do toro inicial sobre a superficie de energia. Como a energia esta fixa, pode-
mos rotular os toros pela varidvel de agao I, pois I = I5(E, I1) (veja a segdo
8.2.1). Vamos supor que da/dl; = o’ # 0 e, por conveniéncia, que o > 0.

Iterando a equagao geramos os pontos sobre a secao de Poincaré
correspondente a condigao inicial 7:

Mk = [Po(@))*no = Po(kar)no. (10.3)

O ntumero de rotacao « varia continuamente com /;. Considere entao um
toro I} = I; tal que @ = a(l;) = r/s com r e s inteiros. Entdo, todo ;g
sobre esse toro corresponde a uma orbita periddica que intercepta a secao
de Poincaré em s pontos distintos. Isso é evidente, pois 2msa = 277 e,
portanto, P(sa) = 1. Fica claro também que os pontos rodam 7 vezes em
torno da origem ao completarem a érbita. Todos os pontos do circulo de raio
Q? 4 P? = 21, sao 6rbitas periédicas do mapa de Poincaré com perfodo s. O
periodo real, no espago de fases, é T = s(2m/wy) = r(27/wy).

A periodicidade s das érbitas do toro I; nos leva naturalmente a definir
o mapa de torgao Ty(a) = Pj(a) = Py(sa). Sob a agao de Ty, todos os
pontos sobre o toro I; sdo pontos fixos. A razao do nome ‘torcao’ ficaré clara,
em breve.
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Considere agora um toro vizinho, com I, = I; + 61, com §I; > 0. Como
escolhemos o > 0 vemos que a(l;) =~ & + &’d1; > @. Apds uma iteragao de
Ty, um ponto inicial 1y sobre esse toro vizinho tera posicao angular

618 = 610 + 271'(0_{ + 04/5[1) = 910 + 27r + 271'0/511

= 010 + 271'0/5]1 > 910.

Assim, vemos que pontos sobre I; > I; nao sdo pontos fixos de Tj, pois, a
cada interceptacao da se¢ao de Poincaré, rodam um pouco mais do que seria
necessario para completar r voltas em s passos. Sob a acao de T, pontos
sobre I; > I; rodam no sentido anti-horério.

Da mesma forma, pontos sobre I; < I; rodam no sentido horario. O
resultado, ilustrado na figura [10.1| é uma torcao no espaco de fases.

10.2 O teorema de Poincaré-Birkhoff

Suponha que o sistema integravel tratado na segao anterior seja perturbado,
de forma que

H(I, ) = Ho(I) + eHy(1, ) (10.4)

onde (I,¢) = (I3, I3, 01, 6,) sdo varidveis de agao e angulo para Hy. Denota-
remos o mapa de Poincaré ()2 = 0 correspondente a H por P,, de forma que
Py representa o mapa nao perturbado que discutimos na segao anterior.

Nao esperamos que os circulos permanecam invariantes por F,. No en-
tanto, se e for suficientemente pequeno, esperamos que pontos ‘acima’ de I;
ainda movam-se no sentido anti-horario pela agao de T. = P?, enquanto pon-
tos ‘abaixo’ de I; movam-se no sentido hordrio, embora I; ndao permaneca
mais constante. Note que a rotacao depende basicamente de o/, que nao é
uma quantidade infinitesimal, enquanto que a variacao de I é proporcional
a €.

Vamos entao observar a dinamica de pontos iniciais com angulo 6, fixo
e valor de acdo préximo a I, como ilustrado na figura . Como abaixo de
I, a rotacdo é para um lado e acima de I; a rotacdo é para outro lado, entdo,
por continuidade, deve existir um ponto préximo de I; onde nao héa rotacio
alguma. Sob a acao de T, esse ponto pode apenas mover-se radialmente.
Encontrando esse ‘ponto que nao roda’ para todo €; geramos uma curva R,
dos pontos que nao rodam. Claramente R, tende ao circulo I; quando e vai
a zero.
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Figura 10.2: Mapa de torcao T, do sistema perturbado. Pontos externos & I
ainda rodam no sentido anti-horério e pontos internos no sentido horario. A
curva R, (linha grossa, em vermelho) contém os pontos que nao rodam sob
a acao de T, podendo apenas ter movimento radial.

Como observamos acima, R, nao é uma curva invariante pelo mapa 7T¢,
pois seus pontos podem mover-se radialmente. Assim, aplicando 7, a cada
ponto desta curva geramos uma nova curva, como ilustrado na figura [10.3
As setas indicam o sentido do movimento, sempre radial, pela acao do mapa.

Conforme mostramos na secao 5.7.2, mapas de Poincaré preservam areas
e, portanto, a drea envolvida por R, é a mesma envolvida por T.(R,). Dessa
forma, se parte dos pontos da curva expandem-se pela aplicagao do mapa de
torcao, outros tem que se contrair, de forma a preservar a area inicial. O
resultado ¢ que:

(i) Re e T.(R.) devem tipicamente cruzar-se um nimero par de vezes.

(ii) Os pontos de intersecgdo sao pontos fizos de T.(R.), pois ndo tem movi-
mento de rotagao nem movimento radial.

(iii) Metade dos pontos fixos sao instdaveis (A e As) e metade estaveis (B
e By). Esses pontos aparecem de forma alternada, Ay, By, Ay, Bs, etc.

Essa tltima propriedade pode ser demonstrada com o auxilio da prépria
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Figura 10.3: (a) Curvas R, (vermelho) e T.(R,) (verde). Os pontos de inter-
seccao sao pontos fixos de T,, sendo metade instaveis — A; e Ay — e metade
estaveis, — By e By. (b) Curvas invariantes nas vizinhangas dos pontos fixos
estaveis e instaveis.

figura[10.3(a): na vizinhanca dos pontos B; e By 0 movimento de pontos sob
a acao de T, causa sua rotacao em torno do ponto fixo, caracterizando um
ponto estdvel. Compare com a figura [7.1(b). Da mesma forma, a dinamica
na vizinhanga dos pontos A; e Ay é caracteristica de pontos fixos instaveis.

A figura (b) apresenta os mesmos pontos fixos novamente, apenas sem
as curvas R, e T.(R.) mas com algumas curvas invariantes nas vizinhangas
dos pontos estaveis e com as variedades estaveis e instdveis (veja a segao 7.3),
nas vizinhancas dos pontos instaveis.

O resultado dessa analise é conhecido como teorema de Poincaré-Birkhoff,
e pode ser resumido da seguinte forma: a acao de uma perturbagao genérica
sobre um sistema integravel causa o desaparecimento de quase todas as (infi-
nitas) 6rbitas periddicas ali existentes. Sobrevivem, no entanto, um nimero
par dessas oOrbitas, sendo metade delas instaveis e metade estaveis.

Note que cada um dos pontos fixos de T, é ponto fixo de periodo s do
mapa de Poincaré P.. Assim, se houver apenas uma orbita periédica estdavel
e uma instavel, aparecerao 2s pontos fixos de T, s para cada érbita. A figura
10.3| é apenas pictorica, compativel com s = 2.

Veja que o teorema KAM preve a sobrevivéncia dos toros irracionais, mas
nao diz nada sobre os racionais. O teorema acima é o primeiro passo para
entender o que acontece nessa regiao.
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10.3 O emaranhado homoclinico

Quando definimos as curvas invariantes Wy e W, no capitulo 7, apresentamos
apenas exemplos simples onde Wy e W, eram de fato a mesma curva: pon-
tos que tentem assintoticamente para o ponto fixo quando propagados para
frente no tempo, também tendem ao ponto fixo quando propagados para tras
no tempo. Esse tipo de comportamento é caracteristico apenas de sistemas
integraveis, como os sistemas 1D que apresentamos com exemplo na secao
7.3. Vale a pena reescrever as definicoes aqui considerando o mapa T.:

A Variedade Estavel W, de um ponto de equilibrio instavel 7 é o conjunto
invariante de pontos n do espago de fases tal que a trajetéria de n tende
assintoticamente a esse ponto:

neW, se lim,,1T"'n=n1.

A Variedade Instavel W, de um ponto de equilibrio instéavel é o conjunto
invariante de pontos 7 do espaco de fases tal que a trajetéria de 1, quando
propagada para tras no tempo, tende assintoticamente a esse ponto. Em
outras palavras, sao os pontos que, no passado, estavam arbitrariamente
préximos do ponto de equilibrio:

neW, se lim,, TI'n=1.

Tipicamente as curvas W, e W, sao distintas, podendo cruzar-se apenas
em pontos isolados ao invés de coincidirem em toda sua extensao. Para
entendermos a dinamica na vizinhanca dos pontos fixos instaveis temos que
estudar o comportamento dessas curvas. A figura [10.4] ilustra os elementos
basicos numa secao de Poincaré proxima ao toro racional com s = 5. Por
simplicidade vamos supor que r = 1. Vemos alguns toros irracionais vizinhos
preservados pela perturbacao e a estrutura de cinco pontos fixos estaveis e
cinco instaveis no lugar do toro racional com w; /wy = 1/5. As setas indicam
a direcao do fluxo pelo mapa T..

Cada um dos cinco pontos instéveis corresponde a mesma orbita periddica,
que fura a secao 5 vezes antes de completar um periodo, o mesmo ocorrendo
para os 5 pontos estaveis. Da mesma forma, as variedades W, (ou W,) de
cada um dos pontos instaveis sao, de fato, a mesma variedade estavel (ou
instével). Se propagamos um pequeno trecho de W geramos uma fita que
dé a volta no espaco de fases e intercepta a segao sobre um trecho um pouco
menor (0s pontos se aproximam todos do ponto fixo) de Wy do préximo ponto
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Y

Figura 10.4: Curvas invariantes nas vizinhangas dos pontos fixos estaveis e
instaveis para o caso s = 5.

estavel da secao.

O cruzamento das variedades W, e W, em pontos isolados da secao de
Poincaré tem conseqiiéncias dramaticas para a dinamica. Para entendermos
como isso acontece, vamos mostrar primeiro que nem W nem W, podem
se auto-interceptar. De fato, suponha que W cruze consigo mesma como
ilustrado na figura [10.5(a). Se x representa o ponto de intersecgio e y e z
representam pontos vizinhos, entao, supondo que a dinamica é continua e
suave: (i) T.x, T,y e T.z devem ser préximos uns dos outros e (ii) o arco de
Wy entre y e z deve ser mapeado em outro arco continuo ligando T,y e T.z.
O leitor pode se convencer facilmente que essas duas condigoes nao podem
ser satisfeitas simultaneamente.

Vamos agora considerar o cruzamento da variedade estavel W, de um
dado ponto fixo com a variedade instavel W, de outro ponto fixo vizinho
correspondente a mesma oérbita periddica, como ilustrado na figura M(b)
Essa figura pode ser simplificada se a re-desenharmos nas varidveis J e 6
introduzidas na secao 8.2.3. Nessas variaveis focalizamos apenas em um r
pontos fixos estdveis que aparecem na secao de Poincaré. Como 6 varia de +7
& —m, os pontos fixos instéveis, que ficam em 6 = £7 representam o mesmo
ponto. O espaco de fases J-6 tem a topologia de um cilindro, periédico em @
e extenso em J. Sobre o cilindro vemos apenas um ponto fixo estdvel e um
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(b)

Figura 10.5: (a) Interseccao de W consigo mesma. (b) Interseccao de Wi
com W, no ponto homoclinico h.

instavel, como ilustrado na figura [10.6]

Como as curvas Wy e W, sao invariantes, pontos sobre elas sao sempre le-
vados de volta a elas pela dinamica. Como o ponto h pertence as duas curvas,
ele deve ser levado em T.h pertencente também a W, e W,. Isso mostra que
a existéncia de um ponto homoclinico leva naturalmente a infinitos outros,
dados pela orbita de h. Além disso, devido a propriedade de preservacao de
areas nas secoes de Poincaré, as regides hachuradas na figura m(a) tem to-
das a mesma area. A érbita de h é chamada de drbita homoclinica do ponto
fixo, pois aproxima-se dele tanto para tempos futuros quanto para tempos
passados.

A érbita de h vista sobre a variedade W, aproxima-se indefinidamente
do ponto fixo. Isso implica que a distancia entre 7""'h T"h vai tendendo
a zero para n grande. Para manter a drea em cada regiao hachurada cons-
tante, os loops hachurados devem ficar cada vez mais longos e retorcidos,
pois nao podem ocorrer auto-intersecgoes. A figura resultante é conhecida
como emaranhado homoclinico. A figura [10.6(b) mostra o emaranhamento
das variedades estével e instével (cores azul e vermelha) para o ponto fixo
instavel do mapa de Meyer (veja a segao 7.3).

Note que o ponto A ‘pula’ uma interseccao, de forma que existem generi-
camente duas érbitas homoclinicas, uma gerada por h e outra por p (figura
??(a)). Caso nao houvesse o ‘pulo’ as dreas hachuradas seriam mapeadas
alternadamente para fora e para dentro do loop homoclinico, o que nao é
compativel com o fluxo na vizinhanca do ponto fixo f.

Voltando as variaveis originais J e , uma visao esquematica do espaco de
fases ficaria como na figura [10.7; orbitas elipticas circulando os pontos fixos



274 CAPITULO 10. CAOS HAMILTONIANO 10.4

Figura 10.6: (a) Intersecgao de W, com W, nas varidveis auxiliares J e 6.
As variedades sdo mostradas partindo do mesmo ponto fixo f (mostrado
em verde) e cruzando no ponto homoclinico h (azul). Sucessivas evolugoes
temporais pelo mapa 7T, sao mostradas. Os pontos h e p (vermelho) estao
sobre Orbitas homoclinicas distintas. As areas hachuradas sdo todas iguais.
(b) Emaranhado homoclinico no mapa de Meyer.

estaveis e, nas vizinhancas dos pontos instaveis, o emaranhado homoclinico,
representado por curvas azuis e vermelhas que cruzam-se infinitas vezes sem
no entanto cruzarem-se entre si. Fica claro dessa figura que o movimento nas
regioes vizinhas aos pontos instaveis é bastante complicado. Embora esteja-
mos agora olhando apenas para orbitas sobre as curvas Wy e W,,, espera-se
que uma oOrbita genérica nessa regiao também tenha comportamento bastante
complexo. Mostraremos nas proximas secoes que ele é de fato cadtico.

10.4 Caos: o mapa de Ferradura de Smale

Para entender a complexidade do movimento nas vizinhancas dos pontos fixos
instaveis que surgem devido a perturbagao, considere uma pequena regiao
D em torno de um desses pontos fixos, conforme mostrado em amarelo na
figura[l0.8(a). Vamos fazer uma série de consideragoes sobre as 6rbitas nessa
regiao que nos levarao a idéia de caos. Primeiramente vemos que iterando
os pontos dentro dessa regiao pelo mapa de Poincaré T. ela tendera a se
esticar ao longo da variedade instavel W, enquanto se contrai na direcao de
W, sempre preservado a area inicial. Depois de um nimero suficientemente
grande k de interagoes do mapa, essa regiao atingird o ponto homoclinico h,
como mostrado na cor laranja em m(a). Da mesma forma, se propagarmos
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Y

Figura 10.7: Visao esquematica do espaco de fases do sistema perturbado
mostrando alguns dos toros irracionais que sobrevivem a perturbagao e a
regiao onde havia um toro racional. O toro é substituido por cadeias de
ilhas de estabilidade em torno dos pontos fixos estaveis e pelo emaranhado
homoclinico junto aos pontos instaveis.
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essa regiao inicial amarela para tras no tempo ela se esticara ao longo de W
e depois de n passos também atingird h (regido azul na figura).

Dessa forma, tomando como regiao inicial diretamente a faixa em azul,
vemos que depois de n + k iteragoes do mapa ela sera levada a faixa laranja.
Esse mapa da faixa azul a faixa laranja é mostrado de forma simplificada na
figura M(b) A caracteristica mais significativa desse processo, conhecido
como Mapa de Ferradura, é que dois conjuntos de pontos da faixa azul voltam
sobre ela. Esses conjuntos sao identificados pelas regices de interseccao entre
as faixas, ressaltados em vermelho.

Para simplificar a notagao vamos chamar P = T"""*. Dessa forma, P leva
a regiao azul na laranja diretamente. Note que a faixa azul é primeiramente
contraida e depois esticada na diregio contrdria. A figura [10.9(a) mostra
onde as regioes de interseccao vermelhas sobre a parte laranja encontravam-
se na parte amarela, antes de ser esticada. A mesma figura mostra ainda onde
essas duas regioes estavam sobre a faixa azul (duas finas faixas vermelhas).
Isso tudo é simplificado e ampliado na figura M(b) a regiao azul é levada
na laranja de tal forma que suas duas sub-faixas escuras sao levadas de volta
a regiao azul nas sub-faixas vermelhas.

A conclusao dessa sequéncia de figuras é a seguinte: o mapa P é tal
que cada regiao inicial contém duas sub-faixas horizontais que sao levadas
de volta a mesma regiao inicial na forma de duas sub-faixas verticais. O
restante das dérbitas vai terminar fora dessa regiao inicial.

Vamos agora nos fixar apenas nesses dois sub-conjuntos de pontos, marca-
dos como faixas azul escuras horizontais, cujas érbitas retornam ao retangulo
azul claro pela aplicacdo de P. Chamando o retangulo azul claro de A, as
faixas de Hy e H; e as faixas verticais vermelhas de Vj e V; temos que

P(H()):‘/(]GA € P(Hl):‘/lGA

Podemos entao nos perguntar se alguns desses pontos ainda permanecem em
A se aplicarmos o mapa duas vezes. Ora, parte das faixas V e V; vermelhas
caem exatamente sobre Hy e H; e sabemos que tudo que esta nessas regioes
¢ mapeado de volta em A. Entao, as regices pintadas de amarelo na figura
10.10[(a) correspondem aos pontos procurados. Na regiao original A eles
aparecem com duas sub-regices dentro de Hy e Hy, que denominamos H,
Hy., Hig e Hyip, e que satisfazem
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Figura 10.8: (a) Dinamica na vizinhanca dos pontos fixos: uma pequena
regiao D ¢ levada na regiao laranja contendo o ponto homoclinico h depois
de um certo numero k passos do mapa. Se mapeada para tras no tempo a
regiao amarela vai na azul depois de n passos. (b) A regiao azul é levada na
laranja depois de k + n passos do mapa, interceptando-a duas vezes.

Figura 10.9: (a) Dindmica na vizinhanca dos pontos fixos: as duas regioes
vermelhas da faixa laranja interceptam a azul (s6 uma é visivel, pois a outra
estd debaixo da regido amarela) sdo mostradas onde estavam originalmente
no quadrado amarelo e também na faixa azul. (b) Simplificagdo da dinamica:
a regiao azul é levada na laranja de tal forma que suas duas sub-faixas escuras
sao levadas de volta a regiao azul nas sub-faixas vermelhas.
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Figura 10.10: (a)Dinamica simbdlica onde faixas horizontais sao levadas em
faixas verticais. (b) Conjuntos que voltam a A se mapeados tanto para frente
quanto para tras no tempo apds: uma iteracado (amarelo); duas iteragoes
(marrom); trés iteragoes (preto).

Da mesma forma as faixas Vj; interceptam H, e H; em 8 sub-conjuntos
que correspondem a faixas horizontais do tipo H;j; em A, duas delas dentro
de cada uma das faixas H;; e assim por diante. Os conjuntos H;;;, sao levados
em V;;;, por P?.

A conclusdo é: existem 2 subconjuntos de A que sempre retornam 2
A por até k aplicacoes do mapa P. Esses conjuntos sao faixas horizontais
rotulados por H;,;,. ;. onde os 7, valem 0 ou 1. Da mesma forma, fazendo
a dinamica inversa, mapeando para tras no tempo, veremos que sao 0s pon-
tos sobre os conjuntos V,;, i, que sao levados de volta a A pelas primeira
k iteracoes do mapa inverso. A intersec¢ao desses dois conjuntos contém os
pontos que permanecem em A se propagados para frente ou para tras por até
k interagoes. A figura[10.10(b) mostra esses conjuntos para k = 1 (amarelo),
k=2 (marrom) e k = 3 (preto). No limite em que k vai a infinito obtemos
o conjunto que nunca deixa a regiao inicial A. Esse conjunto A é fractal e
forma um conjunto de Cantor. E esse fractal que ¢ responsavel pela dinamica
cadtica. Vamos ver isso de duas maneiras.

Sensibilidade a condigoes iniciais. Em primeiro lugar considere duas
condicoes iniciais escolhidas sobre a secao de Poincaré representada pela fi-
gura [10.10)(b) de tal forma que uma delas estd sobre o quadrado amarelo
superior esquerdo, dentro do quadrado marrom superior esquerdo e também
muito préxima da sub-regiao preta superior esquerda, mas fora dela. A se-
gunda condicao inicial, por outro lado estd também dentro dessa sub-regiao
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marrom e, além disso, dentro da regiao preta superior esquerda e dentro
das préximas 37 sub-regioes que delimitam as zonas que retornam ao qua-
drado. Embora muito proximas, a trajetéria da primeira condi¢ao inicial
retornard ao quadrado azul apenas duas vezes consecutivas, enquanto que a
segunda fara isso por 39 iteracoes do mapa. Temos entao uma sensibilidade
as condigoes iniciais promovida pela existéncia deste fractal no espaco de fa-
ses. Essa propriedade é uma das marcas registradas do movimento cadtico.

Dinamica simbdlica. Considere agora o conjunto A dos pontos sobre o
conjunto fractal que nunca deixam o quadrado. Um ponto x € A deve neces-
sariamente estar sobre uma das faixas horizontais Hy ou Hy, caso contrario
nao retornaria ao quadrado na préxima iteracao do mapa. Vamos associar
o numero ag igual a zero ou um se x € Hy ou x € H; respectivamente.
Considere agora P(z), i.e., o préximo retorno do ponto x ao quadrado. No-
vamente, P(x) deve estar sobre Hy ou Hy, caso contrario P%(z) nao retornaria
ao quadrado. Associamos o numero a; igual a zero ou um se P(x) € Hy ou
P(x) € Hj respectivamente. Repetindo o processo geramos uma sequéncia
de zeros e uns associada a x dada por agaias ... onde ap = 0 se Pk(w) € Hy
ea,=1se P’“(:z:') € H;. Da mesma forma x deve estar sobre Vj ou sobre V;
pois P~!(z), na iteragao anterior, também estava no quadrado. Associamos
entdo uma outra sequéncia bybibs ... onde by, = 0 se P~*(z) € Vo e by =1 se
P~*(x) € V;. Colocando as duas sequéncias juntas podemos associar & z a
sequéncia duplamente infinita

T — e bgbgblbo.aoa,lCLQ e
E facil ver que a sequéncia associada & P(z) deve ser
P(l’) — ce bgbgblboao.&lag ce

Isso fica claro quando notamos que P(z) estd sobre a mesma Orbita que
x, portanto sua sequencia futura deve ser a mesma. Por outro lado, como
pontos sobre H; sao levados a V;, se ap = 0 (z estava em Hy) agora o ponto
estd em V{ e o primeiro digito da sequéncia a esquerda deve ser 0. O mesmo
vale se ag = 1.

A dinamica de pontos sobre A consiste simplesmente em deslocar o ponto
na sequéncia de zeros e uns associada a érbita. Dessa forma temos as seguin-
tes consequéncias:
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(a) podemos pensar nas érbitas de A como sequéncias aleatorias de caras
e coroas.

(b) duas 6rbitas onde os primeiros M coeficientes a sejam iguais e que
difiram nos coeficientes seguintes tem orbitas semelhantes por M iteracoes
do mapa P, mas depois separam-se uma da outra. Isso mostra que essas
6rbitas estdo na mesma M-ésima sub-regidao do figura [10.10b) e reflete a
sensibilidade a condicoes iniciais.

(c) sequéncias periddicas correspondem a drbitas peridédicas. Por exem-
plo, a orbita ...abca.bca . .. tem periodo 3. Como os coeficientes sao apenas
0 ou 1, existem aproximadamente 2% /N érbitas de perfodo N em A.

(d) uma 6rbita do tipo . .. abca.bcxyztabeabe . . . é uma 6rbita homoclinica
a orbita periddica . ..abca.bca . .., pois aproxima-se dela no futuro e no pas-
sado. Podemos construir uma infinidade de érbitas homoclinicas variando o
tamanho e os digitos da parte central xyzt.

Em resumo, o cruzamento das variedades W e W, leva a uma riqueza de
comportamentos que esta longe de ser 6bvia. Existem métodos para determi-
nar se uma determinada perturbacao provocara tal cruzamento, levando ao
aparecimento de movimento caético. Na verdade o conjunto de perturbacoes
onde isso nao ocorre ¢ muito pequeno e caos ¢ um fenomeno genérico em
sistemas com mais de um grau de liberdade.

10.5 Exercicios

1. Mostre que o mapa de torgao satisfaz Py(«)Py(8) = Po(a + ). Use
essa relagdo para demonstrar que PF(a) = Py(ka).

2. Considere o mapa padrao
I, =1,+ Ksing¢, Oni1 = Gn + Inyq. (10.5)
Escreva o mapa nas coordenadas canonicas
Q = V2 sin¢ P =+2Icos¢

para K = 0. Mostre que o resultado é um mapa de tor¢ao com o =
1/2m.



Capitulo 11

Simetrias e Melos Continuos

Neste capitulo vamos voltar ao tema das leis de conservacao e sua associacao
com as simetrias. Formularemos inicialmente uma relagao direta entre as si-
metrias da Lagrangeana e suas respectivas grandezas conservadas sem alusao
explicita as coordenadas ciclicas. Em seguida discutiremos brevemente o li-
mite onde o numero de graus de liberdade vai a infinito, passando da des-
cricao de um sistema de particulas a um sistema de campos. Discutiremos
também brevemente as leis de conservacao nesse caso. A apresentacao segue
as referéncias [5], [16].

11.1 Simetrias e Leis de Conservacao

A formulagao Lagrangeana da mecanica evidencia suas grandezas conserva-
das através das variaveis ciclicas, i.e., das varidveis que nao aparecem expli-
citamente na Lagrangeana. Assim, se um sistema é descrito por L(q,q,t),
onde ¢ = (q1,q2, ... ,Gn), € qx Nd0 aparece, entao

d oL\ 0L 0
dt \0gr)  Ogqr
e o momento conjugado a g, pr = OL/Jg, é uma constante do movimento.
O fato de ¢, nao aparecer em L, por outro lado, implica uma simetria do
sistema: se fizermos uma transformagao onde todas as particulas sao deslo-

cadas na direcao de g nao devemos notar qualquer alteracao no movimento.
Como exemplo considere uma particula movendo-se no plano sob a acao de

281
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um potencial central:

L= % (@2 + 7)) — V(Va2 + ) = % (7'”2 + r2(92) V). (111)

Como 0 é ciclica, pp = mr?0 = m(xy —yi) é constante. Como 0 nao aparece,
a simetria do sistema é por rotagoes em torno do eixo z. Vamos mostrar essa
simetria explicitamente. Definimos novas coordenadas por

' = xcoso+ ysin ¢ x =12 cosp— 1y sin¢
= . (11.2)
Yy = —xsing + ycos ¢ y =2'sin¢g + vy cos ¢

E facil verificar que 22 + 2 = 2 + /% e 2 + 2 = &2 + 2. Definindo
coordenadas polares no sistema linha por ' = r"cos6’ e ¥y = ' sin @’ vemos
quer’ =r, 0 =0—¢e

I — % (7;/2 4 T/29‘/2) V() (11.3)
¢ de fato idéntica nos dois sistemas de coordenadas.

Apesar da simplicidade e de sua interpretacao imediata, as grandezas
conservadas sé aparecem de forma explicita se escolhermos o sistema de co-
ordenadas apropriado. Em coordenadas cartesianas z,y nao hé varidveis
ciclicas e a conservacao do momento angular estd escondida. Vamos entao
mostrar o seguinte resultado que generaliza a regra relativa a coordenadas
ciclicas:

Se a Lagrangeana L(q, ) descrevendo um sistema auténomo € invariante

pela transformagao q — Gs = h*(q), onde s € um parametro real e continuo
tal que h°(q) = q € a identidade, entio eriste uma constante de movimento

dada por
oL d
Z 0q; ds [ L:o' (11.4)

Escrevendo a transformagao infinitesimal explicitamente como ¢;(s) = ¢; +
sWU,(q) obtemos

oL
< 04,

I(q,q) = i(q) (11.5)
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Prova: Se ¢(t) é solugao das equagbes de Lagrange, entao, como L é inva-
riante por h®, ¢s(t) = h*(q(t)) também é solucdo, pois q e s satisfazem as
mesmas equagoes de movimento.

No nosso exemplo anterior, se x(t) e y(t) sao solugoes entio x'(t) e y'(t)
também satisfazem as equacoes de movimento para todo ¢. Isso fica evidente
quando escrevemos ' = r' cos ',y = r'sin@ e vemos quer’ =r e = 6—¢.
Portanto, se r(t) e 0(t) sdo solugoes, entao r'(t) = r(t) e §'(t) = 0(t) — ¢
também sao, pois as deriwadas sao iguais e as equagoes de movimento nao
dependem de 0.

Isso implica que
d aL -, _ 0L

Por outro lado, devido a 1nvar1ancia de L pela transformacao h® vemos que
dL/ds =0 (no nosso exemplo, L nao depende de ¢). Explicitamente temos

8L . 8@@3 aL _ (9qw

a (qS7QS) 85 +aq (q37 s) 88 :O (117)

Multiplicando (11.6)) por dg;s/0s e somando sobre i obtemos

S His 11.
ds dt ( ) Z 0q; Os ; 0q; Os (11.8)
onde usamos ([11.7) na tltima passagem. Como
ZLis 11.
0s dt ( 0s ) (11.9)

vemos que aparece uma derivada total no tempo quando passamos todos os
termos para o lado esquerdo:

0g¢;s d (OL 04is OL 0q;s
= 0. 11.1
; [ ds dt ((9(]1-) T ( 0s ) 8qz] dt [ 0q; Os ] 0. (L.10)

O termo entre colchetes é, portanto, uma constante de movimento. Essa
constante aparece para qualquer valor de s. No entanto, é mais pratico usa-
la diretamente para s = 0. Nesse caso a derivada de L no primeiro termo
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pode ser calculada na solugao original (pois ¢io(t) = ¢i(t)) e basta conhecer
a transformacao g; = h*(q).

Exemplo 12.1.1 Suponha que o sistema seja invariante por translacoes ao
longo do eixo x. A transformacao correspondente é

Ty = hi(r;) =r; + sé, 1=1,2,...,n

(o indice i se refere as particulas, nao aos graus de liberdade, que sao 3n
nesse caso) e
Or;
0s

A constante de movimento é o momento linear do sistema na dire¢ao x:

= €,.

n

i=1

=1

Exemplo 12.1.2 Se o sistema for invariante por rotagdes em torno do eixo
z a transformacao é

Tgi = X;CO88+ 9;8Ins
Ysi = —x;sins+ y; coss
Zsi = %

e as derivadas em relacao a s ficam

Or;

0s

|s=0 = (—z; sin s+y; cos s, —x; cos s—y; sin s, 0)s—g = (y;, —;,0) = 1; XE,.

A constante de movimente nesse caso é o momento angular total na direcao

zZ.
n n

I=> (mdy) - (rixé.)=eé.- Y (mf; x1;) = —L..

1=1 1=1

Fica como exercicio refazer o calculo em um valor de s arbitrario. Lembre
que nesse caso as derivadas 0L/J¢; devem ser também calculadas na solugao
ds(t) e ndo em ¢(t).
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Figura 11.1: Cadeia linear de osciladores em equilibrio (figura de cima) e
fora do equilibrio mostrando os deslocamentos de cada particula (figura de
baixo).

11.2 Meios continuos e campos

O exemplo mais ilustrativo da passagem de um sistema de particulas para um
campo ¢ dado pelo limite em que uma cadeia de osciladores lineares se trans-
forma em uma barra elastica. Considere entao uma cadeia linear de massas
m idénticas ligadas por molas também idénticas com constante elastica k.
Seja a a distancia de equilibrio entre as massas (figura - parte superior).
A hipétese de massas e molas idénticas nao é fundamental, mas facilita a
descricao do sistema. Quando as massas sao deslocadas de sua posicao de
equilibrio o sistema comeca a oscilar. Vamos medir o deslocamento da i-
ésima particula de sua posigao de equilibrio pela varidvel n; (parte inferior
da figura). Como a energia potencial armazenada em cada mola é proporci-
onal a sua compressao ou expansao total, a Lagrangeana do sistema é dada

por
Z 7]1,+1 Ua )2
(11.11)

—Z[ (m+1 )] SoL.

Note que a Lagrangeana ¢ independente do pammetm de rede a, que € intro-
duzido apenas por conveniéncia. As equagoes de movimento ficam

D, — ka {77’“ L - 77"‘1} —0. (11.12)
a

a?
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Podemos agora apreciar a introducao de a nas equacoes: no limite em que
a — 0 a cadeia se transforma em uma barra eldstica continua e m/a — p
que é a densidade linear de massa. Nesse limite as pequenas molas devem
ficar cada vez mais duras, pois as particulas ndao podem se mover em gran-
des distancias. A constante da mola vezes o espacamento da rede tende ao
chamado Médulo de Young: ka — Y. O deslocamento da i-ésima particula
se transforma na deformacao sofrida pela barra no ponto x no instante t:
n;(t) — n(x,t). Finalmente o termo entre colchetes torna-se a derivada se-
gunda de n(z,t) em relagao a x. De fato, (1,41 — n;)/a é a derivada primeira
no ponto i+ 1 e (17; —m;—1)/a é a derivada no ponto i. A diferenca entre esses
dois termos dividida por a é portanto a derivada segunda.

No limite do continuo podemos entao substituir a Lagrangeana por

L= /Edm (11.13)

onde
) ) 2
L=>=n"—— 11.14
57— ( )

é a densidade Lagrangeana, 1 = dn/0t e ' = On/dx. As e as equagdes de
movimento ficam
0%n 0?n
ot? ox?
que é uma equacao de onda onde a velocidade do som (velocidade de pro-
pagacao de pulsos) é v = \/Y/p.

— 0, (11.15)

11.3 Generalizacao para campos em 1-D

A Lagrangeana de um sistema de particulas depende genericamente das
posicoes e das velocidades das particulas, além de poder depender expli-
citamente do tempo. Quando descrevemos um campo, como o campo de
deformagoes da barra elastica, a Lagrangeana é dada pela integral de uma
densidade Lagrangeana, que pode depender genericamente do campo 7, de
sua derivada temporal 7, de sua derivada espacial 1’ e também das coorde-
nadas z e do tempo t: L= L(n, 0,1, x,t).

Para encontrar as equagoes de movimento do campo podemos aplicar o
principio variacional de Hamilton. Buscamos solugbes n(z,t) onde o valor
do campo é fixo em dois extremos, n(zy,t) = m e n(xe,t) = 12 e onde as
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configuragoes iniciais e finais também estao fixas, i.e., n(z,t1) e n(z,ts) sao
funcoes conhecidas. O principio variacional fica

0SS = 6f12 Ln,n,n',x,t)dxdt
— [} | %o + %00 + o | duat

2 x
— P55 (%) — &£ (85)] omdaat + [ azdEonliz + [ atdonl::

onde fizemos duas integragbes por partes na ultima passagem (em relagdo
a t no segundo termo de S e em relacao a x no terceiro termo). Ambos
os termos de superficie gerados sao nulos devido as condi¢ao de contorno.
Impondo entao que 65 = 0 somos levados a equacao

d /oL d /0L oL
— =) = 0. 11.1
M<%)+M(%> oy~ (11.16)

Exemplo 12.3.1 Considere um campo 7(x,t) descrito pela densidade La-

grangeana
B2 [ 0n\> on\ 2
L=3 (a_D - (a_z> —mie’.

O campo satisfaz a equagao de movimento 7j = ¢®n” — m2c*/h?n, que é co-
nhecida como equacao de Klein-Gordon. Podemos resolver essa equagao bus-
cando os modos normais do campo. Escrevendo n(z,t) = nyexpi(Et + px)/h
vemos que os parametros E e p nao podem ser independentes, mas devem
satisfazer a relacao relativistica E? = p?c? + m2c*. Esse tipo de Lagrange-
ana ¢ chamada de Lagrangeana livre, pois nao hé interagao do campo com
elementos externos. O tultimo termo, quadratico no campo, é chamado de
termo de massa. Essa equagao descreve uma particula relativistica de spin
Zero.

Nota sobre o calculo de derivadas. Como o campo n depende agora de
x e de t, as derivadas totais e parciais podem gerar alguma confusao. Em
primeiro lugar notamos que x e t sao variaveis independentes: nao existe
Ox/0t. Entao, para o campo n(z,t), dn/dx é o mesmo que dn/dz, o mesmo
valendo para o tempo, dn/dt = dn/0t. A densidade Lagrangeana, por outro



288 CAPITULO 11. SIMETRIAS E MEIOS CONTINUOS 11.5

lado, pode depender de 7, 7, 7, x e t e portanto

ac , oc ac , oc
dt © ot c dz * Oz
De fato,
dc oL, oL. oL. 0L

E—a—n +8_7‘7n+8_17’ —i-a.

11.4 Maultiplos campos em 3-D
Quando temos varios campos 7; em trés dimensoes é conveniente definir
o=t 1=  @Xy=Y X3=2 (11.17)

e denotarmos uma coordenada espacial ou o tempo por z,. As derivadas
serao denotadas por

dn,

=Ny (11.18)

dz,
Note que, apesar de sua semelhanga com a notagao relativistica, nosso trata-
mento aqui é cldssico (ndo-relativistico). No caso relativistico é usual definir
xo = ct e a Lagrangeana deve ser sempre invariante por transformacoes de
Lorentz. Nao faremos esse tratamento aqui.

Podemos entao escrever a Lagrangeana de forma compacta como

L(0i, Miyw, ) (11.19)

e as equacoes de movimento ficam

d oL oL
iz, (amu) - o 0 (11.20)

onde a soma sobre v estd implicita.

11.5 Correntes conservadas

No caso de um sistema de particulas vimos que se a Lagrangeana nao depen-
der explicitamente do tempo, entao a energia se conserva. Vamos rever esse
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resultado aqui. Comegamos com o calculo da derivada total de L:

ar
dt

>

7

R

-a_L 3. + a_L + a_L
96,7 04, T ot
d (oL L] 0L
dt 95 ) 5.0 T 5

N IRE

onde usamos as equacoes de Lagrange na segunda passagem. Podemos ainda
reescrever esse resultado na forma

4
dt |4

oL . oL

i) -5

g, ot

Assim, vemos que se OL/0t = 0 a energia do sistema,

h(qwi):Za G — L = szqz

¢é conservada.

289

No caso de campos o processo ¢ idéntico. No entanto, como estaremos
trabalhando com uma densidade Lagrangeana, esperamos encontrar leis de
conservacao locais. Por exemplo, a densidade de energia nao deve ser cons-
tante em todos os pontos, mas deve fluir de tal forma a satisfazer uma equacao
de continuidade: se nao houver fontes externas a variacao de energia em um
ponto deve se dar apenas em funcao do fluxo de energia para pontos vizinhos,
sem que haja criacao ou perda global de energia.

Vamos entao derivar a densidade Lagrangeana em funcao de z, onde o
indice p pode ser qualquer componente de 0 a 3:

ac
dx

oL

. d
 dx,

d
~dz,

w om; .

oL
ani,u

oL

Nivu + —
! Oz,

oL n
iy )
oc .
aniWT]%M

oL
8772 N

oL

Miwp + 7
" oz,

oL

O

(11.21)
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ou ainda 4 Tor or
—— i, =L, =—== 11.22
dxl, |:8T]i,l,?7“u e } (935# ( )
onde p é fixo e v e 7 sao somados. Definindo o tensor de energia-tensao
oL
pr — am’ym,u - Eé#a” <11'23)
vemos que, se £ nao depende explicitamente de z,, entao
d7,,,
—— =0. 11.24
. (11.24)

Note que essa equagao pode valer para u = 0 e p = 1, por exemplo, e nao
para u = 2 ou u = 3, caso a Lagrangeana nao dependa de x e ¢ mas dependa
deye z.

Para entender o significado dessas equacoes de conservacao vamos olhar
a equacao relativa a yu = 0. Nesse caso temos

oL

Too=—=—n—L 11.25
00 87']/] ( )

que é a densidade de energia dos campos. Definindo ainda o vetor 3-D
TO = (T()la T027 T03) (1126)

a equacao para i = 0 torna-se uma equagao de continuidade para a densidade

de energia:

dt
O vetor Ty é interpretado como o fluxo de densidade de energia. i.e., Ty; é a
energia por unidade de volume que atravessa uma area unitaria perpendicular
a direcao x; por unidade de tempo.
Analogamente, definindo os vetores 3-D como

T, = (T, T, Tus) (11.28)

+V Ty =0. (11.27)

podemos escrever todas as 4 equagoes de conservacao como equacoes de con-

tinuidade na forma
dT}o

dt
Assim como a componente 0 corresponde a conservacao de energia, as ou-
tras componentes correspondem a conservacao do momento em cada direcao
espacial. Veja o livro do Goldstein para uma aplicacao a barra elastica.

+V-T,=0. (11.29)
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11.6 O teorema de Noether

O teorema de Noether é uma generalizacao do resultado anterior dado pela
equacao . Em teoria de campos ocorre muitas vezes que uma trans-
formagao de coordenadas r, — w;, induz uma transformacao nos préprios
campos, 7; — 1.. Nesses casos a invariancia do sistema requer que tanto co-
ordenadas quando campos sejam modificados simultaneamente. Um exemplo
sao os campos eletromagnéticos sob transformacoes de Lorenz.

Vamos entao considerar transformagcoes infinitesimais da forma

/I
a:u—>xu—a:M+5x“

(11.30)
ni(xu) = ni(x,) = ni(z,) + oni(z,).
Vamos definir também a variacdo ¢ através da relacio
ni(xu) = mi(z,) + 5771(3%) (11.31)

onde o campo com linha ¢é calculado nas variaveis originais, sem linha. Fi-
nalmente, a densidade Lagrangeana se transforma como

L) miw(Tu), x0) — L'(i(2,),m; (), 7). (11.32)

Vamos demostrar a existéncia de grandezas conservadas se a transformacao
satisfizer as seguintes relagoes:

1 - Invariancia de forma - a forma funcional da Lagrangeana transformada é
igual a original, i.e., £'(n;(z},),m;,(},), z},) = L(ni(x},), n;,(7},), 7))

2 - Invariancia de escala - o valor numérico da integral de agao nao se altera:

= /Q/ L (i), m;, (2,), 2),)da), = T = /Q£<77i(xu)ani,u(l’u),%)dxu.

Usando a propriedade 1 podemos tirar a linha de £’. Como as varidveis de
integragao sao mudas, podemos tirar as linhas de 2/, desde que mantenhamos
a regiao de integracao em €Y. A condicao 2 pode entao ser escrita como

ol = /,ﬁ(m{(a?u)ﬂ?;,y(ffu),im)dxu — /{;’C(ni(xﬂ)’ni,u(xu)7xu)dl‘u = 0.
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O célculo de I possui duas contribuigoes, uma pelo fato dos campos
n' serem diferentes dos campos originais 7 e outra devido a modificacao do
volume de integracao de 2 para 2. Vamos ilustar o procedimento usando
uma funcao f(z) de uma tnica varidvel. Consideremos entao

5= [y o - [ s

a+da

A integral a esquerda pode ser quebrada em trés partes:

a b b+db
/ W@MWMM+/vw+wmmwl f(2) + 8 (2)]da

at+da

de forma que

59 = /Ma ) +5f(x dx+/5f dx+/b+§b[f(x)+6f(a:)]d:c

onde cancelamos as integrais de f(x) entre a e b. Como a primeira e terceira
integrais envolverm intervalos infinitesimais, podemos desprezar o termo em
0 f e obter, em primeira ordem,

b
_ / 5f(x)dz + F(b)6b — f(a)da

que pode finalmente ser colocada na forma

55 = /ab {o@@)+ %(f(:c)éx) bz

Voltando ao calculo de d1 obtemos, por comparagao,

oL oL d
oI = /Q {[a—mé anwén”] i <£5my>}dx“ (11.33)

onde o termo entre colchetes representa dL. Note que aparecem os ¢, pois
os campos sao todos calculados no mesmo ponto do espago. Usando as
equacoes de Lagrange no primeiro termo e invertendo a ordem das derivadas

no segundo obtemos:
oL d oL\ -
—0 — | = | In;
on; = dzx, <877i,,,) T
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oL - oL d /-

20"y = (5m).

8771’,1/

Com isso ¢é facil ver que os dois primeiros termos da eq.(11.33)) se combinam
para formar uma derivada total. O resultado é

d [ oL -
I = ; =0. 11.34
) /Q{dx,, {am’yém—%ﬁéx,,}}da:# 0 (11.34)

Para completar a identificacao das grandezas conservadas precisamos es-
pecificar melhor a transformacao infinitesimal em termos de parametros in-
dependentes. No caso de uma rotacao em torno do eixo z, por exemplo,
temos ¥’ =z —ydp, y =y+xdp e 2 = z, ou ainda, dx = —ydo, dy = xdp e
0z = 0. Em geral escrevemos

87],;,,, dl’y

0xy = €, Xy
(11.35)
on; = €, Wy
onde €., r = 1,2,..., R representam os deslocamentos independentes e as

funcoes X e ¥ as mudancas correspondentes nas coordenadas e campos.
Precisamos, no entanto, relacionar ¢ com 9:

on; = ni(xy) = niws) = nj(xs + 020) — mi(25)

= gm + 1i,00%5.

Assim obtemos

5771 = 5771 - ni70'5$0' = 67«<\IJ”‘ - ni,aXrU)~
Substituindo agora éx, da equacdo (11.35) e é7; da equacdo acima e

rearranjando os termos obtemos finalmente
d oL oL
0l = /S;ET— { [%7]1"0 — [,(50-,/:| Xra' — a_”,\pm} dl’u =0.
Como os €, sao independentes, cada um dos termos deve ser nulo indepen-
dentemente, ou seja,

d oL oL
—Nio — Loy | Xpo — =—V,; p =0 11.36
dz, { |:a7h,z/n ’ } ani,l/ } ( )
parar =1,2,..., R, que sao as grandezas conservadas e o resultado principal

do teorema de Noether.
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11.7 Exercicios

1. Considere uma cadeia linear de osciladores onde as molas nao sao to-
das idénticas. Suponha que a i-ésima mola (posicionada a direita da
i-ésima particula) tenha constante eldstica k;. Escreva a densidade La-
grangeana e as equacoes de movimento nesse caso. Obtenha as equagoes
de movimento partindo da cadeia discreta e tomando o limite para o
continuo e depois diretamente a partir das equagoes de Lagrange.

2. Considere um campo ¢ cuja densidade Lagrangeana seja

1., ¢ o pc?
L=-¢*— —¢" — (1 —cos
S0 = S0t =B (1= cosg)
onde o ponto representa derivada em relacao ao tempo e a linha de-
rivada em relagao a x. Obtenha a equacao de movimento, conhecida

como equacao de Sine-Gordon.

3. Mostre que o teorema de Noether recobra a equagao (11.24) se R = 1,
U, =0e X, =0, com A fixo.

4. Refaga os calculos que levam ao teorema de Noether para particulas
em vez de campos. Partindo de L(q, ¢,t) e impondo as invariancias de

forma e de escala mostre que a equacao ([11.36)) se reduz a

d oL . 0L
il 1] - G} o

onde 0t = €, X, e 0qx = €,V,,.. Compare esse resultado com a equagao
([I1.5).



Apeéendice A

Mudanca de variaveis em
integrais multidimensionais

Considere a integral multidimensional da funcao f(xy,z,...,2,) = f(x)
sobre uma regiao D

/ flry, 2o, .., 2,)dS = Zf(xl,xQ,...,xn)AS (A1)
D

onde dS = dx;...dx, e a férmula a direita representa uma discretizagao da
integral como soma sobre pequenos elementos de volume. Fazemos agora uma
mudanga de variaveis definida por y; = y;(x), i = 1,2,...,n. Vamos supor
que essa transformacao seja invertivel no dominio D. Sob essa mudanca,
cada ponto x no espaco original é levado em y e, em particular, o dominio
de integracdo D ¢é levado em D’. Além disso, para todo valor f(x) em D
corresponde o mesmo valor F(y) = f(z(y)). Assim,

Y f(@)AS =) F(y)AS. (A.2)

Vamos agora relacionar AS, o elemento de volume no espaco original, com
AS’, que é o elemento de volume correspondente no espaco y. Comecamos
considerando o espago y (veja a figura abaixo), onde

AS = Ay Ay, ... Ay, (A.3)

Considere o elemento de volume formado pelo paralelepipedo de lados
dyq, dys, etc. O volume desse elemento é definido pelos vetores infinitesimais

295
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y, A

Figura A.1: Mapeamento do elemento de volume.

que ligam um dos vértices, A, aos outros n vértices B, C, etc. As arestas
correspondentes sao ortogonais, de comprimento dy;, dys, etc, e o volume é
AS’ conforme dado acima.

Pela transformacao inversa, os vértices sao levados em A’, B’, etc, for-
mando um paralelepipedo curvilineo no espago x. No limite em que os la-
dos sao pequenos, podemos também definir vetores infinitesimais ligando os
vértices, U7, Us, etc. O volume formado por esses n vetores é dado por

Vi1 UVi2 ... Uin
= - - - V21 V22 ... Vg
AS =0 - (Vg X Us... X 1) = "o (A4)
Unt Upn2 ... Upn

Os vetores U; podem agora ser calculados. Para v; = B'—A’, por exemplo,
temos que

Al = (-Tl(yl,yQ, e 7yn)7];2(ylay27 s >yn)7 ce 'xn(ylay% s e 7yn))
B' = (z1(yr +dyr, y2, - - Yn)s 22(y1 + Ay, Y2, -3 Yn), - - Tn(yr + Ay, Y2, 5 Yn)

de forma que

. 0r1 Oxo 8mn)
= , e d A5
' (ayl oy oy o (A-5)
e, em geral,
. Ox1 Oy axn)
= ; ey dyr. A6
’ (3% OYr, oy ) (A.6)
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Substituindo esse resultado em ((A.4)) obtemos

o 0 Ozy
aiyidyl %idyl %yldyl
Oz, Oza Ozn
By dy2 By dy? By dy2
AS =
ox ox ox
O, Om Oz (A7)
dypr Oy T On
Oz1  Ozg Ozn
dya  Oy2 7 Oya dund 4
= Y1Ay2 ... AYy
Oz Ozp Oy
Oyn Oyn " Oyn

= Idipdys ... dy, = [AS’

onde o determinante I é o jacobiano da transformacao. Finalmente, voltando

a equacao temos
D f@)AS =) F(y)I(y)AS’ (A-8)

ou

/Df(x)dS: /D/ F(y)I(y)ds'. (A.9)
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Apeéndice B

Comutador dos Campos
Vetoriais

O conjunto dos vetores G, (z) = JV F;(z) formam n campos vetoriais sobre o
espaco de fases F e, em particular, sobre M. Usaremos a notacao z = (g, p).
Vamos mostrar aqui que

[GF“ GF]](.T) = GFi o) GF](QZ') - GFj o GFZ<£IZ'> = G[Fz,Fﬂ(x) (Bl)

A regra de composicao indicada pelo simbolo o é a seguinte:

Gr, 0 Gp(r) =GR(JVE(r)) =GR ( ?}%?/paq )

= JVF, (0F;/0p, —0F};/0q)

B
a_pFi<aFj/ Op, —0F;/0q)

B
—a—qu(@E/@n —0F;/0q)

OF, 0°F;, OF, 0°F,
dq Op?>  Op Opdq

_OF; O*F; N OF; 0°F;
0q Opdq  Op 0¢>

299
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Analogamente obtemos

OF, 0°F, OF; 0°F,
dqg Op®>  Op dpdq
Gr, o Gp,(x) = (B.3)
OF; 9°F, OF; 0°F,
~ 0q 9pdq ' dp Og?

Subtraindo as duas parcelas e re-arranjando os termos podemos colocar o
resultado na forma

0
(GFiOGFj_GFjOGFi)(x) = P = JV<{E7P}}) = G[Fz,FJ](x)
_a_q{Fi’Fj}
(B.4)

Assim, se as fungoes estdo em involugdo, {F;, Fj} = 0, os campos vetoriais
correspondentes comutam, [Gg,, Gr,] = 0.



Apéndice C

Comutacao dos Fluxos em M

Mostraremos aqui que se os campos vetoriais G;(z) e G(x) comutam, entao
seus fluxos gj(z) e g5 () também comutam. Em primeiro lugar consideramos
t e s infinitesimais. Nesse caso

gi(z) = x + tJVF(x) = 2 + tGi(x). (C.1)

Expandindo o comutador em série de Taylor até segunda ordem em ¢ e s
temos

9ig5(x) — g9t (x) = Art + Ags + Agst + Ays® + Ast® + O(3). (C.2)
Podemos ver imediatamente que quatro dos coeficientes A; sao nulos:
(a) se s = 0 o lado esquerdo é nulo, portanto A; = A5 = 0;
(b) se t =0 o lado esquerdo é nulo, portanto Ay = A4 = 0.

Mostraremos agora que Az também é zero, de forma que o comutador é
de ordem trés em ¢ e s. Usando ¢ e s pequenos e a eq.(C.1)) recursivamente
podemos escrever

9i(g5(x)) = gi(x + sGj(x)) = x + sGy(x) + tGi(x + sG;(x))
(C.3)
g(gi(x) = gi(x +tGi(x)) = v + tGi(x) + sG;(x + tGi(x)).
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Os ultimos termos dessas expressoes podem ser calculados:

2 [F(qusap,p—Sai)]

OF; OF;
— 5 [E-(q +855,p— sa—q)]
C4
2 [Fi(q.p) + s{Fs F})] (©4)
— 2 [Fi(g,p) + s{F, F}}]
= Gz(x) + SG{Fi,Fj}(x)-
Analogamente,

Substituindo esses resultados nas equagoes ((C.3]) obtemos
gf(gj(x)) =z + sGj(x) + tGi(z) + tsGip, pyy ()

(C.6)
gj(gf(:v)) =2+ tGi(x) + sGj(w) — stGip, pyy (7).
Subtraindo uma da outra temos finalmente
9195 (x) — g59i(x) = 2tsG g, pyy(x) =0 (C.7)

se {F;, F;} =0.

Consideremos agora a propagacao por tempos finitos, como ilustrado na
figura C1. Vamos de x para y pelo caminho C; andando N passos na diregao
de tamanho € com o fluxo de F, (de tal forma que Ne = t3) e depois M
passos com I (tal que Me = t1): gM<g¥<(x). Depois fazemos o inverso pelo
caminho Cy: g5 ¢gi¢(z).

Para deformarmos C; em C5 temos que fazer NM operacoes infinitesi-
mais, como ilustrado na figura C2 para N = M = 2. A cada passo mudamos
o percurso em apenas um quadradinho elementar. O erro que aparece de-
vido & nao comutatividade dos fluxos é de ordem €* para cada uma dessas
mudangas. O erro total acumulado é

NMe* = (Ne) (Me)e = titye — 0. (C.8)

Portanto os fluxos comutam também para tempos finitos.
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COMUTACAO DOS FLUXOS EM Mg
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Figura C.1: Propagacao por tempos finitos de x a y pelos caminhos C} e Cs.

A

A

Figura C.2: Deformagao dos caminhos de propagacao em um trecho do per-

curso total.
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Apeéndice D

Variaveis de acao e angulo para
o problema de Kepler

No capitulo 9 consideramos o problema de trés corpos movendo-se em um
plano. Assumimos que o corpo principal tem massa M >> m >> u, onde
o corpo de massa p ¢ um corpo de teste e m faz o papel de perturbar sua
orbita. Como M >> u, vamos supor que M estd fixo na origem e, neste
apéndice, vamos esquecer de m. A Hamiltoniana para o problema de Kepler
com M no centro e p orbitando em sua volta é dada por
1 1 M
H= pr + 2M2p§ — peQ — % (D.1)

O termo py€) aparece porque estamos em um referencial que gira no plano
da oOrbita com frequéncia 2. Esse termo nao tem um papel fundamental
no célculo das variaveis de acao e podemos fazer 2 = 0 se quisermos obter
resultados no referencial do centro de massa.

O problema é claramente integravel, e tanto H quanto py sao constantes
de movimento. A variavel de agao Iy é obtida trivialmente de

1 27
I, = — df = p,. D.2
6 277/0 Do Do ( )

A variavel de acao I, por outro lado, é bem mais dificil de calcular.
Substituindo py por Iy e H por E obtemos

2
:—prdr——%\/Zu E+Q[9+G M) ‘gdr. (D.3)
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Figura D.1: Linha de corte para a fungao f(z) = /z.

Como o integrando tem um polo na origem (e também um polo no infinito), é
conveniente fazer a integracao pelo método dos residuos. Esse cédlculo foi feito
primeiramente por Sommerfeld e esta esquematizado no livro do Goldstein.
No entanto, a integral envolve uma raiz quadrada, e vao aparecer as chamadas
‘linhas de corte’ (branch cuts, em inglés) e as folhas de Riemann associadas.

Para entender como isso funciona, considere f(z) = /z. Escrevendo
z=re? (r >0 e 6 real) obtemos f(z) = r'/2¢?/2. Para 0 = 0, f(z) = /2.
Para 0 = 7, f(z) = +ir'/2. Para § = 27, f(2) = r'/?¢™ = —r'/2. A linha
f# = 0 apresenta uma descontinuidade e nao pode ser cruzada e é a ’linha
de corte’. Ao passarmos de § = 27 — € para 6 = 27 + € temos que assumir
que f(z) passou continuamente de —r'/2e=*/2 para —r'/2e**/2 entrando na
segunda ‘folha de Riemann’, e ndo na primeira, onde f(z) = +r!/2et/2, A
situagao ¢ ilustrada na figura [D.1]

A fungdo que vamos integrar é da forma f(z) = /(2 — z)(z1 — 2).
Nesse caso a linha de corte deve ser escolhida conforme mostra a figura
D.2(a). Perto de z = z, podemos escrever \/z — zp = €/2e/2 e f(2) =
V21 — zpe'2e? (figura [D.2(b)). Para = 0, acima da linha de corte, o
sinal da funcao é positivo, para # = 7 aparece +i e para 6 ~ 27, abaixo da
linha de corte, o sinal da fungao é negativo.

Perto de z = z; a situagao é um pouco mais complicada. A figura (C)
mostra o vetor z— zq, mas precisamos de z; — z, que aponta na direcao oposta.
Escrevendo z—2z; = €€, entdo 21—z = e’ e f(2) = /21 — zge'/2e0=7)/2,
Quando z esta sobre o corte, 8 = 7 e o sinal é positivo. Quando z esta sobre
o eixo real, § = 0 e aparece —i. Finalmente, quando z estda sob o corte,
f# = —m e o sinal fica negativo.

Voltando & integral I, e definindo A = —2u(E + Qly), B = GMp? e
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Figura D.2: Linha de corte para a funcio f(z) = v/(z — 20)(21 — 2) e detalhe
das vizinhancas de zy e de 2;.

C = I} podemos escreve-la como

Ir—ij{\/—/l—i—ﬁ—gdr.
s r 72

Como E < 0 vamos supor que A > 0. Para mostrar que a integral é singular
tanto na origem como no infinito podemos ainda reescreve-la de duas formas
diferentes:

I = %7{\/72\/—7"24— % - %dr: %%@wr—mm —r)(c]z“4)

ou, definindo u = 1/r,
1 e A  2Bu 1 VC
= —-—— —_ P - 2 — = Vv — —
I, 27rf u2 C + e u? du o - \/(u u_)(uy —u)du
(D.5)

onde
BF¥+V/B? - AC
ry = A
sao os pontos de retorno radiais e ux = 1/r,. O polo na origem é de primeira
ordem. O no infinito, u = 0, de segunda.

A integral serd feita ao longo do contorno ilustrado na figura[D.3] Observe
que quando vamos de r_ para r, o momento radial p, é positivo e tomamos
o sinal positivo da raiz. Na volta, de ry para r_, p, < 0 e tomamos o sinal
negativo da raiz. O contorno I' deve ser pensado como envolvendo o resto do
plano complexo, para evitar a linha de corte. Assim, incluiremos o residuo
na origem, com fase +i, e o residuo no infinito, com fase —i:

I, = 2mi{(+1) |residuo em 0| + (—3) |residuo emoo]| } (D.6)
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Figura D.3: Caminho de integracao e singularidades de I,.

O residuo na origem, de acordo com a equagao é %\/Z\/T_nr =
v/—C, com C = I?. Se ndo tivéssemos feito a analise de sinais ndo saberfamos
se isso é +ilp/2m ou —ily/2m. Mas isso ja estd decidido em e s6
precisamos de moédulo, Iy.

O polo no infinito, ou na origem de u, é de segunda ordem. Escrevendo
o integrando em 1} na forma h(u)/u? o residuo é h/(0) = %\/5(“+ +
u_)/\/—uu_ = B/(2m/—A). Novamente s6 precisamos do médulo que é
B/(2nVA).

Substituindo de (D.6])) obtemos

GM 2

I, =—Ij+B/VA=—I+ : D.7
o+ B " /—2u(E + Q) (B-7)
Resolvendo para E obtemos finalmente
2 M2 3
H(L, I — — M g, (D.8)

oI, + Ip)?
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