Pigina 1

Capitulo 1
CALCULO DE VARIACIONES

§1. Introduccién.
Consideremos los siguientes dos problemas.

Problema 1. Sean P y ) dos puntos en el plano cartesiano. Se
requiere encontrar la curva que va de P a () y que tenga la longitud
minima. Esto es, se requiere

b

minimizar/ V1+(9)?de

a

en donde y = y(z), ¥ = dy/dz y ademas

Problema 2. Supongamos que P yace en la parte superior del plano
cartesiano y que () yace en el eje horizontal. Considere la curva que va
de P a @ dada por y = y(z). Sea g la constante gravitacional. Si una
canica de masa igual a m se desplaza a lo largo de esta curva bajo la
accién de la gravedad, entonces la energia cinética es igual a la energia
potencial, y por lo tanto

Se cumple entonces que

% = v = /29y endonde ds = /14 (y)?dz.
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Se requiere encontrar la curva y = y(z) de descenso mas rapido, esto
es, se requiere

b
V1 7)?
minimizar / ;(y) dx.
VY
La curva de descenso més rapido de denomina “braquistocroma’. [

§2. La ecuacion de Euler.

En los dos problemas del apartado §1, se requiere hallar una funcién
y = y(x) que haga minina una integral de la forma

b

(3) I(y) = / F(a,y,§) da.

a

Para hacer énfasis en que el dominio de I(y) es un espacio de funciones,
se dice que I(y) es una funcional. Con més precision, se debe especificar
siempre cual es el espacio de funciones en donde opera la funcional I.
En los Problemas 1 y 2 anteriores, se puede tomar como dominio de la
funcional, el siguiente espacio de funciones con dos derivadas continuas

(4) D = {yeC?a,b] : P=(a,y(a), Q= (byb))}
en donde P y @ son puntos fijos del plano cartesiano.

Para encontrar una condicién necesaria para un éptimo de I(y)
el siguiente resultado es 1til. El siguiente se llama “lema fundamental
del cédlculo de variaciones”.

Lema 5. Sea f:[a,b] — R una funcién continua. Supongamos que
para toda funcién 7 : [a,b] — R, con derivada 1 continua y tal que
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n(a) = 0 = n(b), se cumple que f: n(z) f(x) dx = 0. Entonces f(x) =0
para cada x € [a, b)].

Demostracién. Supongamos lo contrario. Entonces existe £ € (a, b)
tal que f(§) # 0. Se puede suponer que f(§) > 0. Puesto que [ es
continua, entonces existe € > 0 tal que

e-gl<2  impliea  Sf(6) < fla).

Sea m(x) una funcién con derivada continua y no negativa tal que
n(z) = 0 para cada = € [a,b] \ (£ — 2¢, & + 2¢). Podemos suponer
también que

n(z) =1 para cada x € (§—€E+e).

Entonces tenemos
b e

/n(w)f(x) dx > /f(a:) de > ef(€) > 0.
E—e

a

Esto es una contradiccién. B
La ecuacién (7) que sigue se llama la “ecuacién de Euler”.

Teorema 6. Sea I(y) como en (3). Sea D como en (4). Si I(y) =
inf {I(z) : z € D} y ademds y € D, entonces

7 Fr——= =0.
(7) 2 dx 0

Es frecuente escribir la ecuacién (7) como

or () =
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Demostracion del Teorema 6. Supongamos que y es tal que
I(y) = inf{I(z) : 2 € D}. Sea n(z) una funcién suficientemente
suave y tal que n(a) = 0 = n(b). Sea o un nimero real. Sea

z(z) = y(z) + an(z).

Entonces z € D. Consideremos ahora la funcion H : R — R, definida
mediante

- / Flx, y(z) + an(z), §(z) + an(z)) dr.

a

Puesto que I(y) = inf {I(z) : z € D}, entonces H(a) alcanza un
extremo en a = 0. Por lo tanto

H(0) =0.

Calculando la derivada dentro de la integral, se obiene

Por otra parte,

OF dx . dz dz B
oo do do doa

Por lo tanto,

b
10) = [ {Fa@hn) + Bt} de = o

a
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Integrando por partes, se obtiene que

b

/ Fy()i(z) de = n(z)Fy(z)

a ~————  a

es igual cero

El término integrado es igual a cero, ya que n(a) = 0 = n(b). Se cumple

entonces que
b

/n(w){Fg — %Fg} dr = 0.

a

El teorema se sigue ahora del Lema 5. R

63. Casos especiales.

En esta seccién consideramos algunos casos del problema de optimizar
la funcional

cuando F' es de una forma especial.

Puesto que

dF; dy d?y
— = F Fao—= 4+ Fy5—=
I 31 + £'32 I + £33 Iz2

entonces la ecuacién de Euler también se puede escribir como

d? d
Y +F32—y + (F31 — F) = 0.

8 Faa —=
(8) 33 dx2 dx
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Proposicion 9. Si F' no depende de x ni de y, entonces la ecuacion
de Euler se reduce a
d?y
8875 ~ 0.
Ejemplo 10. Resolvamos el Problema 1. En este caso F' = /1 + ()2
no depende ni de = ni de y. Ademas

1 3
o= {1 20
Por lo tanto, se cumple que
d2
—g =0 y entonces Yy = c1 + cox
dzx

para algunas constantes c¢; y co. 0

Proposicion 11. Si F' no depende de y, entonces la ecuaciéon de Euler
se reduce a
F3 = constante.

Demostracién. En efecto,

dFs dFs
0=F- 23 - %53
> g dx
Ejemplo 12. Entre las curvas que unen los puntos P = (1,3) y

Q@ = (2,5) hallar la curva en la cual

2
/yl—i—a:y
1

alcanza un extremo.
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En este caso, F' no depende de y y por lo tanto
F3 = constante o bien 14 22%y = e
La solucion de la ecuacion diferencial

c—1 cl-l-
es = — + 9.
212 y T 2

y =
La extremal buscada esy=7— —. 0
x

Proposicion 13. Si F' no depende de x, entonces la ecuacion de Euler

se reduce a
dy
F3;—= — F = constante.
dx

Demostracion. En efecto,

2
i(Fg,d—y—F> _ dvdy o dy dE

dzx dzx dz dx Sdz2 ~ dx
dFs5 dy d2y dy d2y
ARy Py (g g Py
dr do 13 ape (1+ 200 T3 g2
dF.
- y{—‘?’—FQ} —F =0
dx

yva que la expresion entre paréntesis es igual a cero por la ecuacion de
Euler y ademés F} = 0 por hip6tesis. i

Ejemplo 14. He aqui la solucion del Problema 2. Para este caso
tenemos
1+ (y)?
N/

F(z,y,9) =
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Por la Proposicion 13, se cumple que

(1) 1+ (©)?

VIVITE?

Esto ultimo se reduce a

= constante.

y(1+ (y)2) = c.

Es una tarea facil verificar que para cualesquiera a, b y 0, la siguiente
es una solucién de esta ecuacion diferencial

r = a+b{t—cos(t+0)} y y = b{1+sen(t+0)}.

En efecto, escribiendo S en lugar de sen(t 4 ) y ademés C' en lugar
de cos(t + 0) , se cumple que

dy\2 C N2 2 2
T () = 1+<1+S> " 135 "

Ejemplo 15. Consideremos el problema de determinar el consumo
que maximiza la utilidad descontada total sobre un periodo de tiempo
T, es decir, queremos

(16) maximizar /e“St U{c(t)} dt

0

en donde ¢(t) es la cantidad consumida al tiempo t. Mediante U(c) se
denota la utilidad debida al consumo c. Suponemos que U es creciente
y coOncava, de manera que

aUu d*U

— >0 — < 0.
dc - Y dc? <
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La utilidad futura se descuenta a una tasa 6. Para un consumidor
impaciente, d es grande.

El suponer que U(c) es una funcién creciente, es debido a que
un mayor consumo produce una mayor utilidad (o satisfaccién). El
suponer que U/(c) es concava es debido a que el consumo de las primeras
unidades (de helado, por ejemplo) produce un utilidad mayor que el
consumo de las ultimas unidades. Esta es la ley de los rendimientos
decrecientes.

Si K = K(t) es el capital, entonces
(17) K(t) = rK(t)+I(t) — c(t)

en donde I = I(t) es el ingreso determinado de manera exégena. FEl
capital gana intereses a razon de r. Pedimos ademas que

K(0) = K y K(T) = Kr.

Se puede usar la ecuacién (17) para eliminar ¢ de (16), y asi queremos

T
maximizar /e_‘stU(rK + 1 — K) dt.
0

Sea F(t,K,K) = e 'U(rK + I — K). Entonces
Fy =re U c) y Fy = —e°'U(c).
La ecuacién de Euler

P = %Fg implica — %c’ =r—24.
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Por hipétesis se cumple que U / U > 0. Por lo tanto

de

— >0 & 0.
dt> r >

Supongamos ahora que U(c) = logc y también que I(t) = 0 para
cada 0 <t <T. Supongamos ademas que K = 0. Entonces

Cor_s o bien K —rK = —¢(0)em9t,
c

Multiplicando por e~"*, integrando y usando K (0) = Koy y K(T) =0,
se obtiene que

1— —dt (r=0)t
— ﬁ} o bien C(t) = 5K06— O

K(t) = e”KO{1 —

84. Condicién de segundo orden.

En esta seccién se obtiene una condicion necesaria para que un extremo
sea un maximo.

Teorema 18. (Legendre). Si ff F(z,y,9) dx es maximo en y = y*,
entonces

Fs3(z, y*(z), y*(z)) < 0 paracada z € [a,b].

Demostraciéon. Sean:[a,b] — R una funcién tal que n(a) = 0 = n(b).
Sea

b
g(a) = /F(t,y+om,z'/+aﬁ) dz.
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Supongamos que g(a) alcanza un méximo en a = 0. Entonces se
cumple que §(0) < 0. Ahora bien,
b
§(0) = / {F22772 + 2F%3mn) + F33(77)2} d.
Por otra parte,
b b
b d
2/F237777d$ = 1’ Fas —/Uzd—FQ:a dr.
a h\’—% a v

igual a 0

Por lo tanto
b

g(0) = /{772 <F22 - %Fz?,) + (ﬁ)ngg} dz.

a

El teorema se sigue ahora del Lema 19 que aparece a continuacién. B

Lema 19. Sean f y g funciones continuas tales que
b
[ {s@i@ + g} o < o

para cada funcién n. Entonces f(x) < 0 para cada x € [a,b].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
0 € (a,b) es tal que f(0) > 2. Entonces existe § > 0 tal que f(z) > 1
para cada |z| < J. Sea

( T 1
—4+1 si—=<2<0
5+ sl 5_.%’_,
@) = 2%, do<o<—1
5+ si0<zx< 5’
\ 0 en otro caso.
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Para esta eleccion de i, cuando § — 0, tenemos que

b

+6
—/gnQd:L' > /fﬁQdac >
)

a

+d

1.2 2
-9

Ejemplo 20. Se requiere optimizar

~J@Pdren y0=0 ¥ y(1)=1

En este caso F33 = —2 < 0. Por la proposicion 9, sabemos que y = x es
la solucién que hace que — fol ()2 dx tenga un extremo. Por el Teorema
18, sabemos que este extremo es un maximo. [J

§5. Ejercicios.

Hallar las extremales de las siguientes funcionales.

Ejercicio 21. I(y) = [(z+ (9)*) dz, y(0)=1, y(1)=2.

Ot —

Ejercicio 22. I(y) = [(y*> + (¥)?) dz, y(0)=0, y(1)=1.

o .

senh x

Respuesta. y = .
senh z

b
Ejercicio 23. I(y) = [(zy + (9)?) d.

a

.%‘2

Respuesta. y = cy + coxr — T
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Ejercicio 24. Sea D = {y € C?[0,7/2] : y(0) =1, y(7/2) = 1}. Para
cada, y € D sea

/2
(25) I(y) = / (v — (§)?) do.

Muestre que I(y) alcanza un éptimo igual a 2 en y*(z) = cosz +sen,
esto es, muestre que I(y*) = 2. Ahora considere la funcional I(y)
definida en (25), en donde y es una funcién de la forma

2
y(r) = 1+ ax — 222 con a € R.
T

Muestre que en este caso, el 6ptimo es igual a

m(—240 + 72)

T — 1.99957536 - - .
12(—40 4 72)

Ejercicio 26. Sea D = {y € C?[0,7/2] : y(1) =0, y(2) = 3}. Para
cada, y € D sea

(27) 1) = [ do
1

Muestre que I(y) alcanza un éptimo igual a 24 en y*(x) = 4 — (4/2?),
esto es, muestre que I(y*) = 24. Ahora considere la funcional I(y)
definida en (27), en donde y es una funcién de la forma

y(r) = 2a — 3+ (3 —3a)z + az? con acR.

Muestre que en este caso, el éptimo es igual a 24.9333.
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Por ultimo, considere la funcional I(y) definida en (27), en donde
y es una funcion de la forma

y(z) = 2a+66—-3+(3-3a—T70)z+az’+ 32> con a, 3 € R.
Muestre que en este caso, el éptimo es igual a 24.0766.
Ejercicio 28. Sea F(z,y) = y + xy. Muestre que ff F(z,y) dz

no depende de y = y(z). Por lo tanto, el problema de optimizar
f; F(z,y) dz no tiene sentido.
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Capitulo 2
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

§1. Introduccion.

La técnica de los multiplicadores de Lagrange es una herramienta
util en la solucion de problemas de optimizacién bajo restricciones.
La técnica de los multiplicadores fue aplicada por primera vez por
Lagrange, a problemas del calculo de variaciones, en su tratado de
Mecanica Analitica de 1788.

Figura 1.

Supongamos que queremos maximizar F'(x) sujeto a la restriccién
R(z) = rg. La restriccién R(z) = ro define una curva C, ver Figura
1. El gradiente Grad F' es la direccién a lo largo de la cual F' se
incrementa lo mas rapido posible. Si la proyeccion de Grad F sobre la
tangente L a la curva C en el punto x no es nula, entonces el valor de
F' se puede incrementar si nos movemos a lo largo de C' en la direccién
indicada por la proyeccién de Grad F' sobre la tangente L. Como L es
perpendicular a Grad R, entonces existe A tal que

F(z*) =sup{F(z): R(z) =ro} = Grad F(z*) = AGrad R(z").
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§2. La variacién de Gateaux.

En esta seccién y en todo lo que sigue, mediante X' se denota un espacio
vectorial normado. El caso més interesante para nosotros, es cuando
X es de dimensién infinita.

La siguiente definicion es por completo analoga a la definicion de
derivada direccional del calculo diferencial en R™. Ver por ejemplo,
Analisis Matematico de T. Apostol, Capitulo 12.

Definicién 1. Sea J: X — R una funcional definida en un espacio
lineal X'. Sean y y n elementos de X'. La expresion

d
G[JJy = EJ(eren)

se llama la variaciéon de Gateaux de J evaluada en y y con respecto de
n. 0

Ejemplo 2. Calcular la variacién de F(y f {y }2 dx. Primero,

F(y + en) /{y + 2eyn + € n2}dm.

Por lo tanto,
p b b
£F(y +en) = Q/y(x)n(:v) dx + 26/?72(.CB) dx

Haciendo que € = 0, vemos que G[F]Y = 2 f y(z ) dz. 0

La demostracion del siguiente resultado es facil y se sugiere que el
lector la intente a modo de ejercicio por si mismo.
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Teorema 3. Sea J : X — R una funcional definida en un espacio
lineal X. Suponga que y* € X es un extremo local de J. Entonces

G[J]Y =0 paracada ne€X.

Demostraciéon. Supongamos que existe n € X tal que « := G[J]%*
no se anula. Suponemos sin perder generalidad, que a > 0. Entonces

Jy* +en)— J(y*) = ae+o(e)

en donde @ — 0 cuando € — 0. Nétese ahora que
€

Jde<0: ae+o(e) <0 = Jy* +en) < Jy),

Jde>0: ae+o(e) >0 = Jy* +en) > J(y¥).
Por lo tanto J(y*) no es minimo y no es méximo. N

En la demostracién del Teorema 6, Capitulo 1, se probd que

b
aiy = /n(@{FZ - %Fg} da.

a

El Teorema 3 anterior, implica que G[/]¥ = 0, para cada n € X, es una
condicién necesaria para que y sea un extremo.

Para la discucion en torno al Teorema de los Multiplicadores de
Lagrange, la siguiente definicién es necesaria.

Definicién 4. Sea F' una funcional con variacién G[J], definida en un
conjunto abierto D de un espacio vectorial normado X. Se dice que la
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la variacién G[J] es debilmente continua en = € D, si para todan € X
se cumple que

lim G[J]y = G[J];.

Yy—x
Con mas precision, se requiere que para toda n € X

G[J]Y — G[J]; cuando llz—y|l — 0

en donde || - || es la norma en X. [

63. Teorema de Lagrange.
Enunciamos a continuacion el Teorema de la Funcion Inversa.
Teorema 5. Sea F':R" — R"™ una funcién de la forma

F(z) = (fi(z), fa(),..., fu(z)) con z=(21,22,...,20).

Suponga que las derivadas parciales 0f;/Ox; existen y son continuas
en una vecindad de z°. Suponga que el Jacobiano de F no se anula en
xo, esto es, que

3fz')

0 £ det(axj

o
x
Entonces existe una vecindad abierta U de z° y una vecindad abierta
V de y° = F(2°) tales que

F:U—-V

es biyectiva. Ademds, la funcién inversa G = F~! tiene una derivada
continua.

Para dar una idea de la demostracion, nétese que una funcién
diferenciable F':R™ — R" se deja aproximar muy bien por una funciéon
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lineal. La funcién lineal en cuestién estd representada por la matriz
(0fi/0x;). Una funcién lineal es invertible si y sélo si su determinante
no es nulo. Para los detalles de la demostracién, ver por ejemplo,
Analisis Matematico de T. Apostol, Capitulo 13.

El Teorema 5 requiere que las derivadas parciales 0f;/0x; sean
continuas en una vecindad del punto xy. Para poder cumplir este
requerimiento, pediremos que las variaciones de nuestras funcionales
sean debilmente continuas. Ver la Definicién 4.

Definicién 6. Si R: X — R es una funcional, entonces escribiremos

DR=r] = {z€X : R(z)=r}.0

El siguiente es el “Teorema de los Multiplicadores de Lagrange”

Teorema 7. (Lagrange). Sean F' y R funcionales definidos en un
conjunto abierto D de un espacio vectorial normado X. Sea ryo € R un
numero real tal que D[R = ry] # (). Sea x* un vector extremo local de
F en el dominio D[R = rg], de modo que

F(z*) = sup {F(m) : xED[R:ro]}.

Suponga que las variaciones G[F] y G[R] son debilmente continuas
en una vecindad de x*. Entonces se cumple al menos una de las dos
posibilidades siguientes

(a) G[R]z* = (0 para caday € X.

(b) Existe una constante A tal que

G[F]”y”* = )\G[R]Z* para cada y € X.
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Demostraciéon. Probaremos que si y, z son elementos de X’ entonces

* *

GIFly  GIFIZ
(8) 0 = det ( . *> .
GlR]y  G[R]Z

Si existe w € X tal que G[R]% # 0, entonces (8) implica que (b) se
cumple con
GIFT;

w

GRZ

w

Para probar (8), sean y, z vectores fijos no cero en X. Consideremos
las funciones

F(a,B) = F(a" +ay+pz),  R(a,p) = R(z" + ay + 0z)

definidas en un disco U C R? abierto con centro en el origen del plano
cartesiano R2.

F(x*)

Figura 2.

Nos gustaria invertir el mapeo

(9) (@,8) +— (F(a, ), R(e, B))
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en el punto

(F(0,0),R(0,0)) = (F(z*),r0).

Por el Teorema de la Funcion Inversa, es posible invertir el mapeo
(9) en el caso de que

(10) 0 # det| _  _
Ri Ry

en donde las derivadas parciales en el determinante anterior se evaluan
en (o, 3) = (0,0). Ahora bien,

Fl(Oé, ) = lim ﬁ(a+e,ﬁ)—ﬁ(a—ﬁ)

e—0 €

= liml{F(x*%—ay—l—ﬁz—l—ey) —F(w*+ay+ﬁz)}

e—0 €
= G[F];, endonde w=z"+ay+ Bz

Haciendo que o — 0 y 8 — 0, se obtiene

*

F1(0,0) = G[F]; .
Lo mismo vale para las otras derivadas parciales. Por lo tanto, si
(8) no se cumple, entonces (10) si se cumple. En este caso existe el
mapeo inverso a (9). Consideremos ahora el segmento de linea recta
horizontal que pasa por el punto (F(z*),ro). Ahora es claro que z* no
es un vector que optimiza la funcional F', ya que existen valores de «
y [ tales que
F(z*) < F(z* +az+ By). 1
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Figura 3.

§4. Politica de consumo 6ptimo.

Consideremos el caso de una persona con un ingreso conocido I =
I1(t). El problema es determinar la proporcién del ingreso destinada
al consumo y la proporcion destinada al ahorro. Se requiere que la
politica de consumo maximice la utilidad total.

Mediante S = S(t) se denota el volumen de la cuenta bancaria.
Mediante ¢ = ¢(t) el consumo al tiempo ¢. La ecuacién que rige la
dindmica del problema es

(11) S=I+aS—-c
en donde « es la tasa de interés bancaria. Resolviendo la ecuacién
diferencial (11), obtenemos

t

(12) S(t) = €Sy + ot / eELI(E) — o(6)) de

0

en donde Sy son los ahorros iniciales.
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Denotaremos mediante S(7') = Sp los ahorros finales deseados.
Aqui T es el tiempo final del ejercicio.

Rearreglando la ecuacién (12), tenemos
(13) R(C) =70

en donde

(14) R(c) = /e_o‘tc(t) dt,

T
(15) ro = So —e TSy + /e_atl(t) dt.
0

De esta manera se ha reescrito la condicién diferencial (11) de una
manera mas conveniente para aplicar el Teorema de los Multiplicadores
de Lagrange.

Como medida de la utilidad causada por la politica de consumo
¢, proponemos

J(c) = /F(t,c(t)) dt

en donde F' es una funcién creciente con respecto al argumento ¢(t), de
modo que un mayor consumo provoque una mayor utilidad. Ademas,
F' debe ser una funcién concava con respecto al argumento c(t). Esto
es por la ley de los rendimientos decrecientes. Para fijar ideas, supon-
dremos que

F(t,c) = e Ptlog(l+¢)

en donde (3 es la tasa de inflacion.
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Como dominio de las funcionales R y .JJ tomamos
D = {ce€C[0,T] : ¢(t) > 0 para cada t € [0,T]}.
En el espacio vectorial C[0,T] se toma la norma uniforme

el = ma |e(t)|.

Puesto
T

% /e_ﬁt log {1 +¢(t) +en(t)} dt = /e_ﬁt 1+ c(?)(t}r en(t) «

entonces
T

GlJ) = /e_ﬁt% dt
0

De manera similar, se ve que

La desigualdad

T T
[ [ nal < e el mas o)
- C—C1|| mmax
el ndt| < 1 "
0

1+ (B 0<t<T

muestra que la variacién G[J]; es debilmente continua. De manera
similar se prueba que G[R];, es debilmente continua. Tomando n(t) = 1

para cada t € [0,7], se tiene que

T
GIR; = /e—at dt > 0.
0
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Por lo tanto, la primera opcién del Teorema de los Multiplicadores de
Lagrange no se cumple para toda n. Por lo tanto, existe una constante
A tal que si ¢* € D[R = rp| maximiza J(c), entonces G[J]%* = )\G[R]Z*
para cada n € C[0,T]. Por lo tanto

[{_" — e ln(t) d
B t)dt = 0.
/ 1+c*(b) + (¢ © }77( )
0
Puesto que el inegrando debe ser igual a cero, entonces

() = —1+ ;exp {(a—B)t).

Sustituyendo ¢* en la condicién R(c*) = r¢, se obtiene

T

1 - —aT —at 11— e—aT ﬁ
X—{So—e ST+/€ I(t) dt + 5 }(1_6_51,).
0
Por lo tanto
1—e T I}
* = — ((X*B)t
(16) (1) 1+[r0+ - }(1_6_5T>e

es la expresién para el consumo 6ptimo, en donde 7y es como en (15).

0J
Ejercicio 17. Pruebe que a—(c*) =\
o

§5. Problema isoperimétrico.

El problema isoperimétrico tratado en esta seccién, nos permite dar
una interpretacion econémica de multiplicador A de Lagrange.
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Definicién 18. Consideremos las dos funcionales

b b

I(y) = / Fe,y.)de y  R(y) = / Gy, 4) d.

a a

Sea B una constante. Un problema isoperimétrico consiste en

maximizar J(y) sujetoa  R(y) = B.O

En un problema isoperimétrico, podemos proceder como en la
demostracion del Teorema 6 del Capitulo 1, y asi ver que

b
Gl = [ {r- L F}an

a

b
C[R)Y = /n(x){(;g . %Gg} dz.

a

Por el Teorema de Lagrange, vemos que debe existir una constante A
tal que para toda 7, se cumple que

/n(:c) [(Fz - %Fg) - A(02 - %GS)] dr = 0.

Por lo tanto, debe cumplirse que

(19) (Fr — AG2) — %(F3 - AG3) = 0.

Teorema 20. Sea y* la solucién del problema isoperimétrico y sea

b
V = /F(x,y*,y*)dx

a
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el valor de la funcional. Entonces

av

— =\
dBly

Asi pues, A representa la ganancia contribuida por una unidad marginal
(i.e., una unidad adicional) del recurso.

Demostracion. Escribiremos y en lugar de y*. Primero nétese que

b
/ (z,y,9) AG(fc,y,y')} dr + AB.

Entonces

b

av. oy 8y ay 8y

:/{(FQ—AGQ)% (Fs )\Gg)gB}der)\

Puesto que y(a, B) = 0 = y(b, B) para cada B, entonces

A% d Jy
@—)\ /{(FQ—)\GQ)——x(Fg—/\G:;)}aBdZB

Ahora sélo basta observar que (19), implica que la expresién entre
llaves que multiplica a dy/0B, es identicamente cero. R
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Capitulo 3

PRINCIPIO DEL
MAXIMO DE PONTRYAGIN

§1. Formulacién del principio.

En este capitulo consideramos el importante Principio del Maximo de
Pontryagin para la solucién de problemas de control éptimo. Antes de
formular el Pricipio del Maximo, consideramos un ejemplo muy simple
de problema de control éptimo.

Ejemplo 1. Supongamos que el crecimiento de una planta se puede
acelerar mediante una luz artificial. Sea z(t) la altura de la planta al
tiempo £. Entonces

dzx

en donde u = u(t) es el exceso de la tasa de crecimiento debido a la
luz artificial. Supondremos también que

(3) z(0) =0 y que z(1) = 2.

Sea
1

1

0
el costo total debido a la luz artificial.

El problema es minimizar J sujeto a las condiciones (2) y (3). La
solucién de (2) que satisface la primera condicién de (3), es
t
z(t) = / (1+u(t)) dt.

0
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La segunda condicién en (3) implica que fol u(t) dt = 1. Por lo tanto

1
/ [(w—1)*+2u—1] dt
0

1 1
1
=l vras funa- b= [
0 0

Vemos entonces que J toma a 1/2 como valor minimo y este minimo

l\.')l»—t

1
—1 dt + —.
U —1—2

[\DI»—l

o —

se alcanza cuando u(t) = 1 para cada t € [0,1]. O

Problema 4. En un problema de control éptimo, se requiere

T

(5) maximizar /g(x(t),t,u(t)) dt
0

sujeto a las siguientes condiciones
(6) &= f(z,t,u), 2(0)=mz, z(T)=z1, uwel

Mediante U se denota el conjunto de controles admisibles que por
definicién es la clase de funciones reales continuas por pedazos u(t)
para cada t € [0,7], que satisfacen

u(t) e U;
en donde U; es un intervalo, posiblemente infinito. 0
Definicién 7. El Hamiltoniano H asociado al Problema 4 es la funcién

H=g+Af
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en donde A = A(t) se llama la variable adjunta. 0
Ahora podemos enunciar el Principio del Maximo de Pontryagin.

Teorema 8. (Pontryagin). Si u* resuelve el Problema 4, entonces
se cumple que

o

A = 5 y ademads H(u*(t) = Z%%};H(u(t))
para cada t € [0,T]. En el caso de que x(T) no esté restringida,
entonces A(T') = 0. Ademéds 'H es constante a lo largo de la trayectoria

optima y esta constante es igual a 0 si T' esta libre.

La condicién A(T') = 0 se llama “condicién de transversalidad”

Si u(t) yace en el interior de Uy, entonces u hace maximo H siy
solo si

OH
%—0.

Ejemplo 9. Consideremos nuevamente el problema tratado en el
Ejemplo 1. En este caso el Hamiltoniano es

1
H = —§u2 + A1+ w).

Puesto que la variable adjunta A\ satisface

A= _on =0 entonces A=A
Ox
en donde A es una constante. Por otro lado, 0H/0u = 0 implica

u = A. Puesto que x satisface la condicién (2) y puesto que u ya esté
determinada, entonces
T =14+ A.
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La solucién de esta ecuacién que satisface las condiciones inicial y final
(3), es
x =2t en donde A=1.

Por lo tanto, el control éptimo es u(t) = 1 para t € [0,1]. 0

Ejemplo 10. Se requiere

1
maximizar — / u?(t) dt

sujeto a las condiciones

T =x+u, z(0) =1, z(1) =0.

Nétese que en este caso tenemos que U; = (—00, 00) para cada t € [0, 1].
El Hamiltoniano asociado a este problema es

H = —u? + Nz +u).

Por el Principio de Pontryagin, tenemos que

OH

A= —ar = o bien A(t) = Ae™t.

Ahora queremos maximizar el Hamiltoniano,

0 A
0= —H = —2u+ A y por lo tanto u= —e '
ou 2
Puesto que 0*H/0u? = —2 < 0, entonces u = Ae™!/2 es un maximo.

Puesto que © — x = u, entonces

A, A

T—x= 56_ o bien z(t) = Be' — Ze_t.
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Las condiciones inicial y final implican que

4e2 1
B = .
Y 1—e2

A_

1 —e2

A modo de ejercicio, el lector puede verificar que el Hamiltoniano es
constante a lo largo de la trayectoria 6ptima y que esta constante es
igual a

Ejemplo 11. Se requiere

maximizar /(ac +u) dt
0

sujeto a las condiciones
b=1-u? r(0) =1, z(1) libre.

Nétese que en este caso tenemos que U; = (—00,00) para cada t € [0, 1].
El Hamiltoniano asociado a este problema es

H = (x4 u) + A1 —u?).

Por el Principio de Pontryagin, tenemos que

OH

ya que la condicién de transversalidad implica que A(1) = 0. Ahora
queremos maximizar el Hamiltoniano,
_O0H 1

0= u 1—-2\u y por lo tanto u(t) = A1)
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Se cumple también que §*H/Ou? = —2)\ < 0 y asi hemos encontrado
el méximo de H. Por ultimo

1 1 _, 1 +5
T Y ST G RS S

ya que z(0) = 1. A modo de ejercicio, el lector puede verificar que el
Hamiltoniano es constante a lo largo de la trayectoria 6ptima y que
esta constante es igual a 9/4. 0

Ejemplo 12. Se requiere

2
maximizar /(Zx — 3u) dt
0

sujeto a las condiciones
T =+ u, z(0) = 4, z(2) libre, u(t) € [0, 2].
El Hamiltoniano asociado a este problema es
H = (22 — 3u) + ANz + u).

Por el Principio de Pontryagin, tenemos que

X:—%—?:—Q—A o bien A(t) = Ae”t — 2.
La condicién de transversalidad A(2) = 0 implica que

At) = 2e*7 - 2.
Ahora escribimos el Hamiltoniano como

H=02+Nz+(A—3)u
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y observamos que si A > 3, entonces H es maximo cuando u = 2. Pero
A>3 siysolosit<T,endonde

(13) T = 2—logg — 1.08371---.

Asi tenemos que el control éptimo estd dado por
2 si0<t<T,
(14) u(t) =

0 siT<t<2.

Una vez conocido el control éptimo, es posible resolver la ecuacion
diferencial para x. Tenemos entonces que

6e! — 2 sio<t<rT,
(15) z(t) = 2

(6—6—T)et siT<t<2.

Verifique el lector que el Hamiltoniano es constante a lo largo de esta
trayectoria y que el valor de esta constante es igual a 2(6e% — 5).

Por 1dltimo, considere la siguiente expresién

T 2

(16) / (2 — 3u) dt + / (2 — 3u) dt

0 T

como funcién de 7, en donde u, x estdn dados en (14) y (15) respecti-
vamente. Verificar que el valor de 7 que maximiza (16) esa dado por
(13). 0

§2. Prueba del principio.

En esta seccién presentamos una “prueba” intuitiva del Principio de
Pontryagin. Este argumento es correcto cuando se anaden hipdtesis
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adicionales sobre la diferenciabilidad de las funciones implicadas. En
la practica, estas hipotesis adicionales no suelen satisfacerse.

Consideremos el problema de
(17) maximizar J(u) endonde J(u) = /g(m(t), t,u(t)) dt

sujeto a las siguientes condiciones
(18) T = f($,t,U(t)), x<t0) = Zo, aj(tl) = T, u(t) € Ut-

Supondremos que el punto terminal (1, z1) estd fijo y consideramos al
punto inicial (tg,zo) como variable. Para cada punto inicial, definimos

w(zxg,tg) = maxJ(u) = J(u")

en donde u* es el control éptimo que lleva el sistema desde z(tg) = g
hasta x(t1) = 7.

Sea ty < t < t1. Puesto que la trayectoria éptima desde z(t) hasta
x(t1) estd contenida en la trayectoria éptima desde z(tp) hasta x(t1),

entonces
(19)  wlento) = [ 9O & u(©) dé +wla (1)1
to

en donde z*(t) es la trayectoria que lleva el sistema desde z(ty) = xo
hasta z(t1) = z1.

Tomando derivada en (19), obtenemos

%w(m*,t} = —g(z™, t,u”).
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Aplicando la regla de la cadena al lado izquierdo,

ow * * * Ow * _ * *
(20) %(I‘ ,t)f(l‘ 7t7u )—’_E(m 7t) - g(x 7t7u )

Consideramos ahora la siguiente perturbacién del control 6ptimo

v para tg <t <tg+h,
U

“(t) parato+h<t<t,

v

en donde u) denota el control éptimo que lleva el sistema desde el
punto x,(to + h) hasta x(¢1) y en donde x,(t) denota la respuesta bajo
el control perturbado. Puesto que u(t) no es 6ptimo, entonces

w(zwo,to) = J(u*) > J(u)
to+h
— /g(xv,f,v)dﬁ—kw(%(to+h),t0+h)-

to
Reescribimos esta expresién en la forma

to+h
w(y(to + h),to + h) — w(wy(to), to) < /g(xv,é,v)df-

to
Dividiendo entre h y haciendo que h — 0, obtenemos

© (o (t). 1)

p” = —g(xo,to,v).

t=0

Aplicando la regla de la cadena al lado izquierdo y escribiendo (z,t)
en lugar de (zg,to), tenemos que

(21) 6—w(x,t)f(x,t,v) + (9_w

< — .
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Esta dltima expresién es viélida para cada x, cada t € [tg,t1] y toda
v € Ut.

Si definimos

ow

Gl t,0) = 92 ()1t 0) + o

B (x,t) + g(x,t,v)
entonces (20) y (21) implican que

(a) G(z,t,v) <0 para toda z, t, v.

(b) G(z*,t,u*) = 0.

Manteniendo fija a = z*, entonces (a) y (b) implican que

G(z*,t,v) = G(z*, t,u”
max (z*,t,v) (z*,t,u”)

y por lo tanto

*

H=g+Af esméiximoen u",

en donde hemos escrito

(22 AO) = G2 1), 0),

Si mantenemos fija a u = u*, entonces (a) y (b) implican que G
es maximo cuando x = z*. Suponiendo diferenciabilidad,

oG  0*w Owof O*w  Og
(23) 0= 9 = 92 T 3w oe T azot T 9

Puesto que
o Q0w _ Pu  Sw
~ dtox  Ox?  Otox
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entonces (23) implica que

. 0
A= a9+ A]).

Esto termina la prueba intuitiva del principio de Pontryagin.

§3. Interpretacion econdémica.

Si ‘H es el Hamiltoniano, entonces H dt se puede interpretar como la
contribucién total a la funcién objetivo J, producida en un intervalo
de tiempo de duracién dt. Para ver que esto en efecto es asi, nétese
que

(24) Hdt = gdt+ \fdt = gdt+ \dx

en donde hemos utilizado el hecho de que # = f, ver la condicion
(6). Es claro que gdt representa la contribucién directa a la funcién
objetivo. Por (22), vemos que

w2
- 9x  Ox’

Por lo tanto, A es el incremento que sufre J cuando x se incrementa
en una unidad. Por lo tanto, A dz representa el incremento indirecto
que sufre J debido a un incremento en el nivel de existencias (stock)
de tamano dz.

Puesto que H dt se puede interpretar como la contribucién total a
la funciéon objetivo J, entonces es claro que el control u debe maximizar
el Hamiltoniano H en todo tiempo ¢.
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84. La ecuacion de Euler.

En esta secciéon usamos el Principio del Maximo de Pontryagin para
obtener la ecuacién de Euler (7) del Capitulo 1. Para ésto, considere-
mos el problema de

b
maximizar /F(t,x,u) dt

a
sujeto a las restriciones
t=u,  wx(a) =z, xb)=z2,  u(t)e€ (-00,00).
El Hamiltoniano es
H = F+ \u.
La variable adjunta satisface

OH

La condiciéon de que v maximiza a H implica que

_ 9K

0 ou

= I3+ A\

Tomando derivadas y utilizando (25)

d
Fy— —Fy = 0.
2= gfs =0

Esta es la ecuacion de Euler.
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