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Una ecuacid N diferencial es una ecuacidn cuya incd anita es una fundion y en la
Que aparecen alaunas derivadas de esa funcidn Se dividen en dos GupOs.

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOS). Si la funcidn que interviene
tiene solo una variakle independiente.
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Introduccid N

Lna EDO es una relacidn de Ia forma
F(t,x(t),x'(t),...,x"(t)) =0

para la funcid n desconocida x € C"(/) donde | C R es un intervalo agier-
to. Aaul F: U — R es una funcidn, U C R™?2 es un conjunto agierto y
x';...,x(" (n € N) son las derivadas ordinarias de x.

El orden de la derivada més alta que aparece en F se denomina el orden
de la ecuacidn.

Si lIa funcidn F es lineal en x y sus derivadas la ecuacidn se dice lineal.
EnNn caso contrario se dice No lineal.




Introduccid N

Ecuaciones en derivadas parcisles (EDPs). Si la funcidn que itenrviene tiene
varias variakles independientes.

Ejemplo. 1. son o> 3 "_\“\?'Q.)

Ecuacidn de Laplace Au=0; E (.»P cs d& ccud Can P
I .

Ecuacidn del calor uy + dAu =0; ) bd& les Vamos & ©8 A5

Ecuacidn de ondas uy — c?Au = 0. H-\?e‘\—‘\.s(_kca Ch e\l waerss



Introduccid n
Definicid n de EDPs

Una EDP es una ecuacidn de la forma

F(X0y ey XNy Uy Usg s+ ey Uiy Usigxg s+ -« 5 Usgysgs - -+ ) = 0
donde u = u(xy,...,xy) es la incd anita.
El orden de una ecuacid N es el orden de la derivada mas alta Que aparece

en ella.
Si la funcidn F es lineal en u y sus derivadas la ecuacidn se dice lineal.
En caso contrario se dice no lineal.




Intrduccid N

E jemplos ecuaciones lineales

Primer orden

Ecuacidn de transporte u; +v-Vu=0.
Secundo orden

Ecuacidn de Laplace Au =0;

Ecuacidn de Poisson Au = f(x);

Ecuacidn del calor u; — kAu = 0;

Ecuacidn de ondas uy — c?Au = 0;

Ecuacidn de Black-Scholes u; + %02x2 Uy + rxuy — ru = 0;
Ecuacidn de Schrédinager —iu; = Au+ V(x)u.
Cuarto orden

Ecuacidn de una placa vieratoria uy — A2u = 0.



Intrduccid N

E jemplos ecuaciones No lineales

Primer orden

Ecuacidn de Bureer u; + cuuy, = 0 (cuasilineal);

Ecuacidn Eikonal |Vu| = ¢(x) (completamente no lineal.
Seaundo orden

Ecuacidn de Fisher u, — dAu = ru(M — u) (semilineal);
Ecuacidn de medios porosos u; = kdiv(u?Vu) (cuasilineald;

Vu

V1+|Vul?

Ecuacid n de superticies minimas div < ) = 0 (cuasilineal.



Intrduccid N

Prorlemas rien puestos

Para determinar la solucidn de una ecuacidn diferencial, se requieren ciertos
datos adicionales:

» Datos de BoOrde o contorno (representan la interaccidn con el exterior);
» Datos iniciales.

UNo de los oBjetivos fundamentales de la teoria es loarar que el modelo
pOsea las siauientes propiedades:

» Existencia de solucidn,
» Unicidad de solucidn;
» Dependencia continua con respecto a l0s datos del proelema.

Cuando se dan estas tres cosas se dice Que el proelema esta Bien puesto en el
sentido de Hadamard. Si alauna de las tres falla se dice que el prorlema estd
mal puesto.



Intrduccid N

Leyes de conservacidn. Ecuaciones Constitutivas

Sean U una reaidn de R3 y OU su fontera, Que suponemos suave a trozos.
Estamos interesados en descrisir (cuanttitativamente) la evolucid n
espacio—temporal de una cantidad £ en U. Por ejemplo, la enerala térmics, la
Masa de un compuesto, ete

La ley de conservacidn résica estarlece Que

La razdn de La razdn de La razdn de
CBMBIO = inwiaracid N menos + creacidn menos
temporal de E la razdn de emiaracidn la razdn de
a traveés de U desaparicid n dentro U.

£.0%\ \cp('au,a\ qes



Intrduccid N

Leyes de conservacidn. Ecuaciones Constitutivas

Suponaamos, para f£ijar ideas, aue U es una BOIa aeierta de R3, E = E(U,t) es la
eneraia térmica en la reaidn U a tiempo t. Si ®(JU, t) es la canttidad de eneraia
térmica Que atraviesa la superficie OU en la direccidn de la noramal exterior v
POr unidad de tiempo y G(U, t) es la enerala creada (o perdida en U) por unidad
de tiempo, tenemos Que Ia ley de conservacidn de la enercia se puede escrigir
de la siguiente manera

E:/(U,t) = —®(0U, t) + G(U, t).

Ahora realizamos la siguiente suposicidn

E(U, t):/ue(x, Dp(x, t)dx, DU, 8) = | é(x,t)-vdS, § G(U, t):/g(x, £)dx.

ou U

Donde e es Ia densidad de eneraia térmica, p es la densidad de masa, ¢ es el
campo vectorial de velocidades de desplazamiento de la enerala térmica y g es la
tasa de creacidn/aniquilacidn de enerais.



Intrduccid N

Leyes de conservacidn. Ecuaciones Constitutivas

Entonces
E:(U,t) = —-o(0U,t)+ G(U,t).

se puede reescrigir de la siguiente forma

% (/U e(x, t)p(x, t)dx) =— [ ¢(x,t) vdS+ /Ug(X7 t)dx

ou

:/Udi\/qb(x, t)dx+/g(X:t)dX

)

Por lo tanto

[ [ et 0t 1) vt ) s, 0] o =0



Intrduccid N

Leyes de conservacidn. Ecuaciones Constitutivas

Si Q es una reaidn de R3 con frontera suave tal que
d .
E (e(X7 t)p(X7 t)) - d|\/¢(X, t) - g(X7 t) dx = 0.
B
para toda rola BC Qy t € (0, T) entonces

%(ep)—divqﬁ—g:Oer\ Qx(0,T),

es decir

%(ep) —divp=gen Qx(0,T).

Esta ecuacidn se suele denominar ecuacidn de continuidad.



Intrduccid N

Leyes de conservacidn. Ecuaciones Constitutivas

Suponaamos ahora Que:

> p(x,t) = po (es constante;

» e(x,t) = cu(x, t), donde u es la temperatuara en el punto x a tievpo ty c es
una constante llamada calor especifico;

» La ley de Fourrier. Esta ley psotula Que el flujo de enerdia sigue la linea de
mayor decaimiento (el calor se difunde de donde hay mas calor hacia donde
hay menos caor). Esto Nos dice

¢ =—kVu
donde k es la conductividad térmica.
Bajo esto supuestos
d .
o (ep) —divp=gen Qx(0,T)
se rescrige de la siguiente manera

cpour — kdivVu=gen Qx (0, T)



Intrduccid N

Leyes de conservacidn. Ecuaciones Constitutivas

es decir
k g
uy=—~Au+—=—en Qx(0,T).
Poc Poc
Lammando k= £ y f = £ se ortiene la ecuscidn del calor o de difusidn

poc poc’
up=rkAu+fen Qx(0,T).
Como la ecuacid n tiene una derivada con respecto al tiempo t deremos

proveer una condicid n inicial, usualvente a tiempo t = 0. En este contexto,
esta codicidn inicial se denomina temperatura inicial

u(x,0) = up(x) en Q.

Entonces sakemos Que la distrigucid n de temperatura inicial y Que la
temperatura cameia acorde a la ecuacidn del calor. (Es esta informacidn
suficientte para predecir la temperatura en el futuro?



Intrduccid N

Condicid n de Contorno

Condicid n de Dirichlet. En este tipo de condicid N se supone que la
temperatura exterior de la reaidn es conocida. En este caso

u(x,t) = h(x,t) en 9Qx(0,T),

donde h es una funcidn conocida. Bajo esta condicidn el proelema a resolver
es
up=rkAu+f en Qx(0,T),

u(x,t) = h(x,t) en 9Qx(0,T),
u(x,0) = up(x) en Q.

En el caso aue h =0 se denomina condicid N de Dirichlet homoaénea.



Intrduccid N

Condicid n de Contorno

Condicid n de Neuwann. En este tipo de condicidn se supone Que se conoce el
flujo del calor en lucar de la temperatura, es decir

o(x,t) = —kVu-v = —k% en 9Q x (0, T),

Rajo esta condicidn el proelema a resolver es

up = rAu+f en Qx(0,T),
Zu(x,t) =1(x,t) en IQx(0,T),
u(x,0) = up(x) en Q

donde ¢ = —%. En el caso aue ¥ = 0 se denomina condicid n de Neumann
homoaénea.



Intrduccid N

Condicid n de Contorno

Condicidn de R.orin. Cuando el ogjeto estd en contacto con un fluido en
movimiento (aire, acus, aceite, ete), entonces las condiciones hasta ahora
vistas No parecen del todo apropiadas. Por ejemplo, imaainemos un oBjeto Que
estd caliente, y en contacto con aire en movimiento. EI calor saldré del ogjeto,
calentando el aire. \ el aire se llevara el calor por el movimiento mismo.
Experimentos muestran Que el £lujo de calor que sale del orjeto es
proporcional a la diferencis de temperatura entre el orjeto (u(x,t)) yls
temperatura del $luido exterior (h(x, t)). Esta condicidn de frontera se llama
Ley de enfriamiento de Newton Si la Queremos esarigir en términos
mateméticos resuita
ou

_kﬁ(x’ t) = H(u(x, t) — h(x,t)) en 9Q x (0, T),
donde la constante de proporcionalidad H se llamva coedficiente de transferencia
de calor o coeficiente de convecaidn,



Intrduccid N

Condicid n de Contorno
Si llamamos v = 2% y h= 1 tenemos

0 A
6—Z+7u:hen 02 x (0, T),

este tipo de condicion se denomina condicidn de R.oBiN
Bajo esta condicidn el proelema a resolver es

u=rAu+f enQx(0,T),
%+7u:f7 en 9Q x (0, T),
u(x,0) = up(x) en Q

Cuando h =0 se denomina condicidn de R.OBIN homoaénea.
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EDOS

Detinicidn

Una EDO es una relacidn de la forma
F(t, x(t), X' (t),...,x"(t)) =0

para la funcidn desconocida x € C"(/) donde | C R es un intervalo agier-
to. Aaul F: U — R es una funcidn, U C R™? es un conjunto agierto y
x';...,x(" (n € N) son las derivadas ordinarias de x.

El orden de la derivada méas aHta que aparece en F se denomina el orden
de la ecuacidn.

Si la funcidn F es lineal en x y sus derivadas la ecuacidn se dice lineal.

EN c3s0 contrario se dice No lineal.
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EDOS

Separacidn de varialres

)\:: XZ{ 2 A C =D C_‘:-\
~ = -2 =
Ly X - => "';\?"’Jzt—*-c X o)
2
2_
= XL’&\— ___E-?_
E jemplo. Resolver
x' = xt,
UQ}‘*-Q-ACD X = 4 - X<€ eysde Asho
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EDOS

Separacidn de varialres

Suponaamos Que la ecuscid N tiene la £orma

entoncees, si f(x) # 0 tenemos Que

x' B x'(t) B
0 =80 = [ Gy = [ s

entonces

donde



() X=2 es slvosh em foXn™R
EDOS

Separacidn de varialres /\
@ N =y <=9

e O = X od = VX = e T

I x'_£ = (% pese o [0k

E jemplo. Resolver
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EDOS

Existencia y unicidad

Nuestro primer aran orjetivo es mostrar resuttados de existencia y unicidad
local de solucidn para una ecuacidn de la forma

x' = f(t,x)



2
EJ © _gu:,x\ =X € e loco\menke
(J.psdh;k- z en X
Existencia y unicidad . '
‘e({_/x 1=§<X Qo e> Kpca\(\ne/&e Lx‘p&cxlq\'i
~Desiiasn =
Sean |y J dos intervalos de la recta. Decimos Que una funcion f: I x J —

R es Lipschitz en la variakle x si f es continua y existe una constante L
talQue

EDOS

|f(t7X) o f(t7y)| < L|X_.y|

La constante L se suele denominar la constante de Lipschitz de f.
Decimos que una funcion f es [ocalmente Lipschitz en Ia variagle x si
f es Lipschitz en I’ x J' para todo /', J intervalos cerrados y acotados
contenidos en | y en J respectivamente.




EDOS
Existencia y unicidad

CQUC‘(\B - Lo PSC’QM-k%
— Teorema (Existendia) |

Sean | un intervalo de la recta y f(t,x) una funcidn Lipschitz en la
variaele x en | x R. Si ty es un punto interiorde /yy e Rexiste § >0y
una funcidn continuamente diferenciagle x: [ty — d,tg + 0] C | — R tales
Que

x'=f(t,x) en (to—9,ty+9),
x(to) = y.

Se tiene resultados andloaos si ty es uNo extremo del intervalo /.
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EDOS

Existencia y unicidad

Sean | un intervalo de la recta, f(t, x) una funcid n Lipschitz en la variagle
xen xR thpelY y1,2 ERY x1,x: [to, r] = R son soluciones de

x" = f(t,x) en (to, r),
con x;(tg) = y; i = 1,2. Entonces existe C = C(r) tal Que
|X1(t) — X2(t)| < C|y1 — y2| Vt € [t'()7 r].

Se tiene el mismo resultado si x3,x: [r, to] = R son soluciones de x' =
f(t, X) en (F7 to), conN X,'(t()) =y i=12.
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Sea g > 0 continua en un intervalo | Que contiene a ty. Si existe dos
constantes Ay B tales que
t
/ g(s)ds
to

g(t) < AeBlt=0l  wi e,

g(t) <A+ B vt e l,

se sigue Que

éuda o edexo:o-s:
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Existencia y unicidad




Calculo de Variaciones
Introduccid n ’Bu*‘—baa-o._ Gia %um—\-a_ \-\-\\c\:;\orm*‘

El calculo de variaciones cldsico consiste en minimizar expresiones de la forma

b
) :/ F(t, u, i)t

donde F: [a,b] x RV x RN — R es una funcidn dada. Buscamos una funcidn
u: [a, b] = R" que minimize [ sore una clase especifica de funciones, por ejemplo

A= {v e C%]a,b],R"): v(a) = x, v(b) = y}.

A \.'a Q\\I\Cmv: TSQ \% S-QQ\Q \\:M)r L:acmsemq b&a.
Dendts con L en (,u;j':u-éz Con ©.



Introduccid n

Calculo de Variaciones Qﬁ (o, £\

(o e\

E jemplo. SupONGaMOs Que Queremos minimizr I3 IonaGitud de arco de una
funcidn u: [a, b] — R tal Que u(a) = p y u(b) = g, es decir Queremos minimizar la
lonaitud de la curva (t, u(t)) 8 10 larao de todas la curvas reculares Que unen
(a, p) con (b, g). Esto nos da el siquiente proslema

COﬂat' {"Ué. CL'- a3 C o
min donde A = {v € C*([a, b],R"): v(a) = p, v(b) = q}.

ueA

En este caso es alaro aue la solucidn es Ia linea recta Que une p con g, es
decir Que i1 = 0.
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Caleculo de Variaciones

Introduccid n

'BOSC.Mvos .Q_\ M A X_ en U an %"J—Q DfCoPi-ldo

E jemplo. HistSricamente, el cdleulo de variaciones se inicid con el llamado
Proglema de la Braquistocrona planteado por Johann Bernoulli. Aqui se auiere
conectar dos puntos (to, yo) ¥ (t1,y1) en R? por una curva tal Que una particula
Que oredece [a ley de aravitacidn de Newrton y se mueve sin £riccidn recorre
la distancia entre esos puntos de la manera més répida posigle. Después de caer
de la aHtura y, la partioula tiene velocidad (2gy): donde g es la aceleracidn
aravitacional. El tiempo @ue Ia particula necesita para recorrer el camino

y = u(t) s (T3 ”%Cagu('gﬁ‘o’or‘oﬁ?
Hu) :/t \/ 2gu dt
pQ<5 Poe> UQ\UQJ\A [=XY =l Pm\ck% >
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Caleculo de Variaciones

Extremales dériles

Una funcidn u € C(1,R") se dice une extremal dégil de 7 si

/I[Fz(t7 u,u")p + Fp(t,u,u' )¢l dt =0

D D (L) - i\u\

T r>o <

N
para todo ¢ € C°(I,RN). @' (0
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Minimizantes dériles




