


El método de separación de variables
Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial. Un producto interno en H es una aplicación

⟨·, ·⟩ : H × H → R

tal que ⟨·, ·⟩ es simétrica, bilineal y definida positiva.

Definición.



El método de separación de variables
Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial con producto interno ⟨·, ·⟩. Entonces la
aplicación

∥ · ∥ : H → R, ∥x∥ = ⟨x , x⟩
1
2

define una norma en H.

Definición.



El método de separación de variables
Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial con producto interno ⟨·, ·⟩ y norma ∥x∥ =
⟨x , x⟩

1
2 . Entonces

⟨x , y⟩ ≤ ∥x∥∥y∥ ∀x , y ∈ H.

Proposición (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).





El método de separación de variables
Espacios de Hilbert

Sea H un espacio vectorial con producto interno. Diremos que H es
un espacio de Hilbert si H es completo, es decir, si para toda sucesión
{xk}k∈N de elementos de H tal que

∥xk − xj∥ → 0 cuando j, k → ∞

se tiene que existe x ∈ H tal que

∥xk − x∥ → 0 cuando k → ∞.

Definición.



El método de separación de variables
Espacios de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert y B ⊂ H . Decimos que B es un sistema
ortonornal si

∥x∥ = 1 ∀x ∈ B
y

⟨x , y⟩ = 0 ∀x , y ∈ B con x ̸= y .

Definición.



El método de separación de variables
Espacios de Hilbert

Ejemplo. Sean para n ∈ N

ϕ0(x) = 1√
2ℓ

, ϕn(x) = 1√
ℓ

cos
�nπ

ℓ
x

�
, ψn(x) = 1√

ℓ
sin

�nπ

ℓ
x

�
.

Entonces {ϕ0, ϕn, ψn} es un sistema ortonormal en L2([−ℓ, ℓ]).



El método de separación de variables
Serie de Fourier

Sean H un espacio de Hilbert y B = {ϕn}n∈N un sistema ortonormal de H .
Dada f ∈ H se define la serie de Fourier de f como la expresión formal

∞X

n=1
cnϕn con cn = ⟨f , ϕn⟩ ∀n ∈ N

Definición.



El método de separación de variables
Serie de Fourier

Sean H un espacio de Hilbert, B = {ϕn}n∈N un sistema ortonormal de H
y f ∈ H. Entonces


NX

n=1
cnϕn



2

=
NX

n=1
c2

n =
NX

n=1
⟨f , ϕn⟩2 ≤ ∥f ∥2

Lema (Desigualdad de Besel).



El método de separación de variables
Serie de Fourier

Dada f ∈ H notamos por SN(f ) a la suma parcial de la serie de Fourier de
f

SN(f ) :=
NX

n=1
cnϕn.

Notación.





El método de separación de variables
Serie de Fourier

Sean H un espacio de Hilbert, B = {ϕn}n∈N un sistema ortonormal de H
y f ∈ H. Entonces

∥f − SN(f )∥ ≤
f −

NX

n=1
dnϕn

 ∀{dn}N
n=1 ⊂ R

Proposición.







El método de separación de variables
Serie de Fourier

Sean H un espacio de Hilbert y B = {ϕn}n∈N un sistema ortonormal de
H . Diremos que:
▶ B es completo si

f =
∞X

n=1
cnϕn ∀f ∈ H.

▶ B es cerrado si
⟨f , ϕn⟩ = 0 ∀n ∈ N =⇒ f ≡ 0.

Definición.



El método de separación de variables
Serie de Fourier

Sean H un espacio de Hilbert y B = {ϕn}n∈N un sistema ortonormal de
H. Entonces B es completo si y sólo si es cerrado.

Proposición.



El método de separación de variables
Serie de Fourier

Ejemplo. Sean para n ∈ N

ϕ0(x) = 1√
2ℓ

, ϕn(x) = 1√
ℓ

cos
�nπ

ℓ
x

�
, ψn(x) = 1√

ℓ
sin

�nπ

ℓ
x

�
.

Entonces {ϕ0, ϕn, ψn} es un sistema ortonormal completo en L2([−ℓ, ℓ]).



El método de separación de variables
Convergencia puntual de la serie de Fourier

Sea f ∈ L1([−ℓ, ℓ]). Entonces se tiene
�����

Z ℓ

−ℓ

f (x)ϕn(x)dx
����� +

�����

Z ℓ

−ℓ

f (x)ϕn(x)dx
����� → cuando n → 0∞.

Lema (Lema de Riemann-Lebesgue).

























El método de separación de variables
Convergencia puntual de la serie de Fourier

Decimos que una función f ∈ L1
loc(R) verifica la condición de Dini en x

si Z

−ℓ

����
f (x) − f (x − τ)

τ

���� dτ < ∞

Definición.



El método de separación de variables
Convergencia puntual de la serie de Fourier

Sea f ∈ L1([−ℓ, ℓ]) un función que satisface la condición de Dini en todo
x ∈ (−ℓ, ℓ). Entonces SN(f ) converge puntualmente a f cuando N → +∞.

Teorema.



El método de separación de variables
Convergencia uniforme de la serie de Fourier

Sea f ∈ AC([−ℓ, ℓ]) tal que f ′ ∈ L2([−ℓ, ℓ]) y f (ℓ) = f (−ℓ). Entonces SN(f )
converge uniformemente a f en [−ℓ, ℓ] cuando N → +∞.

Teorema.











El método de separación de variables
Convergencia en L2 de la serie de Fourier

El sistema {ϕ0, ϕn, ψn} es un sistema ortonormal completo en L2([−ℓ, ℓ]).
Lego para toda f ∈ L2([−ℓ, ℓ]) se tiene que SN(f ) converge en L2([−ℓ, ℓ])
a f .

Teorema.









El método de separación de variables
Serie de senos

Sea f ∈ L2([0, ℓ]). Luego se tiene que

f (x) =
∞X

n=1
bn sin

�nπ

ℓ
x

�

donde los coeficientes bn se calculan como

bn = 2
ℓ

Z ℓ

0
f (x) sin

�nπ

ℓ

�
dx .

y la igualdad se entiende en sentido L2([0, ℓ]). Más aún, si f ∈ AC([0, ℓ]) con
f (0) = f (ℓ) = 0 y f ′ ∈ L2([0, ℓ]), entonces la convergencia es uniforme.

Teorema.





















Ecuaciones de Laplace y Poisson
Funciones armónicas

Una función u ∈ C2(Ω) que cumple

∆u = 0 en Ω

se denomina armónica.

Definición.

























Ecuaciones de Laplace y Poisson
Solución fundamental de la ecuacion de Laplace

La función Φ : RN \ {0} → R

Φ(x) :=
(

− 1
2π log |x | si N = 2,

− 1
N(N−2)α(N)

1
|x |N−2 si N > 2.

se denomina la solución fundamental de la ecuación de Laplace.

Definición.

α(N) denota el volumen de la bola unitaria de RN .



Ecuaciones de Laplace y Poisson
Solución fundamental de la ecuacion de Laplace

Sea f ∈ C2
c (RN) y definimos u : RN → R, como

u(x) := Φ ⋆ f (x) =
ˆ

RN
Φ(x − y)f (y)dy .

Entonces u ∈ C2(RN) y resuelve

−∆u = f en RN .

Teorema.


















