Ecuaciones de Laplace y Poisson

Propiedad del valor medio

Si u € C3(Q) es armdSnica entonces

u(x) = ][ udS = udy.
dB(x,r) B(x,r)

para cada BOla B(x,r) C Q.
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Solucid N fundamental de la ecuacion de Laplace

Si u e C%(Q) tal Que para toda Bola B(x,r) C Q se cumple que

u(x) = ][ udy
OB(x,r)

entoneces u es armonica.
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Principio fuerte del méximo

(
SL esob dsatming D 2cotaalo o TR

Sea u € C?(Q)N C(Q) armdnica en Q Entonces
méx{u(x): x € Q} = max{u(x): x € 0Q}.

entonees u es armonica. Ademas si Q es conexp y existe un punto xg € Q
tal Que _
u(xp) = max{u(x): x € Q}

entonce u es constante en Q.
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Ecuaciones de Laplace y Poisson
Unicidad
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Ecuaciones de Laplace y Poisson
Estimaciones @ _ (6.,- _ &ﬁ_\ - ‘No‘\ | B\ = ¥>\{ -1 @,\
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Sea u una funcidn armd nica en Q. Entonces L & C(L
Ck
D u(xo)| < e LT TECE0)
para cada BOla B(xp,r) C Q y cada muttiindice de orden |5| = k, donde
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Teorema de Liouville

Si u: RV = R es armonica y acotada entonees u es constante-
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Formula de Representacidn

Sea f € C3(RV ),i u es una solucidn acotada de

—Au=fen RN

entonces existe una constante C tal Que S SQ\. oa AQMQAH
u(x) = ®* f(x)+ C VYx e RN,

E‘.: on corolacio do \.o MMF
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Desigualdad de Harnack

Para cada agierto y conexo A CC Q existe C > 0, Que depende solo de V,
tal Que
sup{u(x): x € A} < Cinf{u(x): x € A}

para toda u funcidn noneaativa y armdnica en Q.
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Funcidn de Green




Ecuaciones de Laplace y Poisson

Funcidn de Green

Sean f € C(Q) y g € C(09). Si ue C*Q) es una solucidn de

—Au=f en Q,
u=g en 01,

entonce




Ecuaciones de Laplace y Poisson

Funcidn de Green

Para todo x,y € Q x # y se tiene aue G(x,y) = G(y, x).
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Funcid N de Green para un semi-espacio

Six = (x1,...,xn-1,xn) € RY, su reflexidn en el plano JR” es el punto
K= (X1, .y XN=1, —XN)-
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Funcid N de Green para un semi-espacio

La funcidn de Green en el semi-espacio RY es

G(x,y) = d(y — x) — ®(y — %).
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Ecuaciones de Laplace y Poisson

Funcid N de Green para un semi-espacio

Sean g e C(RV"H)N LRV y u: RY - R

_ 2xp g(y)
“C)= Na(N) Jos Tx -y Y

Entonces u e C(RY) N L=(RY),

Au=0inRY y lim u(x) = g(x)

N
XGJRJr

para todo punto xp € IRY.




