
Ecuaciones de Laplace y Poisson
Propiedad del valor medio

Si u ∈ C2(Ω) es armónica entonces

u(x) =
 

∂B(x ,r)
udS =

 
B(x ,r)

udy .

para cada bola B(x , r) ⊂ Ω.

Teorema (Propiedad del valor medio).







Ecuaciones de Laplace y Poisson
Solución fundamental de la ecuacion de Laplace

Si u ∈ C2(Ω) tal que para toda bola B(x , r) ⊂ Ω se cumple que

u(x) =
 

∂B(x ,r)
udy

entonces u es armonica.

Teorema (Propiedad reversa del valor medio).







Ecuaciones de Laplace y Poisson
Principio fuerte del máximo

Sea u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) armónica en Ω. Entonces

máx{u(x) : x ∈ Ω} = máx{u(x) : x ∈ ∂Ω}.

entonces u es armonica. Además si Ω es conexp y existe un punto x0 ∈ Ω
tal que

u(x0) = máx{u(x) : x ∈ Ω}

entonce u es constante en Ω.

Teorema (Principio fuerte del máximo).







Ecuaciones de Laplace y Poisson
Unicidad

Sean g ∈ C(∂Ω) y f ∈ C(Ω). Entonces existe a lo sumo una solución

u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) del problema{
−∆u = f en Ω,
u = g en ∂Ω.

Teorema.









Ecuaciones de Laplace y Poisson
Estimaciones

Sea u una función armónica en Ω. Entonces

|Dβu(x0)| ≤ Ck
rN+k ∥u∥L1(B(x0,r))

para cada bola B(x0, r) ⊂ Ω y cada multiindice de orden |β| = k , donde

C0 = 1
α(N) , y Ck = (2N+1Nk)k

α(N) ∀k ∈ N.

Teorema.











Ecuaciones de Laplace y Poisson
Teorema de Liouville

Si u : RN → R es armonica y acotada entonces u es constante-

Teorema.



Ecuaciones de Laplace y Poisson
Formula de Representación

Sea f ∈ C2
c (RN), N ≥ 3. Si u es una solución acotada de

−∆u = f en RN

entonces existe una constante C tal que

u(x) = Φ ∗ f (x) + C ∀x ∈ RN .

Teorema (Formula de Representación).





Ecuaciones de Laplace y Poisson
Desigualdad de Harnack

Para cada abierto y conexo A ⊂⊂ Ω existe C > 0, que depende solo de V ,
tal que

sup{u(x) : x ∈ A} ≤ C ı́nf{u(x) : x ∈ A}

para toda u función nonegativa y armónica en Ω.

Teorema.

























Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green

La función de Green en U se define

G(x , y) := Φ(x , y) − φx (y) ∀x , y ∈ Ω, x ̸= y

donde φx es la solución de{
∆φx = 0 en Ω
φx = Φ(y − x) en ∂Ω.

Definición.



Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green

Sean f ∈ C(Ω) y g ∈ C(∂Ω). Si u ∈ C2(Ω) es una solución de{
−∆u = f en Ω,
u = g en ∂Ω,

entonce

u(x) = −
ˆ

∂Ω
g(y)∂G

∂ν
(x , y)dS(y) +

ˆ
∂Ω

f (y)G(x , y)dy .

Teorema (Formula de representación usando la función de Green).



Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green

Para todo x , y ∈ Ω x ̸= y se tiene que G(x , y) = G(y , x).

Teorema (Simetria).









Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para un semi-espacio

Si x = (x1, . . . , xN−1, xN) ∈ RN
+, su reflexión en el plano ∂RN

+ es el punto

x̃ := (x1, . . . , xN−1,−xN).

Definición.





Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para un semi-espacio

La función de Green en el semi-espacio RN
+ es

G(x , y) := Φ(y − x) − Φ(y − x̃).

Definición.









Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para un semi-espacio

Sean g ∈ C(RN−1) ∩ L∞(RN−1) y u : RN
+ → R

u(x) = 2xN
Nα(N)

ˆ
∂RN

+

g(y)
|x − y |N

dy

Entonces u ∈ C∞(RN
+) ∩ L∞(RN

+),

∆u = 0 in RN
+ y ĺım

x→x0
x∈RN

+

u(x) = g(x0)

para todo punto x0 ∈ ∂RN
+ .

Teorema (Formula de Poisson para el semi-espacio).


