
Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para un semi-espacio

Sean g ∈ C(RN−1) ∩ L∞(RN−1) y u : RN
+ → R

u(x) = 2xN
Nα(N)

ˆ
∂RN

+

g(y)
|x − y |N

dy

Entonces u ∈ C∞(RN
+) ∩ L∞(RN

+),

∆u = 0 in RN
+ y ĺım

x→x0
x∈RN

+

u(x) = g(x0)

para todo punto x0 ∈ ∂RN
+ .

Teorema (Formula de Poisson para el semi-espacio).









Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para una bola

Si x ∈ RN \ {0}, el punto

x̃ := x
|x |2

se denomina el punto dual a x con respect a ∂B(0, 1).

Definición.







Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para una bola

La función de Green para la bola unitaria es

G(x , y) := Φ(y − x) − Φ(|x |(y − x̃)).

Definición.



Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para la bola

Sean g ∈ C(∂B(0, r)) y u : B(0, r) → R

u(x) = r2 − |x |2

Nα(N)r2

ˆ
∂B(0,r)

g(y)
|x − y |N

dS(y)

Entonces u ∈ C∞(B(0, r)),

∆u = 0 in B(0, r) y ĺım
x→x0

x∈B(0,r)

u(x) = g(x0)

para todo punto x0 ∈ ∂B(0, r).

Teorema (Formula de Poisson para la bola).









Ecuaciones de Laplace y Poisson
Función de Green para la bola

Sean u una función armónica en un dominio Ω y B(x0, r) ⊂⊂ Ω. Entonces

|uxj (x0)| ≤ N
r máx{|u(x)| : x ∈ ∂B(x0, r)},

y

|uxj xk (x0)| ≤ c(N)
r2 máx{|u(x)| : x ∈ ∂B(x0, r)},

Corolario.



Ecuaciones de Laplace y Poisson
Valor medio

Si u ∈ C(Ω), satisface la propiedad del valor medio, es dicr

u(x) =
ˆ

∂B(x ,r)
udS ∀B(x , r) ⊂⊂ Ω,

entonces u ∈ C∞(Ω).

Teorema.





Ecuaciones de Laplace y Poisson
Analiticidad

Si u es armónica en Ω entonces u es analítica en Ω.

Teorema.











Ecuaciones de Laplace y Poisson
Método de energia

Sea Ω un abierto acotado tal que ∂Ω es C1,. Existe a lo sumo una

solución u ∈ C2(Ω) de {
−∆u = f en Ω,
u = g en ∂Ω.

Teorema (Unicidad).





Ecuaciones de Laplace y Poisson
Método de energia

Sea Ω un abierto acotado tal que ∂Ω es C1,, f ∈ C(Ω) y g ∈ C(∂Ω). Si

u ∈ C2(Ω) resuelve {
−∆u = f en Ω,
u = g en ∂Ω,

(1)

entonces

I(u) = ḿın{I(w) : w ∈ C2(Ω) con w = g en ∂Ω}. (2)

Por otro lad, si u ∈ {w ∈ C2(Ω): w = g en ∂Ω} resuelve (2) entonces u
resuelve (1).

Teorema (Principio de Dirichlet).





Transformada de Fourier
Definición

Dada u ∈ L1(RN) se define la transformada de Fourier de u como

F[u](y) = û(y) :=
ˆ
RN

u(x)e−2πix ·y dx .

Definición.





Transformada de Fourier
Convolución

Sean u, v ∈ L1(RN). Entonces

F[u ∗ v ](y) = F[u](y)F[v ](y).

Proposición.





Transformada de Fourier
Regularidad y decaimiento

Sea u ∈ L1(RN) tal que |x |ku ∈ L1(RN) para algun k ∈ N. Entonces û ∈
Ck(RN) y se tiene la fórmula

Dαû(y) = F[(−2πix)αu](y)

para todo multiíndice |α| ≤ k .

Teorema.





Transformada de Fourier
La transformada de las derivadas

Sea u ∈ Ck
1 (RN) tal que Dαu ∈ L1(RN) para todo multiíndice |α| ≤ k .

Entonces û ∈ Ck(RN) y se tiene la fórmula

Dαû(y) = F[(−2πix)αu](y)

para todo multiíndice |α| ≤ k .

Teorema.
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