
Ecuación del calor
Solución fundamental

La función

Φ(x , t) :=
{

1
(4πt)N/2 e− |x|2

4t si (x , t) ∈ RN × (0,∞),
0 en otro caso,

se denomina la solución fundamental de la ecuación del calor.

Definición.



Ecuación del calor
Solución fundamental

Para cada tiempo t > 0 tenemos que

ˆ
RN

Φ(x , t)dx = 1.

Lema.



















Ecuación del calor
Solución fundamental

Sea g ∈ C(RN ∩ L∞(RN) y

u(x , t) =
ˆ
RN

Φ(x − y , t)g(y)dy .

Entonces

(i) u ∈ C∞(RN × (0,∞)),
(ii) ut − ∆u = 0 en RN × (0,∞),

(iii) u(x , t) → g(x0) cuando (x , t) → (x0, 0+) para todo x0 ∈ RN .

Teorema.























Ecuación del calor
Solución fundamental

Sea f ∈ C2
1 (RN × [0,∞) y

u(x , t) =
ˆ t

0

ˆ
RN

Φ(x − y , t − s)f (y , s)dy .

Entonces

(i) u ∈ C2
1 (RN × (0,∞)),

(ii) ut − ∆u = f en RN × (0,∞),
(iii) u(x , t) → 0 cuando (x , t) → (x0, 0+) para todo x0 ∈ RN .

Teorema.





Ecuación del calor
Formula del valor medio

Sean T > 0 y Ω un abierto y acotado de RN .

1. Definimos el cilindro parabólico como

ΩT := Ω × (0,T ].

2. Definimos el fontera parabólico como

ΓT := ΩT \ ΩT .

Definición.



Ecuación del calor
Propiedad del valor medio

Sea u ∈ C2
1 (ΩT ) solución de

ut − ∆u = 0 en ΩT .

Entonces

u(x , t) = 1
4rN

¨
E(x ,t;r)

u(y , s) |x − y |2

(t − s)2 dyds

para cada E (x , t; r) :=
{

(y , s) ∈ RN+1 : s ≤ t,Φ(x − y , t − s) ≥ 1
r

N
}

⊂ ΩT .

Teorema.



Ecuación del calor
Principio fuerte del máximo

Sea u ∈ C2
1 (ΩT ) ∩ C(ΩT ) solución de

ut − ∆u = 0 en ΩT .

Entonces

(i) Entonces máx{u(x , t) : (x , t) ∈ ΩT } = máx{u(x , t) : (x , t) ∈ ΓT }.
(ii) Además, si Ω es conexo y existe un punto (x0, t0) ∈ ΩT tal que

u(x0, t0) = máx{u(x , t) : (x , t) ∈ ΩT }

entonces u es constante ΩT .

Teorema.










































