
Espacios de Sobolev
Definición

▶ W 1,p(Ω) equipado con la norma

∥u∥W 1,p(Ω) :=
(

∥u∥p
Lp(Ω) +

N∑
i=1

∥ du
dxi

∥p
Lp(Ω)

)1/p

es un espacio de Banach.

▶ W 1,p(Ω) es reflexivo si 1 < p < ∞;

▶ W 1,p(Ω) es separable si 1 ≤ p < ∞;

▶ H1(Ω) es un especio de Hilbert.

Teorema.



Espacios de Banach
Definición

Sea X un espacio lineal real.

Un mapa ∥∥ : X → [0,∞) se denomina una norma si

▶ ∥u + v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥ para todo u, v ∈ X ;

▶ ∥λu∥ = |λ|∥u∥ para todo u ∈ X y λ ∈ R;

▶ ∥u∥ = 0 si y solo si u = 0.

Definición.



Espacios de Banach
Definición

Decimos que {un}n∈N ⊂ X converge a u ∈ X , y escribimos

un → u

si

ĺım
n→∞

∥un − u∥ = 0.

Definición.



Espacios de Banach
Definición

▶ Decimos que {un}n∈N ⊂ X es una sucesión de Cauchy si para todo

ε > 0 existe un n0 ∈ N tal que

∥un − um∥ < ε ∀m, n ≥ n0.

▶ X es completo si toda sucesión de Cauchy en X converge.

▶ Un espacio X es de Bananch si es un epacio lineal normado y

completo.

▶ Un espacio X es de Separable si es un contiene un denso

numerable.

Definición.





















Espacios de Banach
Operadores lineales

Sean X ,Y dos espacios de Banach.

▶ Un mapa A : X → Y es un operador lineal si si

A(λu + µv) = λAu + µAv ∀u, v ∈ X , λ, µ ∈ R.

▶ Un operador lineal A : X → Y es un acotado si

∥A∥ := sup{∥Au∥Y : ∥u∥X ≤ 1} < ∞.

Definición.



Espacios de Banach
Operadores lineales

▶ Un operador lineal acotado F : X → R se denomina un funcional

lineal acotado.

▶ El espacio de todos los funcionales lineales acotados en X se

denomina el espacio dual de X y se denota con X∗ .

▶ Un espacio de Banach es reflexivo si (X∗)∗ = X .

Definición.







Espacios de Banach
Producto interno

Sea H un espacio lineal real.

Un mapa ⟨, ⟩ : H × H → R es un producto interno si

▶ ⟨u, v⟩ = ⟨v , u⟩ para todo u, v ∈ H .

▶ El mapa u → ⟨u, v⟩ es lineal para cada v ∈ H .

▶ ⟨u, u⟩ ≥ 0 para todo u ∈ H .

▶ ⟨u, u⟩ = 0 si y solo si u = 0.

Definición.



Espacios de Banach
Espacios de Hilbert

El espacio H es un Hilbert si es un espacio de Banach con la norma

generada por el producto interno.

Definición.



Espacios de Banach
Teorema de representación de Riesz

Sea H un espacio de Hilbert con producto interno ⟨, ⟩. Entonces para

cada F ∈ H∗ existe una única u ∈ H tal que

F (v) = ⟨u, v⟩ ∀v ∈ H.

Teorema.




























