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Variedades en espacios euclidianos

1. a) Sea �A = {G ∈ R= : | |G | | < A} con A > 0. Mostrar que 5 : �A → R= definida por

5 (G) = AG√
A2 − ||G | |2

es un difeomorfismo de clase �∞ entre �A y R= .

b) Sea " una variedad de dimensión =. Probar que todo punto de " tiene un entorno
difeomorfo a todo R= y que, en consecuencia, las parametrizaciones pueden ser elegidas
con dominio en R= .

2. Encontrar ejemplos de abiertos conexos de R2 que no sean difeomorfos. Observar que en R
todos los abiertos conexos son difeomorfos.

3. Probar que la aplicación 5 : R2 → R2, dada por 5 (G, H) = (G4H+H, G4H−H), es un difeomorfismo.

4. Se considera en la esfera (2 el polo norte # = (0, 0, 1) y el polo sur (0, 0,−1). Identificamos R2

con el plano GH ⊂ R3 mediante (D, E) ↔ (D, E, 0). Sea -# : R2 → (2 \ {#} la función que lleva
cada punto & del plano GH en la intersección de (2 con la recta que une & con # . El mapa -#
se llama proyección estereográfica.

a) Mostrar que -# : R2 → (2 \ {#} y (-# )−1 : (2 \ {#} → R2 están definidas por:

-# (D, E) =
(

2D
D2 + E2 + 1

,
2E

D2 + E2 + 1
,
D2 + E2 − 1
D2 + E2 + 1

)
(-# )−1(G, H, I) =

( G

1 − I ,
H

1 − I
)
.

b) Probar que -# es una parametrización.

c) Observar que mediante la proyección estereográfica se puede cubrir la esfera con dos
entornos coordenados.

d) Determinar la imagen por la proyección estereográfica (desde el polo norte) de los siguien-
tes subconjuntos de R2:
(a) R2. (b) � = {G : | |G | | ≤ 1} (c) (1 (d) Rectas por el origen.

e) Demostrar que la esfera no puede ser cubierta con una única parametrización.

f) Generalizar a), b), c) y e) a las esferas =-dimensionales: (= := {G ∈ R=+1 : ‖G‖ = 1} ⊂ R=+1.

5. Sean " ⊂ R= una variedad diferenciable de dimensión :, y ! : * → R= una inmersión
inyectiva definida en el conjunto abierto* ⊂ R: .1 Probar que, si !(*) es abierto en", entonces
!−1 : !(*) → * es continua, y por lo tanto ! es una parametrización.

1Es decir, ! es inyectiva y diferenciable, con �G! inyectivo para todo G ∈ * .
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6. Sea ! : (−�,�) → R2 tal que !(C) = (sin(2C), sin(C)). Bosquejar la imagen de !. Probar que ! es
una inmersión inyectiva, pero no es una parametrización. Comparar con el ejercicio anterior.

7. Considérese el hiperboloide de una hoja ( = {(G, H, I) : G2 + H2 − I2 = 1}.

a) Hallar el espacio tangente )?( en un punto genérico ? = (0, 1, 2) ∈ (, y mostrar que )?(
contiene al eje I si y sólo si ? es de la forma ? = (0, 1, 0).

b) Hallar la intersección de ( con el plano que pasa por ? = (0, 1, 0) y es paralelo a )?(, y
mostrar que consiste en dos rectas.

8. Dada una esfera de radio 2 centrada en el origen, hallar la ecuación del plano tangente en el
punto (1, 1,

√
2) considerando la esfera como:

a) Una superficie parametrizada por Φ(�, )) = (2 cos� sin), 2 sin� sin), 2 cos)).
b) Un conjunto de nivel de la función 5 (G, H, I) = G2 + H2 + I2.

c) La gráfica de 6(G, H) =
√

4 − G2 − H2.
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