Ecuaciones Diferenciales

PRACTICA 4: TRANSFORMADA DE FOURIER

Ejercicio 1. Sea f € L'(R"). Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de
Fourier:

~

Si g(x) = f(x)e?™® o € R®, entonces §(y) = f(y — a).

Sig(x) = f(z — a), a € R", entonces §(y) = f(y)?_zﬂia'y.

Sig(x)=f(5), A€ R~ {0}, entonces §(y) = \"f(\y). )

d) Si g(x) = —2mizy f(z) define una funcién en L'(R"), k € {1,...,n}, entonces f es

derivable con respecto a yi y 8ykf(y) = g(y).

(11) Si f es radial entonces también lo es f.

(111) Si f tiene soporte compacto entonces f es infinitamente diferenciable.

(1v) La transformada de f estd esencialmente acotada y ||f]| reo®r) < [|fllL1mn). Usar es-
to, junto con la densidad de S(R™) en L!(R"), para demostrar el lema de Riemann-
Lebesgue: Si f € L'(R™) entonces myy) o0 fy)=0.

(v) Sin =1y f so6lo asume valores reales, entonces f es real si y solo si f es par.

Ejercicio 2. Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones:

fi(z) = e~ alel (a >0), fa(x) = exp(fax2) (a >0),
£3(2) = Xjag) () (a,b € R), falz) = azimz (a €R).

En todos los casos, el dominio de la funcién es R.

Ejercicio 3. Probar que si f € S(R") entonces f(x) = f(—x) para todo 2 € R™. Extender el
resultado del anterior para f € L?(R") y concluir que si f € L2(R") es tal que f = \f para
algin A € C — {0} entonces A es una raiz cuarta de la unidad.

Ejercicio 4. Sea f € S(R™). Probar que fx f = f si y s6lo si f = 0. ;Qué sucede si
f e L*R™)?
Ejercicio 5.

1. Probar que si ¢, ¢/ y ¢” pertenecen al conjunto

LYR) N {g € C(R): lim g(z) = O} ,
|x|—00
entonces existe f € LY(R) tal que f = ¢.
2. Sea K C R compacto y sea U C R abierto tal que K C U. Probar que existe f € L'(R)
tal que f(y) = 1 para todo y € K y f(y) = 0 para todo y € R — U.
3. Probar que F(L'(R)) es denso en el conjunto de funciones continuas que tienden a cero
en el infinito.

Ejercicio 6. Utilizar el método de la transformada de Fourier para obtener una solucién
explicita del siguiente problema:

Au=0 en RI ={(z,y) eR*:y >0}, u=f enR x {0},
donde f € L*(R).

Sugerencia: Transformar Fourier en la variable  y pensar en las funciones f1 y f4 del Ejercicio 2.
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Ejercicio 7. Utilizar el método de la transformada de Fourier para obtener una solucion
explicita de la siguiente ecuacion:

—Au+u=f en R"
donde f € S(R").

Sugerencia: Al momento de antitransformar, (i) usar que é = f0+oo e~ dt,a > 0, (ii) hacer aparecer la funcién
J;F e " K (2,t) dz donde K es el nicleo del calor.

Ejercicio 8. Utilizar el método de la transformada de Fourier para obtener una solucion
explicita del siguiente problema para la ecuacién de Schrodinger:

iug +Au=0 en R" x (0,+00), u=g en R"x {0},
donde g € S(R™). Considerar la condicién inicial en el sentido de L.

Ejercicio 9. Considerar el siguiente problema de valores iniciales para la ecuaciéon de ondas

unidimensional:
Ut = Ugy en R x (0,00),
u=f, u=g en Rx{0},

donde f,g € S(R). Usar el método de la transformada de Fourier para deducir la solucion:

x+t
u(az,t):;(f(x+t)—f(x—t))+;/_t g(s)ds wER, >0,

Ejercicio 10. Sea f € L'(0, 00). Se definen la transformada-coseno de Fourier y la transformada-
seno de Fourier de f como:

Fefly) = / f(x) cos(2mzy) dx, Fsf(y) = / f(z)sin(2rzy) dx y € R,
0 0
respectivamente. Comprobar las siguientes propiedades:

1. Si se extiende f a R como una funcion par f, entonces F,f = %.7-" f.
2. Si se extiende f a R como una funcién impar f, entonces Fsf = —Qiiff.

Buscar ejemplos de aplicacion de estas transformadas a la resolucion de ecuaciones diferen-
ciales.



