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Práctico 5

Álgebra exterior.

1. Sean + un R-espacio vectorial y $ una :-forma alternada. Probar que

a) $(..., E, ..., E, ...) = 0.

b) Si {E1 , ..., E:} es un conjunto LD, entonces $(E1 , ..., E:) = 0.

2. Sea V un R-espacio vectorial. Probar que Λ1(+∗) es isomorfo a +∗. Hallar explícitamente una
base de Λ1(R3).

3. Probar que si )1 , . . . , ): ∈ +∗ son linealmente independientes, entonces )1 ∧ )2 ∧ . . . ∧ ): ∈
Λ:(+) es nula.

4. Sea + un espacio vectorial. Sean )1 , . . . , )3 ∈ +∗ y E1 , . . . , E3 ∈ + , mostrar que ()1 ∧ . . . ∧
)3)(E1 , . . . , E3) = det(�) donde � es la matriz 3 × 3 cuyas entradas son 08 9 = )8(E 9).

5. Sea V un espacio vectorial de dimensión =.

a) Probar Λ=(+) es un espacio vectorial de dimensión 1.

b) Probar que Λ:(+) es isomorfo a Λ:((R=))
c) Probar que dimΛ:(+) =

(=
:

)
= =!

:!(=−:)! .

6. Sea � : + →, una transformación lineal entre espacios vectoriales reales de dimensión finita.
Recordar que el mapa adjunto de �, a saber �∗ se define como como el mapa �∗ : , ∗ → +∗ dado por
(�∗!)(E) = !(�E), para todo ! ∈, ∗, y todo E ∈ + . De manera análoga, el adjunto se extiende a :-forma
alternadas de la siguiente manera �∗ : Λ:(, ∗) → Λ:(+∗) dado por (�∗))(E1 , . . . , E:) = )(�E1 , . . . , 0E:),
para ) ∈ Λ:(, ∗) y E8 ∈ + . Probar que si �

a) Probar que el mapa adjunto está bien definido.

b) Probar que si � y � son transformaciones lineales, donde tiene sentido la composición
� ◦�, entonces los mapas adjuntos verifican (� ◦�)∗ = �∗ ◦�∗. Concluir que si � : + →,

es una tranformación lineal invertible entonces �∗ es invertible. ¿Quién es su inversa?

c) Sea � : R= → R= lineal. Probar que �∗ det = |�| det, donde |�| es el determinante de la
matriz �.

d) Sea Φ : R3 → R2 lineal dada por Φ(G, H, I) = (G, H). Hallar Φ∗ det, donde det ∈ Λ2((R2)∗).

7. Sean D, E, F ∈ R3. Probar:

a) |3G(D)| es la longitud de la proyección ortogonal de D sobre el eje x.

b) |3G ∧ 3H(D, E)| es el área del paralelogramo generado por las proyecciones ortogonales de
D y E sobre el plano xy.
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c) |3G ∧ 3H ∧ 3I(D, E, F)| es el volumen del paralelepípedo generado por D, E, F.

8. 1 Sean 5 : R3 → R3, 6 : R3 → R3 y ℎ : R3 → R diferenciables, y $, � formas diferenciales.
Probar las siguientes propiedades.

a) 5 ∗(3G8) = % 58
%G1
3G1 + % 58

%G2
3G2 + % 58

%G3
3G3, donde se usa la notación G1 = G, G2 = H y G3 = I.

b) 5 ∗($ + �) = 5 ∗($) + 5 ∗(�)
c) 5 ∗(ℎ$) = (ℎ ◦ 5 ) 5 ∗($)
d) 5 ∗($ ∧ �) = 5 ∗($) ∧ 5 ∗(�)
e) (6 ◦ 5 )∗(�) = 5 ∗(6∗(�))

9. Sean 5 : R= → R< , 6 : R< → R? y ℎ : R< → R diferenciables, y $, � formas diferenciales.
Probar las siguientes propiedades.

a) 5 ∗(3G 8) = ∑=
9=1

% 58
%G 9
3G 9

b) 5 ∗($ + �) = 5 ∗($) + 5 ∗(�)
c) 5 ∗(ℎ$) = (ℎ ◦ 5 ) 5 ∗($)
d) 5 ∗($ ∧ �) = 5 ∗($) ∧ 5 ∗(�)
e) (6 ◦ 5 )∗(�) = 5 ∗(6∗(�))

10. Calcular la derivada exterior de las siguientes formas definidas en R3.

a) G3H − cos(I)4HG .
b) 13G3G + H23H + GHI3I.
c) I23G ∧ 3H + (I2 + 2H)3G ∧ 3I.

11. Una :-forma diferencial $ es exacta si existe una (: − 1)-forma diferencial � (llamada potencial)
tal que 3� = $. Probar que las siguientes formas son exactas encontrando un potencial en cada
caso.

a) $ = (6G2H − 3GH2)3G ∧ 3H en R2.

b) $ = −4GH3G ∧ 3H − 2GI3I ∧ 3G + 2HI3H ∧ 3I en R3.

c) $ = 12G2H3I43G ∧ 3H ∧ 3I en R3.

12. Mostrar que 5 ∗(3$)) = 3( 5 ∗($)).

1Se sugiere volver al ejercicio más adelante para observar que las propiedades valen en dimensión arbitraria.
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