Ejercicio 1.

Una cuerda infinita de densidad lineal de masa p y sometida a una tension de maédulo |7|
tiene una masa M acoplada en x = 0. La masa a su vez esta sujeta a un resorte de
constante 8 como se muestra en la figura. Suponga una onda armonica de frecuencia w
que incide desde las x negativas. (a) ¢Para qué valor de w el coeficiente de reflexion es
nulo? (b) Sila constante del resorte vale 8 = 2w?M, hallar la diferencia de fase entre la onda
transmitida y la onda incidente.
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(a) En el lado izquierdo de la cuerda se propagan la onda incidente y la onda reflejada. De
manera que si representamos con y; (x, t) el movimiento transversal de la cuerda para x <
0 tenemos:

}’1(75; t) — [Ae—ikx + Beikx]eiwt
Si representamos con y, (x, t) el movimiento transversal de la cuerda para x = 0 tenemos:
}72(35, t) = Ce ikxpiwt

El coeficiente de reflexion esta dado porr = B/A. Para hallar este valor, debemos imponer
las condiciones de borde en x = 0. La primera condicién es que ambos desplazamientos
transversales deben coincidir en ese punto de manera que:

yi(x =0,t) = y,(x = 0,t)
>A+B=C

La segunda condicién surge de la relacidon fundamental de la dinamica aplicada a la masa
acoplada en x = 0. Tenemos en ese punto:
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La segunda condicién de borde en x = 0 toma la forma:
ik|T|[A — B — C] — 8[A + B] = —Mw?[A + B]
Sustituyendo C = A + B encontramos:

B[Mw? — 2ik|T| - 5] = A[s — Mw?]
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Para que r sea nulo se debe cumplir:

8
—Mw?*=0= w=_|—
8 w w M

Es decir, la frecuencia de la onda debe coincidir con la frecuencia natural de oscilacion del
resorte con la masa acoplada.

(b) Para hallar la diferencia de fase entre la onda transmitida y la onda incidente, debemos
hallar el coeficiente C de la onda transmitida. Tenemos:

8 — Mw? )
Mw? — & — 2ik|T|

C=A+B=A(1+
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>C=-4 —
Mw? — & — 2ik|T]|

Si la constante elastica del resorte vale s = 2Mw? tenemos:

( 2ik|T| >
C=A S E———
Mw? + 2ik|T|

Podemos usar:

7| = pc?
w
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= 2ik|T| = 2ipwc
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De manera tal que la diferencia de fase entre la onda transmitida y la onda incidente vale:
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Ejercicio 2

La ecuacidén de Euler expresa la ecuacién de movimiento en un fluido no viscoso en la
aproximacioén de pequenas oscilaciones:

0v up!
pO at -
(a) Mostrar que esta ecuacion permite definir el potencial de velocidades ¢ de manera
que U = V¢. (b) Mostrar que el potencial de velocidades cumple con la ecuacion de

ondas. (c) Suponga que el potencial de velocidades es de la forma ¢ = f(ct — x). Mostrar
que la impedancia especifica del medio es z, = pyc

(a) Tomando el rotor en la ecuacién de Euler tenemos:

-

d
VA <p0 a—:> = —-VA(VP)

Elrotor de un gradiente siempre es nulo. Considerando la densidad de equilibrio
constante tenemos:

O(VAD) 0
ot
Por lo tanto, si inicialmente VA ¥ = 0 = VA ¥ = 0 Vt. Fisicamente esto quiere decir que

las ondas acusticas no generan vortices en un fluido no viscoso. De este resultado
podemos escribir:

3=V

(b) Para mostrar que el potencial de velocidades cumple con la ecuacion de ondas,
sustituimos ¥ = V¢ en la ecuacion de Euler y obtenemos:
d¢
V[ —+ P’] =0
Po at
Lo que indica que la cantidad entre paréntesis es una constante espacial. Siempre
podemos definir ¢ de manera que esa constante sea nula. Por lo tanto:

o)
P = —py—
Po ot
Usando la ecuacién de estado tenemos:
. _Po0%
P c? ot

Sustituyendo en la ecuacidon de continuidad tenemos:

_Po0%¢
c? Ot?
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V2 =0=Vip———— =0
+p0 ¢ Czatz

(c) Laimpedancia especifica del medio se define como:

PI
Zy = —
)

Tenemos:



: 09
P'=—=pogi¢=f(ct—x)

I I ! df
=P = —pocf's f :%

Por otro lado:
vV=Vp=Vf(ct—x)=—f"1
De manera que:

_P' Pocf'_




Ejercicio 3.

Suponga una membrana circular de radio a = 25 X 10~? my densidad superficial de
masa p = 0,1 kg/m? que se estira con una tensién por unidad de longitud |f| =100N/m
y tiene el borde fijo. (a) La membrana vibra en su modo fundamentaly la amplitud en el
centro es 1,0 X 10~3 m. Deducir una expresién para la energia cinética de la membranay
hallar su amplitud. (b) Suponga ahora que sobre la membrana actua un forzante arménico
de la forma Pye'®t con P, = 16 Pa. El material de la membrana es tal que, si la amplitud
de vibracion en el centro es mayor a 5 mm, la membrana se rompe. Hallar, en forma
aproximada, la frecuencia angular maxima del forzante para que la membrana pueda
vibrar sin romperse. La figura muestra un grafico de la funcion:

Y(x) = %[M%)_ 1]
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(a) La membrana vibra en su modo fundamental de manera que podemos escribir:

z(r,t) = Ag1Jo(ko17) cos(woqt + )

La energia cinética dE,. de un elemento de area dS = rdrd6 de la membrana esta dado
por:

dE, = 1 (62)2 drdo
c=3P\5:) T

Por lo tanto, la energia cinética total esta dada por:

21

a a
1 0z 2 2 .2 2
E.= Eﬂff (E) rdrdf = pr(wg;401)” sin®(wost + d’)f(]o(kmr)) rdr
00 0
Usando la ortogonalidad de la funcién de Bessel encontramos:

2
= prt(wo1401)? sin?(wo1t + ) a? (]1 001))2 = E, sin?(wot + ¢)



Podemos ahora sustituir valores numéricos:
T .
wo1 = ckyq = u]ﬂ = 304,2 rad/s
p a

J1Go1) = 0,519

Ay =1073m
kg
p=0123

a=25x10"%m
= Ey =245x107*]

(b) La solucién para una membrana forzada con un forzante de la forma Poei“’t esta dada
por:

2(r,t) = Py |Jo(Ckr) _ 1]

k2[T| o (ka)

En el centro de la membrana J,(kr) = J,(0) = 1. Por lo tanto tenemos:

z(0,t) =

k2|T|[]o(§fa) 1]- P|0Ta| o o)

La funcién entre paréntesis rectos es la funcién Y (x) dada en la letra del problema donde
x = ka. Por lo tanto, debemos encontrar el valor x tal que:

Pya?
7]

donde z,, = 5 X 1073 m es el valor maximo del desplazamiento en el centro sin que se
rompa la membrana. Tenemos entonces:

—Y(xp) =

7
() = 2]

Pya2 = 0,5

Del grafico vemos que x, = 1,65. Por lo tanto tenemos:

ﬁ X rad
Wy = kc = 7; = 208,77

De manera que debe ser w < w,, para que la membrana vibre sin romperse.



