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- INTRODUCCION

29/7/1925 “Sobre Re-Interpretacion Teérica Cuantica de las Relaciones
Cinematicas y Mecanicas. Werner Heisenberg

07/11/1925 “Teoria de Mecanica Cuantica”, Paul Dirac

16/11/1925.“Sobre la Mecanica Cuantica II” W. Heisenberg, Max Born, Paul Jordan
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Louis De Broglie Erwin Schrodinger
(1892-1987) (1887-1961)

Albert Einstein
(1879-1955)

Max Born Pascual Jordan
—_— (1882-1970) (1902-1980)
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+ CONTEXTO HISTORICO

En la deduccion de las relaciones de indeterminacién y en la solucion del
problema del oscilador arménico se ha visto que las propiedades de la
conmutacion de operadores, como magnitudes abstractas, determinan las
propiedades del sistema.

‘ En el calculo de los niveles de energia del oscilador o de la minima dispersion de

la indeterminacion, la existencia de las funciones de onda era solo accidental.

Casi al mismo tiempo que Schrodinger describe su Mecanica Ondulatoria, Werner
Heisenberg formuld una teoria equivalente con matrices y operadores abstractos
(los cuales no estaban representados por derivadas) que obedecen a ciertas
relaciones de conmutacion.

La teoria fue llamada Mecanica de Matrices.
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+ CONTEXTO HISTORICO

Hilbert se ri6 mucho de Born y Heisenberg porque, cuando descu-
brieron la Mecdnica de Matrices, se encontraron con el mismo tipo de
dificultades que, por supuesto, todo el mundo encuentra al manipular y
tratar de resolver problemas con matrices [infinitas|. Cuando fueron a
pedir ayuda a Hilbert, éste les dijo que las tnicas veces que habia tenido
que ver con matrices fue cuando éstas aparecian como subproducto del
estudio de autovalores de una ecuacién diferencial con condiciones de con-
torno. Les sugirié que si encontraban la ecuacién diferencial que originaba
esas matrices, probablemente obtendrian més informacién. Heisenberg y
Born pensaron que era un comentario para salir del paso, y que Hilbert
no sabia realmente de lo que estaba hablando. Asi que més tarde Hilbert
se divirtié mucho, indicdndoles que podian haber descubierto la Mecani-
ca Ondulatoria de Schriodinger seis meses antes que éste, si le hubieran
hecho caso (Jammer: 1989, 280 n. p. 37).
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TEORIA ONDULATORIA

Repaso general para dar contexto a la teoria matricial de Heisenberg
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INTERPRETACION DE MAX BORN

Interpretacion probabilistica de la funcion de onda

[¥(x, £) |2 = P*(x, )P (x, )

Max Born E
P(x,t) =f |W(x,t)|?dx

b +oo
P :f |®|2dx (x) :f Y xWdx
a —00

Probabilidad en MC Valor medio de la
posicion en MC

e\l



JUSTIFICACIONES E IMPLICANCIAS

Ondas y particulas Las particulas tiene que estar
deben ser asociadas e I en determinada posicién
el espacio mientras la onda tiene una

determinada amplitud

Tiene que

Y t)y(x,t)

ser una La Densidad de
medida Real Il probabilidad P(x,t) es

un cantidad medible

es siempre real y
positivo

Tal vez |!/J|2tenga correlacion con algo que se
pueda determinar experimentalmente

A
TN 4N

La interpretaciéon de
Born introduce la
indeterminacion a la MC

A 4

No se puede predecir
con certeza el resultado
de un experimento

¥

Todo lo que tiene para

ofrecer la MC es
informacioén estadistica
sobre posibles resultados




MEDICIONES EN MECANICA CUANTICA N/\\
22N\

En teoria cuantica a cada magnitud con significado fisico se le asocia un operador. Un ejemplo de tal
asociacion es el operador que representa el momento, p = (h/7)V.

Se admite que cada uno da estos operadores posee un conjunto de valores propios y de funciones
propias asociadas al mismo.

En algunos casos, como en el del impulso, los valores propios pueden adoptar cualquier valory el

« « . . . . conjuntode funcionen propias. En el caso de las funciones propias de la energia existe un conjunto
« « - - - - finitode las mismas y un conjunto restringido de valores propios.

« « - - - - Encadacaso las funciones propias son ortogonales, pueden normilizarse y constituyen conjunto

* c* completo.

o u(r) = ) Crntbam(r).

o e e e e .. Las Yam son las que forman el conjunto completo de funciones. El subindice a recuerda que son las
s propias de un operador A. El indice m individualiza los valores propios.
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1 SUMA DE PROBABILIDADES

La funcién u(r) es arbitraria y no es necesariamente funcion propia de algun operador.
Solamente se requiere que esté normalizada

/ u(r)Pdr = 1

+ 4
+ 4+ + +

’ Esto nos asegura que los C,,, representan una distribucion de probabilidad para la magnitud fis
......... asociada al operador A.. Por otro lado tenemos que la suma de las probabilidades es igual a 1.
......... Operando:

el 1= [ Pae = 3 [ G0t W )i

.........

--------- Requisito para una 2
------ distribucién de Z ConCrnt Ot = Z Gl =1 T
------- probabilidad T " + + +




DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
ASOGIADAS A OPERADORES

Puesto que las %, son funciones propias del operador A.. se tiene por definicion

A"pam — a'm",bam .

(A) =

(A) = / w'(r)Au@)dr = Y / C Coth. (r) Aty (x)dr

3 / O Cot o ()it ()l

= Z C,.Cram / P () Yam(r)dr

ZC*C TR -

mm

Z|Cm| Am-

Si calculamos el valor medio de A con respecto a la distribucion u(r), vemos que éste es igual a




PRINCIPIO DE INDETERMINACION

Supongamos que tenemos un sistema en un estado propio de un operador 1,,,. Si se midiera la
magnitud correspondiente a A (por ejemplo, el p de una onda plana) en numerosos sistemas
idénticos que se hallaran en dicho estado propio, se encontraria que el valor medio de A es
precisamente a,, ya que:

(A) = /¢ZmA¢amdr = am /@bzmwamdr — g

Lo interesante experimentalmente es que no solamente a,, es el valor medio, sino que es el valor
que se obtiene cada vez que se efectla la medida. En estadistica se dice que la dispersion de las
medidas es nula.

Este caso es muy particular. Corresponde a una funcién de onda u(r) que es igual a cierta ¥,y .

En el caso general, cuando en la suma aparecen un niumero infinito de términos, el valor medio de A
obtenido en las medidas no seria igual a ningin a,,, particular, sino que corresponderia a la suma.

En este caso la dispersion de las medidas no seria nula. + +

Solamente en el caso que u(r) sea una funcién propia de A serd nula la dispersion. aF aF ar

LS
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PRINCIPIO DE INDETERMINACION P

Para cada operador que se introduce en la mecanica ondulatoria + +
puede encontrarse una distribucion de probabilidad en la cual

la dispersion de las medidas de la magnitud fisica que corresponde

a este operador sea cero.

Esta es la distribucion de probabilidad formada a partir de una
funcion propia de dicho operador.

;es posible hallar una distribucion en la cual dos magnitudes fisicas
diferentes puedan ser medidas simultaneamente sin dispersion?

cexisten funciones propias de un operador que sean también
funciones propias de otro?

Las funciones propias de la energia de un oscilador armoénico no son
funciones propias del impulso, y viceversa. Estas dos magnitudes no
pueden ser medidas simultdneamente con infinita precision para el
oscilador armonico.
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T SRR

i (Az)(Aps)? > R
Cualquier par de operadores A, B cuyo conumutador sea S ‘

[A,B] = ik
tendrian el producto de sus dispersiones mayor o igual a h2/4.

Solamente operadores que conmuten entre si [A, B] = 0, pueden tener el producto de sus
dispersiones igual a cero.

consecuencia solamente los operadores que conmutan entre si pueden tener estados propios

taneos. + +
— -
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LA ECUACIGN DE SCHRGDINGER

U(z,t) = Y(z)p(t) = p(z)e LR SEREES

b(t) = e 7" DR

h? d*y(z)

" 2m dxz?

+ V(z)y(z) = Eyp(z)
E-es la energia total

,lp(x) funciones propias, en el sistema
soluciones de la ecuacion

H:—%dd—;JrV(w) H’(,b(x) — E??b(w)

Ecuacion valor propio de la Energia
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 BREVE INTRODUCCION A LA
| MECANICA CUANTICA

Breve introduccion a los Axiomas de la Mecanica Cuantica
desde una mirada Matematica

ESTADOS EVOLUCION DE LOS ESTADOS
Conceptos de algebra lineal Fundamentos de la evolucion
Yy su importancia en la temporal y su aplicacion a
mecanica cuantica sistemas cerrados
OBSERVABLES Y MEDIDAS

Definiciones y proceso de -

medida
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ESTADOS

1.Vectores de Estado:

Un estado cudntico |1)) se representa como un vector columna % en un espacio de Hilbert. Por
ejemplo:

Y1
P2

Vn

2.0peradores Lineales:

Los observables fisicos se representan como operadores lineales en el espacio de Hilbert. Por
ejemplo, el operador de posicion & se puede representar como una matriz:

T 0 500 0
0 zo --- 0
z=1 . L . | Donde z7, x3, ..., z,
0 0 - =z, _|_ +
son las posiciones discretas en las que se evalua el observable. + + +



1 EVOLUCION DE LOS ESTADOS

+
+
+ Segun la ecuacién de Schrodinger :
+

%Y _ my
Oz

e :‘ donde H es un operador hermitico que define al sistemay
"""" : se llama Halmintoniano.

......... Surge de esta ecuacion

s P(@,t) = $(t)1h(x)

......... donde ¢(t) es un operador unitario. + +
......... .



OBSERVABLES Y MEDIDAS

1.0bservables:

Los observables se representan como operadores lineales hermiticos en el espacio de Hilbert.
Siendo O un observable, su representacion matricial O en una base dada esta dada por:

011 0 0

0 099 - 0
O =

0 0 < - Opn

2. Mediciones:

Cuando se mide un observable representado por la matriz O, los resultados posibles de la medicion
son los valores propios de O.

3.Colapso del Estado:

Después de una medicion, el estado del sistema colapsa al vector propio asociado con el valor
propio medido. Si el valor propio medido es \; y el correspondiente vector propio es |v;), entonces

el estado colapsado se expresa como: |1)') = |v;) Donde |¢') es el nuevo estado del sistema + +
después de la medicion. Matricialmente, este proceso se representa utilizando proyecciones. Si P;
es el operador de proyeccién asociado con el vector propio |v;), entonces el estado colapsado se _|_ + +

puede expresar como: [¢/) = P;|¢) Donde |1)) es el estado del sistema antes de la medicién.
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LA TEORIA DE SCHRODINGER
e (OMO TEORIA MATRICIAL

A partir de la Teoria Matricial de Heisenberg se plantea la
teoria de Schrodinger matricial




T BREVE INTRODUCCION AL ALGEBRA

+ +
Los coeficientes de Fourier
+ +
+ 4 Proposicion: Sea S = {1, . . ., ¢, } un conjunto ortogonal de vectores no nulos y
Y € [P1,---5Pnl.
n .

55000 ‘ Siy = Zaigoi,entonces a; = Tf’ﬁ? WVi=1,...,n.
oooooo i—=1 QOZ

C ‘ Definicion: Sea B un conjunto (posiblemente infinito) ortonormal en H.
.. W | Siap e H,entonces los escalares (1, ), con ¢ € B, se llaman los coeficientes de Fourier de 1)
----- respecto a B.

......... + +
......... P
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+ -+ OPERADORES AUTOADJUNTOS

-+
- 4 Definicién. Un operador A € L(H) es Autoadijunto si verifica

(A(v),¢) = (¥, A(¢)), Vb, ¢ € H.

Proposicién. Sea A € L(H)y B = {¢1, ..., dn} unabase de H. Entonces A es autoadju
solo si verifica

<A(¢i),¢j> _ <¢,-,A(¢j)>, Vi,j=1,...,n.

Proposicién: Sean A € L(H), B = {¢1,...,pn} unabase ortonormal de H

y [A]s = (as;). Entonces a;; = <fl(<pj), goz->, paratodoi,j=1,...,n. + +
+ + +




i 1 MATRICES HERMITIANA'Y UNITARIA

_|_
_|_

Definicién: Una matriz A = (a;;) € M,,(C) se dice que es Hermitiana
si verifica a;; = aj;, paratodo 1, j.

Notar que las entradas diagonales de una matriz hermitiana siempre son
numeros reales.

Proposicién: Sea A € L(H), B base ortonormalde Hy A = [A]3.

Entonces A es Autoadjunto si y solo si A es simétrica en el caso real
o hermitiana en el caso complejo.

Definicién: Sea k un cuerpo arbitrario, una matriz A € M, (k) se dice ortogonal
siA'A = AA* = I.Sik = C, unamatriz A € M,,(C) se dice Unitaria
siA*A = AA* =1 4+ +
+ + + +
+ 4
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+ + TEOREMA ESPECTRAL

-+

4 Definicién: Un operador A € £(H) es normal si verifica A o A =46A

Analogamente, decimos que una matriz A € M, (k) es normal si verifica AA* = A*

Teorema espectral: Un operador A € L(H) es diagonalizable

en una base ortonormal si ¢ solo si A es normal en el caso complejo
o autoadjunto en el caso real.

Observacion:  El producto interno de funciones fy gen L?(X, u) se define como

(F9) = /X F()g)du(t)

- -
—

+ 25
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el problema de hallar el conjunto completo ortonormal que haga diagonal la matriz del operadorde. . .

energia H, | 4+ +
(¥5, Hipi) = aij = E;dy;. By - 0 T+ +
SRR B T
0 --- Ej
+ +
La ecuacidn se cumple porque se requiere que Hy; = E;1; y que las 1); sean ortogonales.
Los elementos diagonales son los valores propios de la energia. + +
+ + + +

+ s



j: 1 LA TEORIA DE SCHRODINGER COMO TEORIA MATRICIAL

T T Elvalor medio de otros operadores en este estado
+ -+ puede hallarse determinando los elementos de sus matrices,
tomando las ¥; como conjunto de funciones de base para las mis

‘ Si se desarrollasen las 1; en serie de funciones propias

: : : . ... de los operadores, se podria obtener, que

@ - (A) =3 |Ckl"ap donde las ax

.......

"""" son los valores propios de A y los C}, son los coeficientes del desarrollo.

_______ + +
....... Lo
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T T LA TEORIA DE SCHRODINGER COMO TEORIA MATRICIAL
+ +
+ + Ecuacién de onda dependiente del tiempo unidimensional:
OP(z,t) A% O%(a,t)
+ h = — 1% ,
%§+V() A Hy(z, t):-in%‘/’ ' ot 2m  Ox? FUEde
Hyp = zh%’o — %‘P = —%FI
N d d " 0, OA
e g = ()« (wag ) (w e)
U
® A ¢ e AT + ()

....... dA 1 O0A + +
....... — | = —([A,H));; —
(dt )z’j Zh([ , ])J+(8t )ij ‘ + + +



LA TEORIA DE SCHRODINGER COMO TEORIA MATRICIAL

La ecuacién anterior representa la dependencia temporal de los elementos de la matriz que
corresponde a un operador.

Casi todos los operadores de los que tratamos no dependen explicitamente del tiempo, de modo
que corrientemente el Gltimo término es igual a cero.

El resto de la ecuacion podria considerarse como la ecuacion del movimiento para una matriz;
dA 1
dt th

A, H]

quedando sobreentendido que los elementos de matriz en esta ecuacidn se toman entre estados
que satisfacen la ecuacion de Schrodinger.

4+ +

e + + T T

............. ++++
+ o




MUCHAS GRACIAS

¢ALGUNA
PREGUNTA?
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