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Introduccidn

En mecanica cldsica un potencial independiente del tiempo puede
corresponderse con dos tipos de movimiento: con estado ligado o con
estado de dispersion.
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@ Estado ligado: E < V(400) y E < V(—0)
e Estado de dispersién: E > V(400) 0 E > V(—00)
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Introduccidn

Generalmente tenemos V/(—o0) = V(+00) = 0, por lo que las condiciones
anteriores se convierten en

@ Estado ligado: E < 0
o Estado de dispersiéon: E > 0

Nuestro objetivo es trabajar con un caso analogo para la mecdnica
cudntica. Buscamos soluciones a la ecuacién de Schrodinger que describan
estados ligados y sus respectivos niveles de energia.
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El potencial que vamos a estudiar es el llamado pozo finito de potencial.
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Naturalmente, vamos a separar el estudio segtin las regiones dadas por el

potencial.
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Prohibido olvidar

@ Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

d’u  2mE 2mV

P R

@ Las soluciones deben ser de cuadrado integrable, continuas y con
derivada continua.
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Region 1 (x < —a)

Al tener V = 0 la ecuacién de Schrodinger se convierte en

d?u(x) 2mE
e
——

a?

Las soluciones a esta ecuacién son de la forma

u(x) = G e™ + Ge
Notar que e~** diverge cuando x — —oo, por lo que e~ no es de
cuadrado integrable en (—oo, —a). Por otro lado, e®* si lo es.

Entonces nos tomamos

u(x) = Ae™  (x < —a)
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Region 3 (x >

Este caso es analogo al anterior. Por lo que la solucién también ha de ser
de la forma

U(X) = G e + Ge ™

Pero ahora al tomar x > a, el término que nos interesa eliminar es C;e®*,
pues diverge al tomar x — oco. Tenemos asi

u(x) =Be ™ (x> a)
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Regidn 2 (—a < x < a)

Ahora V = —Vj y la ecuacién a resolver es
d?u(x) 2m
b~ gelf TVl ul)
2
q

Recordar que E — V = K > 0. Ademas, si E = V tendriamos una
ecuacién cuya solucién es trivial u = 0. Obviemos ese caso.

Las soluciones a esta ecuacién son de la forma
u(x) = Ccosgx + Dsingx (—a<x<a)

que son de cuadrado integrable en [—a, a] pues son funciones acotadas.
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Solucién general

Juntando las tres regiones tenemos

Ae si x<-—a
u(x) =< Ccosgx+ Dsingx si —a<x<a
Be™ si X>a

Adln no terminamos, ya que tenemos que imponer las condiciones de
borde, lo que nos va a dar relaciones entre los coeficientes A, B, C, D.

Con condiciones de borde nos referimos a que tanto u(x) como du(x)/dx
tienen que ser continuas en ay —a.
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Condiciones de borde

lgualamos (du/dx)(1/u) en x=ay x = —a

_ qCsinga+ gDcosqga

= 1
@ Ccosga— Dsinga (1)

—qCsinga+ gD cos ga
—a= - (2)
Ccosqga+ Dsinga

en donde usamos que cos (a) = cos(—a) y sin(—a) = —sin(a).

Luego operando con estas dos igualdades llegamos a que

CD=0
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Condiciones de borde

En efecto, de las dos igualdades anteriores deducimos

gCsinga+ gDcosga qgCsinga— gD cosga

Ccosga— Dsinga Ccosqga+ Dsinga
q(C? + D?)sin gacos qa + qCD = q(C? + D?)sin gacos ga — qCD
2qCD =0
CD=0
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Solucié eral

Notar que si D = 0 la funcién u va a ser par, pues en [—a, a] es un coseno
y de la continuidad de u en los bordes de las regiones deducimos A = B.
Por otro lado, al tomar C = 0 tenemos que u es una funcién impar, ya que
en [—a, a] es un seno y de la condicién de borde deducimos A = —B.

Esto no es una peculiaridad de este problema, ya que en general vale que

cuando el potencial es una funcién par, i.e V(x) = V(—x), las soluciones
van a ser funciones pares o funciones impares.
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Tomamos D = 0. Las ecuaciones (1) y (2) se convierten en

a = gtangqga

Notar que a y g estan relacionadas: a® = 7%’2"5 = 2’;1'2\/0 —q?
Sillamamos y = gay A = 2’"\/0"” , obtenemos
A — y2
tany = Y- (3)
y

Por lo tanto, al estar cuantizados los valores de y que son solucién de (3),
también lo estan las soluciones a la ecuacién de Schrodinger. En particular,
estan cuantizados los niveles de energia admitidos.

Fisica Moderna 13/18



Observar que tenemos

2')7;2\/0 — a2
—042 2ZZE
Luego podemos despejar E.
N 2mV0

Vo —E)

’ %

<5> ( o—E)

2h2

E =V

o+ a’2m
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Grafica interactiva

Fisica Moderna 8


https://www.geogebra.org/m/nxeebkb9

Comentarios

@ No importa que tan chico sea el valor de A, siempre hay al menos un
punto de interseccién. Esto significa que no importa que tan débil sea
el potencial, siempre hay al menos un estado ligado.

@ Al aumentar el ), la cantidad de estados ligados aumenta.

@ Cuando el potencial es profundo, A es grande y los puntos de
interseccién se parecen a y = (n+ %)7‘( Notar que es lo mismo que
tomar y = ZF con n impar. (Coherente con el resultado para un pozo

infinito)
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Caso impar

Tomemos C = 0. Las ecuaciones (1) y (2) se convierten en

v
a = —qcot (ga) = gtan (qa + 5)

Razonando andlogamente la energia queda cuantizada en este caso
también.

@ En este caso, observamos que hay un potencial minimo, pues A debe

™
Ser mayor a 5

@ Aumenta la cantidad de estados ligados al aumentar A
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Gréfica interactiva caso impar
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https://www.geogebra.org/m/frrh6cgk

