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1 Introduction

El potencial escalén es otro de los posibles casos con los que nos podemos encontrar cuando es-
tudiamos potenciales. En esta situacién el potencial ”salta”, una, o mas veces, de una cantidad
constante a otra, y es de interés estudiar estos casos por su simplicidad matematica, y porque
representa con bastante cercania un pozo de potencial real. Esta situacién también se aplica
principalmente a problemas que presenta el andlisis cuantico, como puede ser la situacién de pen-
etracién de barrera, en donde una particula se encuentra con un potencial escalén. Clasicamente
tendriamos que ver que la particula, al encontrarse con la pared del potencial, se veria reflejada,
pero lo que en realidad vemos es que la particula "penetra” a la pared y atraviesa el escalon,
observandose del otro lado. Este fenémeno se explica bien con la mecanica cuantica ya que esta
explica, como veremos a continuaciéon que, a priori, no hay regién inaccesible para una particula
independientemente de su energia.

Abordaremos entonces el estudio de estos fenémenos, deteniéndonos en el comportamiento de

una particula en cada una de las regiones segin lo esperado clasicamente, asi como las soluciones
que la mecéanica cuantica propone.

2 Potencial Escalon

Si consideramos un espacio unidimensional, donde existe un potencial:

0 ,x <0
Vi@ = {Vcte >0 ,2>0 M)

Entonces para una particula « definimos, cldsicamente, su energia, de la forma:

p
E,=—+V 2
YtV 2)
Podemos visualizar esta situacién:
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Figure 1: Bosquejo de V(z) en funcién de x

En la figura podemos ver el escalén en z = 0, donde V' (z) pasa de 0 a Vj, un valor arbitrario
constante. En el bosquejo podemos ver dos casos distintos, dependiendo del valor de F,: uno se
observa cuando F > V(z), y otro cuando E < V(). La situacién en donde E, = Vj es un caso
particular en la que la particula puede estar tanto dentro del potencial como fuera, y para poder
simplificar la forma de trabajar con un potencial escalén, obviaremos esta situacién (si alguien esta
interesado en leer mas, refiérase al anexo 4.1).



2.1 Caso £ < V(x)
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Figure 2: Bosquejo de V(z) en funcién de x con E < V(z)

2.1.1 Mecdanica Cléasica

Veamos entonces que sucede en el caso en que E < V(x). En el caso que la particula o se mueve
de izquierda a derecha, vemos que se choca con el escalén, y hagamos entonces el analisis de esta
situacién, viendo como lo que calculamos clasicamente, no se corresponde con la realidad y como
esto se soluciona con la mecénica cudntica.

Podemos escribir F, a partir de la ecuaciéon 2 en las regiones 1 y 2, tenemos entonces:

>
Ea:{p2 5 <0 ,x <0 3)
a=+V(x)<V(z) ,2>0

Interpretamos esto como que inicialmente F, se mueve con energia % < 0 en la region 1, pero al
llegar a « = 0, observamos que la energia E,, en la region 2 es V(0) més el término que contiene a
p, y observamos que este termino deberia ser negativo para que se pueda cumplir la desigualdad.
Este resultado no es coherente con las hipétesis clsicas (que una particula tenga momento con
una componente imaginaria), y por lo tanto podemos concluir que cldsicamente la regidn 2 es una
region prohibida.

Sin embargo, experimentalmente observamos que la particula a puede ser encontrada del otro
lado de la barrera, asi que buscamos una explicacién en la fisica cuantica.
2.1.2 Mecanica Cuantica
Podemos escribir la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo:

R )
2m  dx?

Eat(z) = +V(2)y(x) (4)

A partir de la cual podemos escribir E:
_ b &y(z)

<0
Eop(r) = 22m \ dv? ’
{—;ﬁlddﬁé L+ Voy(z) >0

Veamos que pasa en la region 1, definimos k?:

2mE
k% = T2 (6)



Entonces la solucién mas general para esta region es:
0(@) = (A + eI ™
Esto corresponde a un flujo en la direccién positiva de magnitud

j=" 0 |Rp) Q

Podemos pensar e**®

como una onda incidente con flujo % Si no hubiera potencial V' (z) podriamos
tomar e?F®

como solucién para todo x, pero como esto no siempre es asi, entonces atribuimos R a

. 2
la presencia del potencial, esto da a lugar a una onda reflejada, Re~"** con un flujo reflejado %.

Veamos ahora lo que pasa en la region 2, tenemos la solucién mas general
b(x) = Tk 1 (D)e ke (9)

pero para el anélisis que estamos realizando, considerar De 7*1* darfa a lugar una onda proveniente
del infinito moviéndose de derecha a izquierda, entonces simplificamos la solucién como:

Y(z) = Tel*2® (10)

Que, de nuevo, interpretamos como una onda moviéndose en direccién positiva con un flujo:
j=—|T (11)
] prd

Como estamos trabajando con la ecuaciéon independiente del tiempo, la ley de conservacion implica
que el flujo j es independiente de z, teniendo que ser este flujo igual para < 0y x > 0, es decir:

hky o hky
— (1 — = —|T 12
L1 |RI?) = 22T (12)

Y la continuidad de la funcién de onda implica que igualando las dos soluciones en = = 0 tenemos:
1+R=T (13)

Si bien el potencial es discontinuo, con un salto de 0 a un valor arbitrario de potencial, podemos
ver que la onda si lo es e inclusive su derivada lo es, esta continuidad implica que:

jk1(1 = R) = jkoT (14)

Podemos resolver para R y T', obteniendo:

ki =k
ky+ ke
1
o (15)
kit ke
Y con esto podemos calcular el flujo transmitido y reflejado:
Rk pra _ ik <k1 -~ k2>2
m m ki + ko (16)
By o By dhiks
m om (kil + k2)2

Esto nos explica el hecho de encontrar particulas en la region 2, como vimos, clasicamente esto esta
prohibido, pero la mecanica cuantica nos dice que esto es, en efecto, posible. Una particula pasando
a la region 2 tendria que disminuir su velocidad, para conservar la energia, pero no necesariamente
se reflejaria totalmente, si bien como consecuencia de las propiedades onda-particula vemos una
pequena fraccién de particulas incidentes reflejadas.

Algo interesante para para el caso donde E < V[, podemos ver que ks se hace imaginario y entonces
tenemos la solucion:

Y(x) = Te kel (17)



y obtenemos una expresién para |R|?:

k1 — jlk k1 — jlk
o = (el (B (19)
ki jlkal ) \ k1 + jlk2]
Esto da a lugar, como en la mecanica clésica, a una reflexién total de la onda, igualmente notemos
que:

2k
k1 + jlk2|
No desaparece, esto implica que una pequena parte de la onda penetra a la region 2. Este
fenémeno de penetracién es bien caracteristico de las ondas y como veremos a continuacién, per-

mite el "tunelamiento” o penetracién de barreras que clasicamente bloquearian completamente la
particula.

T (19)

2.2 Caso £ > V(x)
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Figure 3: Bosquejo de V(z) en funcién de = con E > V(z)

Podemos ver el caso para el que E > Vj y llevarlo al extremo en que E >> Vj, veremos que en
este caso |R|? tiende a cero, esto tiene sentido ya que para altas energfas, en relacién al potencial,
la presencia de un escalén afecta minimamente a la propagacién de la onda.

2.2.1 Mecanica Cléasica

Clasicamente sabemos que una particula en la region I sufrird una fuerza repulsiva en el entorno
de = = 0 por el potencial V'

dv(z
F=— 20
T (20)
Esto disminuye la velocidad de la particula entrando a la region 2.
Por conservacién de la energia sabemos que:
2 2
b1 P3
Ey=— FE,—Vy=-—*= 21
Yoo P Y T o (21)

Entonces en este caso nuestra particula no tiene ninguna regiéon prohibida, simplemente al pasar a
la region 2 su velocidad disminuye por conservacion de la energia.
2.2.2 Mecanica Cudantica

El andlisis cuantico, a priori, no difiere tanto del caso F < Vj. Resolviendo la ecuacién de
Schrédinger independiente del tiempo para ambas regiones tenemos:

2mE
h

U(z) = (A)e?™® 4 Re™7M1% con ky =



Para la region 1 y

2m(E — VE))

U(z) = Tel™® 4 (D)e %% con ky = =

(23)

Para la region 2, otra vez podemos simplificar el término D, puesto que implica una onda reflejada
en un punto z > 0 y no tiene sentido fisico, reescribiendo 23

U(x) = Telk=® (24)

Obtenemos entonces la funcién de onda:

Aelkt Aillzl*kz eIk p <0
— 1+k2 =
\I/((L') { Aki]r»le e]kzx , T Z 0 (25)
Entonces escribimos R:
R = ki —ky ’ (26)
-~ \ k1 + ko
y escribimos T
k 2k )? 4k k
_ 72 ( 1) i _ 1~h2 5 (27)
kq (]411 + ]412) (k‘1 + k‘g)
Se cumple entonces la condicion R+ T = 1 y podemos evaluar segun ki y ko
1—/1-%
R=1-T=—VY = (28)

1—/1+ %

B

Veamos que este resultado es coherente con todo lo que venimos diciendo, cuando vﬁo < 1 es decir

Vo > E tenemos R = 1 y cuando VEO > 1 es decir Vy < F, tenemos que R cae proporcional a VEO

y entonces T crece proporcionalmente también, es importante notar como R va asintoticamente a
0, es decir que por mas grande que sea v%’ o lo que es lo mismo, por mas que F >> V| siempre
hay una fracciéon de la onda que es reflejada, afectando minimamente la propagaciéon de la onda.
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Figure 4: Bosquejo de R y T en funcién de %

3 Penetracion de barrera

La penetraciéon de barreras de potencial o tunelamiento es un fenémeno muy comun en fisica
atémica y nuclear. Como mencionamos en la seccidon anterior, este fenémeno se da cuando
particulas "reflejadas”, terminan atravesando el potencial. Nuestro andlisis en este caso serd mas
bien cualitativo, puesto que hay companeros que entraran en detalles sobre este fenémeno.

Como ya vimos, este efecto es imposible para la mecanica cldsica, es imposible que una particula
con E < Vj atraviese la barrera de potencial y de hecho esta es totalmente reflejada al encontrarse
con el potencial, pero esto no es asi cuando hacemos el andlisis con la mecanica cudntica. Como



ya vimos, la cudntica si nos permite que estd particula atraviese el potencial, esto gracias al
entendimiento onda-particula que nos da la mecédnica cuéntica, pero de todas formas esto no nece-
sariamente explica el fenémeno de tunelamiento y de hecho no nos da todas las condiciones bajo
las cuales se presenta este efecto, no es hasta que introducimos otros conceptos como el principio
de incertidumbre que podemos entenderlo. Como ya dijimos no vamos a entrar en aspectos cuanti-
tativos de este fenémeno, pero si nos parece importante mencionar que efectos podemos encontrar
aparte del tunelamiento.

Como ya mencionamos, la onda una vez atraviesa el potencial conserva su energia, principal-
mente disminuyendo su velocidad, pensemos entonces que pasa si la velocidad dentro del potencial
es inferior a la velocidad de escape del potencial, entonces no veriamos el efecto de tunelamiento,
tendriamos una reflexién interna de la onda y esta quedaria ”atrapada” en el potencial. Entonces
ya sabemos que para lograr tunelamiento necesitamos una velocidad suficiente como para ”escapar”
el potencial, podemos ver que esta capacidad de ”escape” depende de la geometria de nuestro po-
tencial, no es igual atravesar un potencial escalén que un potencial pozo. Estos son algunos de
los factores de los que determina si tenemos una penetracién de barrera o, en efecto, encontramos
otro fendmeno para esta onda que viaja por una regién con potencial. Todo esto quedard mucho
mas claro una vez presentada la clase de tunelamiento.

4 Anexo

4.1

En cuéntica, una situacién en la que dos estados tienen la misma energfa E® se conoce como estado
degenerado. Esta situacién, segun lo entendido, se resuelve debido a un termino de la forma RA,
causado por una perturbacidén, que se suma o se resta a la energia de cada estado, siendo asi
que ahora la energia se "desdobla” en dos energias distintas E_ = Ey + Rh y EL = Ey — Rh.
Nuevamente invitamos a los interesados a indagar més en el link referido en la nota al pie'
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