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PrAcTICO 7

Formas diferenciales en variedades y teorema de Stokes.

1. a) Calcularladerivada exterior w = d& de la 1-forma en R? dada por & = (1-x%—y?)(dx+dy).

b) Calcular fD w, donde D es el disco unidad con la orientacion usual.
2. Se considera & : R — S! dada por h(t) = (cos t,sint). Demostrar lo siguiente:

. _ 1 _ *
a) Si w esuna l-formaen S*, entonces fsl @ = [0 hw.

b) Una 1-forma w en S 1 es exacta si y solo si /51 w = 0.

) Sea w una 1-forma en S! tal que /51 @ # 0. Si 7 es otra 1-forma en S?, entonces existe una

constante ¢ y una funcién f : S' — R tal que ) = cw + df.

d) Concluir que H 1(s1) = R, donde

{w € Q(SY) : w es cerrada}
{w € QY(SY) : w es exacta}

H(sY) =

3. Integrar la forma w = xy dx A dy + y? dx A dz sobre:

a) Laesfera S2.

b) La superficie S = {(x,y,z € R3:x2+y?2=z,z <4)}
4. Probar que si una 2-forma w en S? es exacta, entonces sz w =0.

5. Seanp € Q?(R?) definida por g = x dy Adz+y dz Adx +z dx Ady. Se considera U = R?\ (0,0, 0),
r: U — Rlafuncién normay f : R* — R una funcién diferenciable.
a) Calcular dnp.

b) Sean = (f o r)ny € Q*(U). Calcular dn en funcién de f y hallar f de forma tal que 1 sea
cerraday f(1) = 1.

¢) Trabajando con el f hallado en la parte anterior, calcular fgz 1, donde S? esta orientada
con la normal apuntando hacia afuera.

d) Concluir que 7 no es exacta.

6. Probar que una variedad M de dimension n es orientable si y solo si existe w € Q"(M) tal que
w(p) # 0 para todo p € M.

7. Sea M una variedad compacta y orientada de dimensién n. Se consideran los operadores
integrales

/M:QH(M)_)RY/M:COO(M)—)R

a) Observar que ambos son lineales.



8.

12.

b) Probar quesi f € C*(M), entonces ‘/M f’ < [|flloVol(M).

Sean f : M — Ny g : N — L mapas diferenciables entre variedades. Consideramos los
R-espacios vectoriales

ZKM) = {w € Q" (M) : dw = 0} y BX(M) = dQ*(M).
a) Probar que f*(ZX(N)) c Z¥(M) y f*(BX(N)) c B¥(M). Deducir que f* induce una trans-
formacién lineal f* : H*(N) — H¥(M), donde H*(M) = Z¥(M)/B*(M).
b) Probar que (g o f)* = f* o ¢* y que Idy, = Idyx(y). Concluir que si M y N son variedades
difeomorfas, entonces H*(M) y H*(N) son isomorfos para todo k.
Dados 0 < r < a se considera el toro
T? .= {((a +7rcosu)cosv, (a+rcosu)sinv, rsinu) :u,v € R}.
Se definen f : S! — T? por f(cost,sint) = ((a + r)cost,(a + r)sint,0) y ¢ : T> — S! por
g(((a +rcosu)cosv,(a+rcosu)sinv, rsin u)) = (cost,sint).
Demostrar que f y g estan bien definidas y son de clase C*. Observar que g o f = Idg1 y,

usando el ejercicio anterior, ver que H(T?) # 0.

Ejercicios complementarios.

Dado un espacio vectorial normado (V, || ||) se define la norma de una forma k-lineal alternada

¢ por
9] = sup{lp (@1, ..., 0| : lorll = -+ = [loxll = 1}.

a) Probar que si M es una variedad diferenciable orientada y compacta de dimensién n y @
es una n-forma, entonces se cumple

[

donde dV es la forma de volumen en M.

< | lo(p)ldV(p) < sup [o(p)[Vol(M),
M peM

b) Decimos que una n-forma w en R" es integrable si para toda sucesion creciente de abiertos
A; con |J; AiR", existe el limite de fA. @ y no depende de la eleccién de la sucesion A;.

Probar que si la funcién p — |w(p)| es integrable en R", entonces w es integrable.

c) Probar que si w una n-forma exacta en R” y tiene un potencial con soporte compacto,

/a):O.

d) Consideramos una k-forma w en R". Probar que para toda (n — k — 1)-forma con soporte

/ den:(—nk/ w Ad.

entonces es integrable y

compacto 17 se cumple



