Formulacion Lagrangiana y Hamiltoniana
para medios continuos

Sistemas donde tenemos que especificar las posiciones (y
otras cantidades) de todas las particulas de un sistema

Consideramos sistemas con infinitos grados de libertad
Muchos ejemplos: acustica (propagacion de sonido)
Elasticidad

Ondas superficiales en un fluido y muchas otras

Campos electromagneéticos (particulas y campos)

Ondas gravitacionales
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Limite continuo

Oscilaciones longitudinales en una barra (lineales)

 Masas m unidas por resortes (longitud natural a,
constante k, masa despreciable) ordenadas en fila

* Movimiento restringido a lo largo de la barra (1d)

* Medimos las coordenadas de cada masa a partir de la
posicion de equilibrio
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Lagrangiano
* La energia cinetica es la suma de cada una

1 :
I' = EZmn?,

* La energia potencial de cada resorte




Ecuaciones de movimiento

* Una ecuacion de movimiento para cada particula

Eﬁ; . (1’?;'+1 — ??:') R (rn — 11 -1
ﬂ

* Ahora pasamos a poner todo “por unid
longitud”

* Hacer el limite continuo = longitu
(pero todo tiene que mantener
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Limite continuo

M /a  Densidadlineal L,

Modulo de Young: en una
barra elastica la fuerza es

proporcional a la F o Y'{:: ’
extension por unidad de
longitud
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Derivadas
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La suma se transforma en integr




Qué pasa con las ecuaciones de movimiento?

* |dentificamos la derivada sequnda:
el 8) 8L
* La ecuacion de movimiento resu
dE d°n
a:ffz dx?




Ecuacion de ondas

LIyt n(x, 1)

— —Y— =0,

c:‘rl e x?

* Las soluciones son ondas viajeras e
sentidos con velocidad
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Densidad lagrangiana




Formulacion variacional para
medios continuos .- [/ cuaa

 \Volvemos al inicio del curso
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Derivadas funcionales

* Repetimos procedimiento, tomando
variaciones nulas en los limites temporales y
tambien espaciales

nx, o) =n(x,2;0) +al(x, 1)

e Haciendo desarrollos

Is pX2 3 ‘ >
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Arturo Marti, Inst. de Fisica, 2



* Integramos por partes

dl _f"? [ L adise: 80 s N LA ]
I
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Recordando que las variaciones son
arbitrarias (con extremos fijos)

 Obtenemos las nuevas ecuaciones de movimiento para
medios continuos X N k)

d [ dL " e 0
d! Ej.‘i,_? dx \ géi

e Son la version continua de
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Barra elastica

| dn\? dr;)j_
e “(E) Y(d;r |

* Aplicamos las ecuaciones de movimi

d (ac) d (
il qdn +ffr “




Generalizaciones

Se puede generalizar a varias coordenadas
Eta puede tener varias componentes

Usamos una notacion extendida para las
variables espaciales y temporales

.0
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Compactamos todo

Letras griegas para indices de 0,1,2,3
Letras latinas para indice 1,2,3

E

Las derivadas con °,

Por supuesto mantenemos la convencion de
Einstein

Bl 4% v i 60
g’ ST dad

Nov =



Repetimos

ﬁ - ‘E’(np+ inFIH). I = f ﬁ{dxi}!

L =ff:(a!;cf},

.ﬁ:]‘(ﬂ 91, | 9L anf‘“”) (dx™)

do a1, da lan, ., Voo

dal

_=I[E_ g ( 9L )]%{dxu}
* Integrando por d« I dx” \anp.

partes +f{dxﬂ_) d ( L 3%).
M,y O




Finalmente las ecuaciones de
movimiento nuevamente

d d.L E —0
dx¥ \ 91,y dn, ety

* Recordar sumatoria sobre indices repeti

(1t

* Recordar que la “,” significa derivad



Como seguimos?

 Campo electromagneético y otros ejemplos

e Teoremas de conservacion
* Relatividad especial
* Formulacion Hamiltoniana
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Suma de una derivada total

* En lugar de una funcidn ahora es posible una
4- divergencia sin que cambien las ecs de
movimiento

dFy,(ne, x*)
dxV

* Teorema de la divergencia

i
ﬁf(dx“)dF”;T 3 fpv(qp x*yde¥ =0,
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Teoremas de conservacion

 \/imos varias cantidades conservadas

dL JdL d dL dg; oL
R

dt

d 5oedl dL : :
—(Zq_,-—_h—L)+—=U. 1 R, = | SN E.
- i
J

dl dL 0L
dIﬁ 3f}p nﬂ‘# | B”p,{unplﬂru +
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Tensor de energia momento

dr aL . aL Eﬁ
de; B”p 2, 1L g p1””ﬂ A N

e Usamos las ecuamonW

movimiento (am, ) e

dr 4 L AL dny .
r (3?Jp,u) No.u +

@ oL
 dxV Bﬂpmn‘ﬂ‘# Lol
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Tensor de energia esfuerzo

* Agrupando las derivadas

d[ﬂ}.‘l

— L8,
axV E}r}pT,,n‘ﬂ'# ‘u]

 Supongamos que la densidad lagrangiana no
depende explicitamente de las coordenadas
(el ultimo término es nulo)

* Se puede escribir como una divergenci
9L

) MMy, v
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Como interpretamos? 5-7.-0

e Calculamos T, que resulta la T = 5o = 8"
densidad de energia total

e Siusamos el 7." obtenemos
gue lo vemos como una ecuacion
de continuidad

0 i 0

Gy . Al el

T = -t =—L4V.T,=0
SoER - R L | * G




Formulacion Hamiltoniana

Buscaremos como definir un momento

canonico y una densidad hamiltoniana
dL

Lo mas directo ¢~~~ H = piili — L =ao—ij = L
oL 3L an;
= = (1 s
B . vt
Tiende a cero, entonces definimos una o hie, s
densidad de momento Byl ') |
. B dL
Lim—=m = ——
a—0 H?F

En la definicion de H el tiempo recibia
tratamiento especial =
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Formulacion Hamiltoniana

Si el campo tiene varios componentes o
FTP{I‘“'J = iﬁ—
07,

Las variables defines un espacio de fases pero de
dimension infinita Hp{ﬁrs 0, ﬂ,p(lf* )

Si una variable es ciclica, tenemos también r

conservacion
Y

dx* 0np 4

= (), |
d VP (R 1),

dm? d dLC
+ — = (0.
dt dII 3?’},3*,
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La densidad hamiltoniana
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Ecuacion de sine-Gordon
EDP no lineal

Conjunto de péndulos: longitud |, masa m, acoplados con
tuercas y resortes, paso de rosca f3

Las masas se mueven oscilando y a la vez adelante y atras.

Sobre la guia hay resortes de constante k y longitud natural a

Cuando un pénd
un angulo ¢, s
un distancia
resorte s
estira)




Lagrangiano x =
- Coordenadas generalizadas: ¢,

* La energia cinética es:

1 2 s - 2
T, = Em(ﬁ;&; +X7) = Em{i’ + )P, = Emkzqﬁj.

* La energia potencial es la gravitatoria
los resortes (-n,n)

I N s L 1, — )
[ = Emk Z ¢, — Img! Z(l —cc}StﬁJ}—FEkﬁi Z(@;H —415;)&]*

J=—n j=—n J=—n
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Ecuaciones de movimiento

LRy

b, — 011 — ) — (@, — ¢, + Q2sing, =0, —(n—1)<j<n—1I,

* Con los parametros: . _ 5 2w 2 = a2
* Limite continuo

9° 9°
'a:f Uz'éx_f + QE 1N l.‘;f?{.x) = U,




Limite continuo del Lagrangiano

L= %ﬁZcﬁ(x)Z - {—’f—giZ[l — cos$(x)] + %skﬁz D lx + Ax) — qs(x)F]

P(x+Ax) *ai'(x))z]

. _1_ 22 . 2.200 __1_ 2
_Zﬁx{zzplrﬁ(x) P21 — cos p(x)] zn( -

Yi? = akB® = (a/s)(skp?)



Relatividad especial

e Transformaciones de Lorentz

=y(x =V + (1 —y) x—E[x'V} t = (r x-V)
X =y (I—y 72 vl | R = )

1
STVt

4

* Vectores y tensores deben transform
acuerdoa  x* = A“.x", R“ = A, AP, R

Se define un espacio de Minko
gn=gn=gn=-—gu=1=g" =g" =¢g"=—g%.

—_ v Vo AL oo A
a, =gua , R, =guR", R", =g,;R".



Ecuaciones de Maxwell

* Se define un tensor antisimetrico 7, = —f,,

E = {E]-; EE: E3} - {f]ﬂ1- fzﬂ: f3ﬂ}a
B= {B], BE: B.?-) - (fEE: f.?-]': fll):

[fuu] —




Ecuaciones inhomogeneas de
Maxwell

* Ley de Gauss y de Ampere-Maxwell
V-E=pand V AB — 3E/3t = j)

apf'”” — j,lf-l'f‘

° ﬁ ﬁ JF dB;  d(—B-)
Wf O+ d M+ Pt 0+ — -
of O+ f 2 b f O S =

JE,
=(VAB)y) — — =j|.
( ) y N
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Ecuacion de continuidad

e Usando

II.:}'I.-l.;-'.':-Hll| — j#:

Y |la antisimetria

0,0, " = 8, "



Las ecuaciones homogéneas

V.B=0and V AE + dB/dt = 0)

Hlfuu + Hﬂful + al..lf..'i.,u = {

dBy dE, O(—E)
a — = —_—
dy f12 + 01 f20 + 02 foy Y + - + P

) B
=~ +(VAE);=0.




Potencial

* Pulse para anadir texto

B#Ap — BUA# —_ fll'..l!.'l«"

A" = A" + gy x.
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