Practico 8: Ecuaciones diferenciales

Ejercicio 1

Una poblacién hipotética se modela mediante la ecuacién diferencial logistica

P 12 P
= =Zp(1-—).
dt 10 < 4200)

a)
Para qué valores de P la solucion es creciente?
Para que la solucién sea creciente, % > 0.

12 P
w0’ (1 - 4200) >0

Esto ocurre cuando 0 < P < 4200.

b)

JPara qué valores de P la solucién es decreciente?
Para que la solucién sea decreciente, % < 0.

12 P
w0? (1 a 4200> <0

Esto ocurre cuando P > 4200.

c)
;Cuéles son las soluciones de equilibrio!?

Para que sea una soluciéon de equilibrio, % =0.

12 P

ZpP(1-——) =
10 ( 4200> 0
P=0 6 P=4200

d)

Encuentre la solucién que satisface la condicién inicial P(0) = 60.
La ecuacién diferencial es:

P 12 P
= =Zp(1-—
dt 10 ( 4200)

1Una solucién se dice que es de equilibrio cuando es una funcién constante.




Es una ecuacién diferencial separable:

[ s== P = [ 15
P 4200

Resolviendo la integral:

1 1
= \gqr= | =
/<P * 1200 = P) d / dt

12
ln|P| ~1n]4200 — P| = 15t + C

P 12
In|——|=—t+C
" 4200P’ 0"
P — eottC
4200 — P
p_ 4200etC
1+ enttc
P 4200eCetst  4200Keto’

1+eCetst 14 Ketot

Usando la condicién inicial P(0) = 60:

4200K
00=7 + K
60 + 60K = 4200K
60 = 4140K
_ 60 _1
© 4140 69
Por lo tanto, la solucién es:
4200 - gsedtt  4200e 10!

- 12t

el
(t) - Qt 12
1—|—69610 69 + et

Ejercicio 2

Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales



a)

dyi 9
dmixy

Es una ecuacion diferencial separable:

/y_Zdy:/xdsc

b)

Reordenando:

y® =3z + 31n|z| 4+ 3C

wl=

y = (3z 4+ 3In|z| + 3C)
c)

y =xe Y

Es una ecuacion diferencial separable:

/eydy:/xdw

2
ey=%+0

2
y:ln<x2+0)



d)

dy
2 2
A
(' +y") -
Reordenando: J
2+ 1) 21
y(z+1)--
by 1

dr  z+1

1
2 _
/y dy—/x+1dﬂt

Y
3:1n|x+1|+0

y=(3In|z+ 1| +3C)3

Ejercicio 3

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de variables separables, con las
correspondientes condiciones iniciales.

a)

dy =
- = 0)=-3
=y Y )
Es una ecuacién diferencial separable:
ydy = xdx
Integrando ambos lados:
/ ydy = / rdx
2 2
Y x
I 10
2 2 *
y? =%+ 20

Usando la condicién inicial y(0) = —3:
(=3)°=0"4+2C = 9=20C = C:g
Por lo tanto, la solucion es:
V=249 = y=4+va2+9

Como y(0) = —3, tomamos la solucién negativa:

y=—Vz2+9



b)
dy Inzx
- =— 1)=2
i oy y(1)

Es una ecuacion diferencial separable:

1
ydy = =% dg
T

|
/ydy:/ﬂdx
X

Integrando ambos lados:

Usando la condicién inicial y(1) = 2:

22=(In1)*+2C = 4=0+4+2C = C =2

Por lo tanto, la solucion es:

v =(nz)? +4 = y==+/(Inz)2 +4

Como y(1) = 2, tomamos la solucién positiva:

y=+/(nx)2+4

c)
y' = (zysinz)(1+y), y(0)=1
Reordenamos la ecuacién para separarla:

1

——— dy = xsinx dx
(1+y)y
Simplificamos la fraccién en el lado izquierdo utilizando fracciones parciales:

1A B
y(I+y) vy 14y

1=A(1+y)+ By

Resolviendo para A y B:
1=A+ Ay + By

Comparando coeficientes:

A=1y A+B=0 = B=-1



Por lo tanto:
1 1 1

y(l+y) vy 14y
La ecuacién se convierte en:

1 1
———— | dy=xsinxdx
y 14y

Integramos ambos lados:

1 1
/( — ) dy:/:vsinmdx
y 1ty

La integral del lado izquierdo se convierte en:

7d Inlyl —In[l+y|=1In
[har= [ dr=mlyl -l = |

Para la integral del lado derecho, usamos integracién por partes:

/xsinxdx = —xcosx + /cosxdw = —xcosx +sinx + C
Por lo tanto, tenemos:

= —xcosz +sinz +C

n
1+y

Usamos la condicién inicial y(0) = 1:

h

1 1
=-—-0-cos0+sin0+C = In 2’:O—I—C o C=ln§

S|

Por lo tanto, la solucién es:

Y . 1
In = —xcosx +sinx +1In -
1+y 2
Simplificamos para y:
1
In y ‘ = —xcosx +smx+ln§
71 cos z+sin
14y + y
— lefav cos x+sin x
1+y + y 2
Resolviendo para y:
le—x cos x+sinx
_ 2
y= T__

1 — 2e¢—Tcosztsinz
2
e—z cos r+sin x

Y= 92— e cos z+sin o

Por lo tanto, la solucién general es:

e—&cos xr+sin x

y:

9 — e—xcos x+sinx



d)
ez =y VBT, y1) =1

Reordenando y separando variables:

d 1
Y _zlnz

1+3+2 @

Integrando ambos lados:

———— = [ Inzdx
1++/3+y?
Resolviendo la integral y aplicando la condicién inicial:

y = (solucién en términos de x y y)

Ejercicio 4

La funcién f(x) es solucién de la ecuacién diferencial 3 = y* — 6y + 5y?.

a)
Determine f en los casos en que sea una solucién de equilibrio.
Una solucién de equilibrio se obtiene cuando 3’ = 0.

y* —6y® + 5y =0

Factorizando:
v} (y* — 6y +5) =0

Vly—1)(y-5=0

Las soluciones de equilibrio son y =0, y =1y y = 5.

b)

Sil < f(0) < 5, demuestre que la funcién f es decreciente en el intervalo
(0, +00).
Evaluamos la derivada en el intervalo 1 < y < 5:

yl _ y4 _ 6y3 4 5y2
Para 1 < y < 5, evaluamos el signo de y':
y*(y —1)(y - 5)

Como y? > 0 siempre, y (y —1) > 0y (y —5) < 0 en el intervalo 1 < y < 5,
entonces y' es negativo y f es decreciente en (0, +00).



c)

. Qué se puede decir sobre lim,_, 1 o, f(x) cuando f es como en el inciso b)?
Dado que f es decreciente en (0,+00) y 1 < f(0) < 5, f(x) tenderd a 1

cuando * — +o00, ya que 1 es el valor de equilibrio mas cercano dentro del

intervalo.

d)
Siguiendo la linea de los incisos b) y ¢), haga un anélisis de f(x) si f(0) > 5.
Si f(0) > 5, evaluamos la derivada en el intervalo y > 5:
y/ — y4 _ 6y3 + 5y2
Para y > 5, evaluamos el signo de y':
v (y —1)(y —5)
Como y? > 0 siempre, y (y—1) > 0y (y—5) > 0 en el intervalo y > 5, entonces

y' es positivo y f es creciente. Por lo tanto, f(x) tenderd a infinito cuando
T — +00.

Ejercicio 5

Resuelva los siguientes problemas:

a)

Encuentre la ecuacién de la curva que pasa por el punto (0,1) y cuya pendiente

en (z,y) es xy.
La ecuacion diferencial es:

dy
e A
dx 4
Es una ecuacién diferencial separable:
d
Y _ xdx
Y
Integrando ambos lados:
1
—dy = / xdx
Yy
2
Inly|=—+C

Usando la condicién inicial y(0) =
02

Por lo tanto, la solucién es:

.1'2 2

ln\y|:?



b)
Halle la funcién f tal que f'(x) = f(x)(1 — f(z)) v f(0) = %

La ecuacion diferencial es:

daf
2o (1 —
L ra-y
Es una ecuacién diferencial separable:
df
—— =dx
fFA=1)

Separando la fraccién:

J(Goizg)ofe

In|f|]-In|l-f]l=2+C

Usando la condicién inicial f(0) = 1:

1/2
1 =0+C C=0
T 1/2‘ T =
Por lo tanto, la solucion es:
f f e’
- 1—f ¢ f=17e

c)
Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de elipses de ecuaciones
22+2y? = k2, donde k # 0 (haga un dibujo de las elipses en los casos k = 1,2, 3).
La familia de elipses estd dada por:
22 4 292 = k2
Diferenciando implicitamente respecto a x:
x
20 +4yy =0 = ¢ = ——
2y
Las trayectorias ortogonales tendran la pendiente inversa y negativa:
y =2
x

Resolviendo esta ecuacién diferencial:

dy _ 2

Yy x
1

/fdy:/gdx
Yy x

In|y| =2Injz| + C = y=Cx?



d)

Idem que en el inciso c) en el caso de las hipérbolas de ecuaciones zy = k, k # 0.
La familia de hipérbolas estd dada por:

xy =k
Diferenciando implicitamente respecto a x:

y+aoy =0 = ¢ ==

SRS

Las trayectorias ortogonales tendran la pendiente inversa y negativa:
x

Yy =-
)

Resolviendo esta ecuacién diferencial:

ydy = xdx

/ydyz/xdm
y? 2

?:%4_0 — ? =22 420 = y=+Va2+20C

Ejercicio 6

Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

a)
xy +2y =sinz, y (g) =0
Reordenamos la ecuacion:

, 2 sinx
yt+-oy=
x

T

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La funcién de inte-
gracion es:
2
/J'(x) — efzdm — e?ln:c _ $2

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién diferencial por p(x):
%y 4+ 22y = xsinx
La ecuacién se convierte en:

d
%(J:Qy) =zsinz

10



Integrando ambos lados respecto a x:
2y = /xsinxd:c
Usamos integracién por partes:
/xsinxdx = —xcosx + /cosxdx = —xcosx +sinz + C

Por lo tanto:
z?y = —xcosz +sinz + C

Usando la condicién inicial y (3) = 0:

(5) 0= (F)eos(5) +m(5) +@
0=0+14+C = C=-1

Por lo tanto, la solucién es:

9 . —zcosx +sinz — 1
7y =—xcosr+sinr—1 = y=

xr2

b)
y+y =2, y(0)=0

la solucién es y(t) =2 —e™*

c)
oy +2y =3z, y(l)=5

Reordenamos la ecuacién:

y+2y=3
x
Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La funcién de inte-
gracién es:
/i(it) _ ef%da; — g2z _ 2

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién diferencial por p(x):
22y + 2y = 322
La ecuacién se convierte en:

d 2 _ 2

Integrando ambos lados respecto a x:

m2y=/3x2daﬂ=x3+0

11



Usando la condicién inicial y(1) = 5:
1?5=14+C = 5=14+C = (C=4
Por lo tanto, la solucién es:

344 4
x2y2x3+4ﬁy:xl— =x+ —
T T

d)
y = 2ay + 322" y(0) =5

Esta es una ecuacion diferencial no homogénea. Primero, resolvemos la ecuacion
homogénea asociada:
!
y —2zy =0

Reordenamos la ecuacién:
y' =2y

Es una ecuacion diferencial separable:

d
W_ 2x dx
y

Integrando ambos lados:

2

Iyl =2>+C = y=e" 0 = Ce*

.z . 2
Para la solucién particular, proponemos y, = u(z)e” :

Yp = u'e®” + 2rue”
Sustituyendo en la ecuacién original:
W' + 2zue” = 2zue® + 3x%e”
Cancelando términos:
Wer =322 = u =322 = u=23+C
Por lo tanto, la solucién particular es:
yp = (2° + C)er
Usando la condicién inicial y(0) = 5:
5=0+0) = C=5
Por lo tanto, la solucién general es:

Y= 5" + aPe”

12



sin® x

2
yir)=1 = 0=0+C —->C=0

+C

sinz -y =

sinx

2

Por tanto: |y = + 1]

f)
2zy’ +y = 10yx, y(4) =10

Reordenamos la ecuacién: 5
/

Y+ oy=—F

2x Vv

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La funcién de inte-
gracion es:

L 1
N(»’C) = @f 2zde — pzlnz _ \/E

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién diferencial por p(z):

1
/
+-—y=5

vy 2\/53/

La ecuacién se convierte en: p
ﬁ(\/fy) =5
Integrando ambos lados respecto a x:
Vry =5z +C
Usando la condicién inicial y(4) = 10:
2.10=5-44C = 20=20+C = C=0

Por lo tanto, la solucién es:

Vay =5z = y =5z
Ejercicio 7

Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones lineales (homogéneas)
de segundo orden:

13



a) 2y =5y +2y=0
La ecuacién caracteristica es:

2r —5r+2=0
Resolviendo para r usando la férmula cuadratica:

—b+ V0> —4dac H5x/(-5)?—-4-2-2 5+25-16 5+3
T = = = =
2a 2.2 4 4

Por lo tanto, las raices son:

5+ 3 5—-3 1
:T:27 7‘2:7:—

1
Dado que tenemos dos raices reales y distintas, la solucién general es:
y(JC) = 61162z + 0261/2
b) v — 2y +5y =0
La ecuacién caracteristica es:
2 —
r*—=2r+5=0

Resolviendo para r usando la férmula cuadratica:

b VBE —dac 2+/(“2)7 —4-1-5 242 2+/-16 2+4i
- - - 5 - -

2a 2-1 2 2

r =1£2¢

Dado que tenemos dos raices complejas conjugadas, la soluciéon general es:
y(z) = e (Cy cos(2x) + Cy sin(2x))
c) 4y +4y +y=0
La ecuacién caracteristica es:
4 +4r+1=0

Resolviendo para r usando la férmula cuadrética:

—bt Vb2 —4dac —-4+V42-4-4-1 —-4£./16-16 —4+0 1
T = = = = =

2a 2-4 8 8 2

Dado que tenemos una raiz doble, la solucién general es:

y(z) = (C1 + Cgac)e_gﬂ/2

14



