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Ejercicio 1. Considere una cuerda finita de largo 𝐿 que es excitada en 𝑥 = 0 por un forzante de la 
forma 𝐹0𝑒

𝑖𝜔𝑡  y que está fija en el otro extremo (𝑥 = 𝐿). (a) Probar que la solución de la onda que se 
genera en la cuerda es:  

𝑦(𝑥, 𝑡) =
𝐹0

𝑘|�⃗� |

sin[𝑘(𝐿 − 𝑥)]

cos(𝑘𝐿)
𝑒𝑖𝜔𝑡  

donde 𝑘 = 𝜔/𝑐 es el número de onda y |�⃗� | es la tensión de la cuerda.  (b) Mostrar que la distancia 
entre dos nodos consecutivos es 𝜆/2 donde 𝜆 es la longitud de onda. (c) Encuentre una expresión 
para la impedancia mecánica de entrada. ¿Qué sucede con la potencia entregada por el forzante a 
la cuerda? (d) A partir de la expresión anterior encuentre las frecuencias de resonancia del sistema. 
¿Es coherente con la parte (a)? 

(a) Suponemos ondas viajando en ambos sentidos:  

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥) + 𝐵𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝑘𝑥) 

La condición de borde en 𝑥 = 0 es: 

𝐹0𝑒
𝑖𝜔𝑡 + |�⃗� |

𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 0 ⇒ 𝐹0 + 𝑖𝑘(𝐵 − 𝐴) = 0 

  La condición de borde en 𝑥 = 𝐿 es: 

𝑦(𝑥 = 𝐿, 𝑡) = 0 ⇒ 𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 = 0 ⇒ 𝐵 = −𝐴𝑒−2𝑖𝑘𝐿  

Sustituyendo en la primer ecuación encontramos: 

𝐹0 − 𝑖𝑘|�⃗� |𝐴(𝑒−2𝑖𝑘𝐿 + 1) = 𝐹0 − 𝑖𝑘|�⃗� |𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿(𝑒−𝑖𝑘𝐿 + 𝑒𝑖𝑘𝐿) = 0 

De manera que: 

𝐹0 − 2𝑖𝑘|�⃗� |𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 cos(𝑘𝐿) = 0 ⇒ 𝐴 =
𝐹0𝑒

𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘|�⃗� | cos(𝑘𝐿)
 

De manera que: 

𝐵 = −
𝐹0𝑒

−𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘|�⃗� | cos(𝑘𝐿)
 

⇒ 𝑦(𝑥, 𝑡) =
𝐹0

2𝑖𝑘|�⃗� | cos(𝑘𝐿)
(𝑒𝑖𝑘(𝐿−𝑥) − 𝑒−𝑖𝑘(𝐿−𝑥))𝑒𝑖𝜔𝑡 =

𝐹0

𝑘|�⃗� |

sin(𝑘(𝐿 − 𝑥))

cos(𝑘𝐿)
𝑒𝑖𝜔𝑡  

  

(b) La posición de los nodos está dada por: sin(𝑘(𝐿 − 𝑥)) = 0 

⇒ 𝑘(𝐿 − 𝑥) = 𝑛𝜋 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝐿 −
𝑛𝜋

𝑘
= 𝐿 − 𝑛 (

𝜆

2
) 

De manera que : 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =
𝜆

2
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(c) La impedancia mecánica en la entrada está dada por:  

𝑧 =
𝐹0𝑒

𝑖𝜔𝑡

𝑣(0, 𝑡)
=

𝑘|�⃗� |𝐹0𝑒
𝑖𝜔𝑡

𝐹0𝑒
𝑖𝜔𝑡(𝑖𝜔)

cos(𝑘𝐿)

sin(𝑘𝐿)
= −𝑖

𝑘

𝜔
|�⃗� | = −𝑖𝜌𝑐 tan−1(𝑘𝐿) 

Donde hemos usado 𝜔 = 𝑘𝑐 y |�⃗� | = 𝜌𝑐2. Como es puramente reactiva esto indica que no hay 
potencia disipada por la cuerda. Es consecuencia de que el extremo 𝑥 = 𝐿 es fijo, toda la energía 
se refleja.  

(d) Son las frecuencias para el cual la reactancia se hace cero: cos(𝑘𝐿) = 0 

⇒ 𝑘𝐿 = (2𝑛 − 1)
𝜋

2
⇒ 𝑓𝑛 =

𝑐

𝐿

2𝑛 − 1

4
 

Es la misma condición para el cual 𝑦(𝑥, 𝑡) tiene máxima amplitud (parte (a)). 

 

Ejercicio 2. Considere una onda de gravedad de frecuencia 𝜔 que se propaga en la dirección 𝑥 
positiva en un canal de profundidad ℎ. El canal se puede considerar infinito en la dirección 𝑦 de 
manera que el potencial de velocidades modificado está dado por: 

𝜙′(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝑘ℎ cosh(𝑘(𝑧 + ℎ)) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) 

Notar que esta solución es válida para 𝑧 ≤ 0. (a) Hallar la velocidad particular del fluido. (b) Hallar la 
trayectoria de las partículas de fluido cercanas a la superficie. Mostrar que, si se trata de aguas 
profundas, las trayectorias son circulares. Sugerencia: a partir del resultado de la parte (a), hallar el 
desplazamiento en las direcciones x, z y luego eliminar el tiempo entre estas expresiones. 

(a) La velocidad particular del fluido se obtiene de: 

𝑣 = ∇𝜙′ = 𝑘𝐴𝑒−𝑘ℎ cosh(𝑘(𝑧 + ℎ)) sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) 𝑥 + 𝑘𝐴𝑒−𝑘ℎ sinh(𝑘(𝑧 + ℎ)) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) �̂� 

Cerca de la superficie tenemos 𝑧 ≅ 0 y por lo tanto: 

𝑣𝑥 = 𝑘𝐴𝑒−𝑘ℎ cosh(𝑘ℎ) sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) ;  𝑣𝑧 = 𝑘𝐴𝑒−𝑘ℎ sinh(𝑘ℎ) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥)  

(b) Los desplazamientos en cada dirección están dados por: 

𝜉𝑥 = −
𝑘

𝜔
𝐴𝑒−𝑘ℎ cosh(𝑘ℎ) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) ; 𝜉𝑧 =

𝑘

𝜔
𝐴𝑒−𝑘ℎ sinh(𝑘ℎ) sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) 

sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) =
𝑐𝑓𝜉𝑧

𝐴

𝑒𝑘ℎ

sinh(𝑘ℎ)
⇒ cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) = [1 − (

𝑐𝑓𝜉𝑧

𝐴

𝑒𝑘ℎ

sinh(𝑘ℎ)
)

2

]

1/2

 

 

⇒ 𝜉𝑥 = −
𝐴

𝑐
𝑒−𝑘ℎ cosh(𝑘ℎ) [1 − (

𝑣𝑧

𝑘𝐴

𝑒𝑘ℎ

sinh(𝑘ℎ)
)

2

]

1
2
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⇒ (
𝑐𝑓𝜉𝑥

𝐴

𝑒𝑘ℎ

cosh(𝑘ℎ)
)

2

+ (
𝑐𝑓𝜉𝑧

𝐴

𝑒𝑘ℎ

sinh(𝑘ℎ)
)

2

= 1 

donde 𝑐𝑓 = 𝜔/𝑘 es la velocidad de fase de la onda. De manera que: 

𝜉𝑥
2

cosh2(𝑘ℎ)
+

𝜉𝑧
2

sinh2(𝑘ℎ)
= (

𝐴

𝑐𝑓
𝑒−𝑘ℎ)

2

 

Esta ecuación describe la trayectoria de los elementos de volumen del fluido cuando pasa la onda 
de gravedad. Esta figura es en general una elipse. En el caso de aguas profundas tenemos 𝑘ℎ ≫ 1 y 
por lo tanto: 

cosh(𝑘ℎ) ≅ sinh(𝑘ℎ) ≅ 𝑒𝑘ℎ  

De manera que: 

𝜉𝑥
2 + 𝜉𝑧

2 ≅ (
𝐴

𝑐𝑓
)

2

 

Esta ecuación representa un círculo de radio 𝐴/𝑐𝑓. 

 

Ejercicio 3. Un tubo de paredes rígidas, sección 
circular de radio 𝑎 y longitud infinita contiene un 
pistón de masa 𝑀 en su sección transversal en la 
posición 𝑥 = 0 que puede moverse sin fricción, 
como se muestra en la figura. Considere una onda 

armónica que proviene desde las x negativas. (a) Si la frecuencia de la onda es tal que 𝑘𝑎 ≪ 1, 
hallar los coeficientes de reflexión y transmisión. (b) Estudiar los límites 𝑘𝜒 ≫ 1 y 𝑘𝜒 ≪ 1 donde 𝑘 
es el número de onda y  

𝜒 =
1

𝜌0
(

𝑀

𝜋𝑎2) 

Discutir el significado físico de estos límites. (c) Si ahora quitamos la restricción 𝑘𝑎 ≪ 1, discutir 
cómo se modifican las condiciones de borde en 𝑥 = 0.  

(a) Podemos escribir la presión dentro del tubo como dos ondas, una a la izquierda del pistón 𝑃1
′ 

que se compone de una onda incidente y una onda reflejada y otra a la derecha del tubo que se 
compone de una onda que viaja en sentido positivo de 𝑥. Además, en el límite de baja frecuencia 
no hay dispersión por lo que la amplitud de cada una de estas ondas es constante.      

𝑃1
′ = 𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑥  

𝑃2
′ = 𝐶𝑒−𝑖𝑘𝑥  

⇒ 𝑣1 = −
1

𝑖𝜔𝜌0

𝜕𝑃1
′

𝜕𝑥
 =

1

𝜌0𝑐
(𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑥) 
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⇒ 𝑣2 = −
1

𝑖𝜔𝜌0

𝜕𝑃2
′

𝜕𝑥
=

1

𝜌0𝑐
𝐶𝑒−𝑖𝑘𝑥  

Las condiciones de borde en en 𝑥 = 0 son: 

(𝑃1
′ − 𝑃2

′)𝜋𝑎2 = 𝑀
𝜕𝑣1

𝜕𝑡
 

𝑣1 = 𝑣2 

De la primera de estas ecuaciones tenemos: 

𝐴 + 𝐵 − 𝐶 =
𝑖𝜔

𝜌0𝑐
(

𝑀

𝜋𝑎2) (𝐴 − 𝐵) 

De la segunda ecuación tenemos: 

𝐶 = 𝐴 − 𝐵 

Sustituyendo en la ecuación anterior tenemos: 

𝐴 + 𝐵 − 𝐴 + 𝐵 =
𝑖𝜔

𝜌0𝑐
(

𝑀

𝜋𝑎2) (𝐴 − 𝐵) 

Vamos a definir 𝜌𝑃 = 𝑀/(𝜋𝑎2) y 𝜒 = 𝜌𝑃/𝜌0. Usamos además que 𝑘 = 𝜔/𝑐 de manera que la 
expresión anterior la podemos escribir como: 

2𝐵 = 𝑖𝑘𝜒(𝐴 − 𝐵)  ⇒
𝐵

𝐴
=

𝑖𝑘𝜒

2 + 𝑖𝑘𝜒
=

𝑘𝜒

𝑘𝜒 − 2𝑖
 

𝐶 = 𝐴 − 𝐵 ⇒
𝐶

𝐴
= −

2𝑖

𝑘𝜒 − 2𝑖
 

(b) Si 𝑘𝜒 ≫ 1 el pistón se asemeja a un borde rígido y 𝐵/𝐴 ≅ 1 mientras que 𝐶/𝐴 ≅ 0. Por el 
contrario, si 𝑘𝜒 ≪ 1 la situación se asemeja a una sin pistón y por lo tanto 𝐵/𝐴 ≅ 0 mientras que 
𝐶/𝐴 ≅ 1. 

(c) Si ahora quitamos la restricción 𝑘𝑎 ≪ 1 las ondas dentro del tubo pueden ser guiadas y tener 
dispersión, de manera que la onda incidente se puede escribir como la suma de modos normales 
de propagación: 

𝑃𝑖
′ = ∑𝐴𝑚𝑛𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟) cos(𝑚𝜃) 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥)

⬚

𝑚,𝑛

 

Donde: 

𝑘𝑥 = √𝑘2 − 𝑘𝑚𝑛
2  ;  𝑘𝑚𝑛 =

𝑗𝑚𝑛
′

𝑎
; 𝑘 = 𝜔/𝑐 

De manera similar, la onda reflejada y la onda transmitida se pueden escribir como: 
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𝑃𝑟
′ = ∑𝐵𝑚𝑛𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟) cos(𝑚𝜃) 𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝑘𝑥𝑥)

⬚

𝑚,𝑛

 

𝑃𝑡
′ = ∑𝐶𝑚𝑛𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟) cos(𝑚𝜃) 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥)

⬚

𝑚,𝑛

 

Ahora las condiciones de borde en 𝑥 = 0 se escriben en forma genérica: 

∫ ∫(𝑃𝑖
′ + 𝑃𝑟

′ − 𝑃𝑡
′)

𝑎

0

𝑟𝑑𝑟

2𝜋

0

𝑑𝜃 = −
𝑖𝜔𝑀

𝑖𝜔𝜌0

∂𝑃𝑡
′

𝜕𝑥
  

∂(𝑃𝑖
′ + 𝑃𝑟

′)

𝜕𝑥
=

𝜕𝑃𝑡
′

𝜕𝑥
 

Estas ecuaciones permiten obtener los coeficientes de reflexión y transmisión para cada modo 
normal, suponiendo que se pueda realizar la integral de superficie de la primera de ellas. 


