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Capitulo 1

Grupos

1.1. Generalidades

Definicién 1.1.1 (Grupo). Un grupo es una terna (G, %, ¢e) tal que G es un
conjunto, ¥ : G X G — G es una funcion, e € G y se dice si se verifica:

(G1) a*(bxc)=(axb)*xc Va,b,ceQqG,
(G2) axe=exa=a VacQG,
(G3) para cada a € G existe b € G tal que axb="bxa =e.

La funcién * se dice la operacion del grupo y el elemento e se dice el neutro
del grupo (se verd que es el inico elemento del grupo que verifica la propie-
dad (G2)). La propiedad (G1) se conoce como asociatividad del grupo y el
elemento b que verifica (G3) se dice opuesto de a (se vera que dado a existe
un tnico elemento b que verifica la propiedad (G3)).

Definicién 1.1.2. Una terna (G,*,e) como la de arriba pero que verifica
sélo las propiedades (G1) y (G2) se dice monoide.

Muchas de las propiedades que probaremos para grupos valen también en el
contexto de monoides. En general se sobreentienden la operacion y el neutro,
por lo que es muy comin que se use G en lugar de (G, %, e).

Ejemplos 1.1.3 (Monoides y grupos). 1. Los naturales con la suma (N, +,0)
forman un monoide y los naturales con la multiplicacion (N, -, 1) tam-
bién.

2. Los enteros con la suma (Z,+,0) forman un grupo.

3. Los racionales no nulos con la multiplicacion (Q*, -, 1) forman un grupo.
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4. Las matrices cuadradas de coeficientes reales con el producto (M,(R), -, I,)
forman un monoide. Y las invertibles forman un grupo.

5. Las funciones de un conjunto en si mismo con la composicion (End(A), o, [d4)
forman un monoide. Y las biyectivas forman un grupo.

Proposicion 1.1.4.

1. Unicidad del neutro: Si ¢’ € G verifica € xa = a x ¢ = a, entonces
/
e=r¢c.

2. Unicidad del opuesto de un elemento dado: Si tenemos a x b =
bxa=eyaxc=c*xa=e para ciertos a,b,c € G, entonces b = c.
FEsta propiedad nos permite notar —a al (inico) opuesto de a.

3. Propiedad cancelativa: Si a,b,c € G verifican axb = a*c, entonces
b=c.

4. Sustraccién: Si definimos a — b := a x (—b), tenemos
e—a=-—a, —(axb)=-b—a, —(a—b)=b—a, Ya,bed

5. Multiplicacién por un entero: Para cada a € G yn € Z definimos:

n veces

/_/_ i
axa*x---xa sin>0

e sin =20
(—n)(—a) sin <0
Se cumple entonces: la =a, —la= —a, 0a=-¢e,Va € G,

(n+m)a =naxma, (n-m)a=mn(ma), Ya € G,Vn,m € Z.

Demostracion. 1. Si ¢ xa = a, por (G2) se tiene € x a = e * a y para
b € G se tiene (¢ xa) x b = (e x a) *x b. Aplicando (G1) se deduce
¢« (axb) = ex (axb). Tomando b como en (G3) obtenemos €' xe = exe
de donde €’ = e por (G2).

2. Es claro poniendo b = bxe =bx (a*xc) = (bxa)*c = exc = c (a partir
de ahora queda como ejercicio verificar qué axiomas o propiedades de
los grupos se usan en cada paso de las demostraciones).

3. Se deduce como sigue:

b=exb=(—axa)xb = —ax(axb) = —ax(axc) = (—ax*xa)*c = exc=c
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4. Queda como ejercicio.

5. Queda como ejercicio. O

Proposicién 1.1.5. Un monoide tal que todo elemento es invertible a iz-
quierda es un grupo.

Demostracion. Queda como ejercicio. ]

Definicién 1.1.6 (Subgrupo). Un subconjunto H C G se dice subgrupo de
G si

m axbe H Va,be H,
= 0€ H,

= —a€eH VaceH.
St H es un subgrupo de G notamos H < G.

Definicién 1.1.7 (Submonoide). Si G' es un monoide y H es un subcon-
junto de G. Decimos que H es un submonoide si verifica las primeras dos
condiciones de la definicion anterior.

Ejemplos 1.1.8 (Subgrupos). 1. Si tomamos el grupo de los complejos
con la suma usual (C,+,0), tenemos:

Z<Q<R<C
y para todon e N, nZ ={kn | ke Z} < Z.

2. Ademas 0 :={e} < G y G < G. Decimos que 0 y G son los subgrupos
triviales de G.

Proposicién 1.1.9. Sea G un grupo.
1. Son equivalentes, para un subconjunto H C G:
a) H es un subgrupo de G,
b) H#Dya—be H Va,beH,
c) e€ H y(H x|gxm,€) es un grupo.
2. Si H y K son subgrupos de G entonces también lo es H N K.
Demostracion. Queda como ejercicio. O

Definicién 1.1.10 (Producto directo). Si H, K son grupos, el producto car-
tesiano H X K tiene estructura de grupo definiendo

(h k)% (W k) == (hx Bk« k).

Lo notamos también H x K y lo llamamos producto directo de H y K.
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1.2. Grupos abelianos

Definicién 1.2.1 (Grupo abeliano). Un grupo (G,+,0) se dice abeliano o
conmutativo si se verifica:

(G4) a+b=b+a Va,beQqG.

La propiedad (G4) se conoce como conmutatividad. En el caso abeliano, la
operacion + suele llamarse suma del grupo.

Observacién 1.2.2. 1. Los grupos de los ejemplos[1.1.3]3 y [1.1.5]3 son
abelianos. Los de los ejemplos[1.1.3[4 y[1.1.3[5 no lo son.

2. Todo subgrupo de un grupo abeliano es un un grupo abeliano.

Proposicién 1.2.3 (Suma de subgrupos). Si H y K son subgrupos de G y
G es abeliano, entonces:

» H+ K:={h+k|he€ H ke K} es un subgrupo de G.
= Son equivalentes:

(i) HN K = {0},

(i) Si h,h' € H,k,k' € K son tales que h + k = h' + k' entonces
h="hn" k=K.

En este caso se dice que la suma de H y K es directa y se nota H® K
en lugar de H + K.

Demostracion. s Tenemos que0 =040 € H+K.Sih+k,h'+k € H+K,
se tiene:

(h+k)—(W+K)=h+(k—n)—F
=h+(=h'+k)—F
=h—NWN+k-F
=(h-W)+(k-kK)e H+K

» Sih+k=Hn+Fk, entonces h—h' =k —k € HNK = {0}. Por lo
tanto h—h' =0y k—k =0, de donde h = h', kK =F.

Reciprocamente, sea ¢ € H N K. Como ¢g,0 € H, 0,g € K cumplen
g+ 0 =0+ g se deduce que g = 0. O
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1.3. Morfismos de grupos

Definicién 1.3.1 (Morfismo de grupos). Sean (A,*,e4) y (B, *,ep) grupos
y [+ A— B una funcion. Decimos que f es un morfismo de grupos, si:

flxxy) = f(z)« fly) Vo,ye A
Proposicién 1.3.2. Sea f: A — B morfismo de grupos.
1. f(ea) =ep,
2. f(—z)=—f(x) Vx € A,
3. f(nz) =nf(x) VYn € Z,Vx € A.
Demostracion. Queda como ejercicio. O]

Para X C AY C By f: A— B una funcién, recordamos que

fX)={f(x) |z e X}, [(Y)={a€Al[f(a) €Y}

Proposicién 1.3.3. 1. Si f: A— Byg: B — C son morfismos de
grupos, entonces go f : A — C' es morfismo de grupos.

2. Si A es un grupo, entonces idy : A — A es un morfismo de grupos.

3. Sea f: A— B morfismo de grupos.
Si K < A, entonces f(K) < B. Si H < B, entonces f~'(H) < A.

Demostracion. Queda como ejercicio. O]

Recordamos que todo grupo tiene como subgrupo al conjunto formado tni-
camente por el elemento neutro. Dicho subgrupo lo notamos siembre 0.

Definicién 1.3.4 (Nicleo e imagen). Sea f : A — B morfismo de grupos.
El nucleo y la imagen de f son respectivamente:

Ker(fy={a€ A| f(a)=ep}, S(f)={beB|JacA: f(a)="0}.
Proposicién 1.3.5. 1. Ker(f) < A, S(f) < B.

2. f es inyectiva si y sélo si Ker(f) = 0, f es sobreyectiva si y solo si

3(f) = B.

3. La funcion O : A — B definida por O(z) = eg,Vxr € A es un morfismo
de grupos con nicleo A e imagen el grupo 0.
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Demostracion. Queda como ejercicio. ]

Definicién 1.3.6. Un monomorfismo (epimorfismo) de grupos es un mor-
fismo de grupos inyectivo (sobreyectivo). Un isomorfismo de grupos es un
morfismo de grupos biyectivo. Ademds si existe un isomorfismo de grupos
f A — B decimos que A y B son grupos isomorfos (o isomorfos via f si
queremos explicitar el isomorfismo) y notamos A= B (o A=y B). Un mor-
fismo de G en G se dice endomorfismo de G de G. Un isomorfismo de G en
G se dice automorfismo de G.

Proposiciéon 1.3.7. 1. Si f : A — B es un isomorfismo de grupos, en-
tonces f~1: B — A es un (iso)morfismo de grupos.

2. Si G es un grupo, entonces Aut(G) = {f : G — G| f es isomorfismo}
es un grupo con la composicion.

Demostracion. Queda como ejercicio. ]

Lema 1.3.8. Sea (G,+,0) un grupo abeliano y H K < G. Sea ademds
f:HxK — H+ K definida por f(h,k) =h+ k. Entonces:

s f es un epimorfismo de grupos,
» [ es un isomorfismo si y solo si HN K = {0}.

Demostracion. Es facil ver que f es epimorfismo de grupos.

Supongamos ahora que HNK = {0}. Veamos que Kerf = {0}: f(h,k) =
0 implica
h=—ke HN K y por tanto h =k = 0.

Reciprocamente, si f es inyectiva, tomemos z € HNK. Como f(z,—z) =
x —x =0 se tiene (z, —z) = (0,0) y por tanto x = 0. ]

Observacién 1.3.9. La seqgunda afirmacion puede expresarse como sigue: si
H y K son subgrupos de un grupo abeliano G cuya suma es directa, entonces
se tiene

HxK=H®K.

Por esta razon estos grupos suelen llamarse en el caso abeliano suma directa
externa de H y K y suma directa interna de H y K respectivamente, o
solamente suma directa de H y K si no interesa la distincion.
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1.4. Grupo cociente

Proposicién-Definicién 1.4.1 (Congruencia). Sean G un grupo abeliano y
H < G. La relacion en G definida por:

a=gpbsa—-beH (a,beq)

es una relacion de equivalencia, que llamamos relacion de congruencia modu-
lo H.

Demostracion. Es reflexiva porque 0 € H, es simétrica porque H es cerrado
por opuestos y es transitiva porque H es cerrado por la suma. [

Proposiciéon-Definicién 1.4.2. Sea G un grupo abeliano y notemos @ a la
clase de equivalencia de a € G.

1. Sia=gd yb=g b, entoncesa+b=gada +1.

2. Si definimos
+:G/EH XG/EH —>G/EH

mediante G+b = a + b, entonces (G/=,,,+,0) es un grupo que llamamos

grupo cociente de G por H y notamos %

3. La funcion 7 : G — % definida por my(x) = T es un epimorfismo de
grupos que llamamos proyeccion canonica de G en el cociente %

Demostracion. 1. En efecto, (a+b)—(a'+V') = (a—a’)+(b—V') € H porque
a—a,b—10b € H (notar que se usa fuertemente la conmutatividad en

Q).

2. Por la parte anterior, tiene sentido la definicién. Es facil ver que esta
nueva operacion “hereda” las propiedades de (G, en otras palabras: de
la asociatividad de la operacién de G se deduce la asociatividad de esta
nueva operacién; de la conmutatividad se deduce la nueva conmutati-
vidad, el nuevo neutro es 0 y —a = —a, Va € G.

3. Queda como ejercicio. O

Observacién 1.4.3. Notar que 0={z € G|z —0€ H} = H y que

G

S G
=6 G-
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Teorema 1.4.4 (Propiedad Universal del Cociente). Sea f : A — B un
morﬁsmo de grupos. Si A es abeliano y H < Kerf, existe un unico morfismo
f L —> B que hace conmutar el siguiente diagrama:

A—f>B

A
”Hj
S f

Ademds, se tiene ]mf =Imfy Kerf = %

T

Demostracién. Para que el diagrama conmute, es necesario que f (@) = f(a),
lo que prueba la unicidad. Para la existencia, veamos que tiene sentido definir
f(@) := f(a): en efecto, si a = o, entonces a —a’ € H C Kerf y por tanto
fla) = f(d’) = f(a—a') = 0. Queda a cargo del lector verificar que la funcién
f asi definida es un morfismo de grupos. Es claro que las imagenes de f y f
coinciden. Por otro lado como H C Kerf tiene sentido considerar el grupo
Kerf ‘.
=5+ Ademés:
Kerf A _ .
7 a€ Kerf < f(a)=0 < f(a) =0 < a € Kerf
]

Corolario 1.4.5 (Teoremas de isomorfismo). Sea A un grupo abeliano.

1. Si f: A— B es un morfismo de grupos, entonces Kerf = Imf.

. H+K ~ K
2. 8i H K < A entonces S e

3. S H< K < A entonces %g & ﬁ.

4. 81 f: A — B es un morfismo de grupos, con B también abeliano, y
H < A, K < B con f(H) C K, entonces existe un tinico morfismo
f: & —> = que hace conmutar el siguiente diagrama:

Demostmcion 1. En el contexto del teorema anterior, se deduce que f

— Bes morﬁsmo de grupos con Imf = Imfy Kerf = gz:; =0,

Kerf
por lo que f : Ker 7= I'mf es un isomorfismo.
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2. Sea f : K — X definida por f(k) = k. Es claro que f es un morfismo
de grupos. Ademds si h+ k € HEE entonces h+k=Fk= f(k) por lo
que Imf = X Por otra parte f( ) =0siysélosike H de donde
Kerf=HnN K Usando la parte anterior, se deduce la tesis.

3. Consideremos 7y : A — 4 la proyeccién canénica. Es claro que mp (K) =
% por lo que aplicando la parte 4 se tiene que 7y induce un morfismo

AJK — %g que verifica 7y ([a]x) = [a]y, donde [a]y denota la
clase de equivalencia de a € A segun la congruencia médulo H y T
denota la clase de equivalencia de z € A/H mdédulo K/H. Queda a

cargo del lector verificar que 7y es efectivamente un isomorfismo.
4. Queda como ejercicio. O

Teorema 1.4.6. Sea G un grupo abeliano y H < G. Eziste una correspon-
dencia biyectiva entre los conjuntos:

flz{LS%} y Fa={K<G|KDH)

que preserva la inclusion.

Demostracion. Sean A : Fy — F; definida como A(K) = % yQ:F — F
definida como
Q(L) = 75 (L). Notar primero que A(K) = £ = 74(K) es un subgrupo
de £y que Q(L) 2 7' ({0}) = H. Queda para el lector verificar que estas

funcnones son inversas entre si. Por otra parte, es claro que si L C L' entonces
AL) =my(L) Cou(L) = A(L). O]



Capitulo 2

Anillos

2.1. Generalidades

Definicién 2.1.1 (Anillo). Un anillo es una quintupla (A,+,-,0,1) tal que
A es un conjunto, 0,1 € A, +,- : Ax A — A y se verifican los siguientes
ariomas:

(A1) (A, +,0) es un grupo abeliano;
(A2) (A,-,1) es un monoide;
(A8) a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c, Va,bce A

Si ademds se cumple a-b = b-a Ya,b € A se dice que el anillo es conmutativo.
Cuando las operaciones y los neutros se sobreentienden, decimos “el anillo
A7 en lugar de “el anillo (A,+,-,0,1)”. Las operaciones + y - se llaman
usualmente la suma y el producto o multiplicacion de un anillo, y el axioma
(A3) se conoce como propiedad distributiva del producto a través de la suma.

Observacién 2.1.2. La definicion anterior merece dos aclaraciones:

» FEn la literatura, se puede encontrar que la definicion de anillo no exige
la existencia de neutro para el producto y que se llama anillo con unidad

a una quintupla como la de la definicion |2.1. 1|
s A menudo notaremos ab en lugar de a - b, para a,b € A.

Ejemplos 2.1.3 (Anillos). 1. Los enteros con la suma y la multipicacion
usuales (Z,+,-,0,1).

2. Los reales con la suma y la multiplicacion usuales (R, +,-,0,1).

13



14 CAPITULO 2. ANILLOS

3. El anillo de las matrices cuadradas de tamano n € N con coeficientes
en R, con la suma y el producto usual de matrices (M, (R),+,-,0,1,).
Es un anillo no conmutativo Vn > 2.

4. De manera similar al ejemplo anterior, si A es un anillo y n un natural,
puede definirse una suma y un producto en el conjunto de las matrices
cuadradas de tamarno n con coeficientes en A y se obtiene un anillo
que se nota M, (A). Es no conmutativo Yn > 2, a menos que A sea el
anillo trivial.

5. El anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en R, con
la suma y el producto usual de polinomios (R[z], +,-,0,1). Es un anillo
conmutativo.

6. El ejemplo anterior puede generalizarse a polinomios con coeficientes en
un anillo A. Este anillo se nota A[x][[] Es claro que Alx] es conmutativo
si y solo si A lo es.

7. St A es un anillo y S es un conjunto no vacio, el conjunto de las
funciones de S en A se nota AS o también Fun(S, A), y es un anillo
con las operaciones heredadas de A, es decir (f + g)(s) = f(s) +a4
g(s),(f-9)(s) = f(s)-ag(s),Vs € S. Si A es un conmutativo, también
lo es A%,

Proposicién 2.1.4 (Propiedades elementales). Sea (A, +,-,0,1) un anillo.
Entonces:

1. 0 y 1 son unicos.

2. Para todoa€ A:a-0=0=0-a, a-(-1)=—-a=(-1)-a.

3. 0=1 siysolo si A= {0} (decimos que A es el anillo trivial ).

4. Para todos a,b € A: (—a)-b=—(ab) =a-(=b), (—a)-(=b)=a-b.

5. Para todos n € Z,a,b € A: (na)-b=n(a-b) =a- (nb).
Demostracion. Queda como ejercicio. O]

Definicién 2.1.5. Decimos que a € A es invertible si existe b € A tal que
a-b=b-a=1.

Observacién 2.1.6. Es facil ver que para cada a € A se tiene un unico
b € A como en la definicion. Decimos que es el inverso de a y lo notamos
—1
a .

'En la seccién daremos una construccién formal de Alx].
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Proposicién 2.1.7. Sea (A, +,-,0,1) un anillo no trivial. Si definimos A* =
U(A) :={a € A|a es invertible}, la terna (U(A),-,1) es un grupo.
Demostracion. Primero veamos que si a,b € A son invertibles, entonces ab
también lo es, y su inverso es b~'a~!. En efecto (ab)(b"'a™') = a(bb™')a™! =
aa~! = 1. El producto es entonces una operacién en U(A), que ademds es
asoclativa.

Por otra parte 1 es invertible (1-1 = 1 luego 17! = 1), por lo que U(A)
tiene neutro.

Finalmente, todo elemento de U(A) es invertible por definicién. ]
Ejemplos 2.1.8 (Invertibles). = U(M,(R)) = {A € M,(R) | det(A) #

0}.

» U(R[z]) = {p € R[z] | p constante p # 0}.

Definicién 2.1.9 (Subanillo). Sea (A, +,-,0,1) un anillo. Un subconjunto

B C A se dice subanillo si B es un subgrupo de (A,+,0) y B es un submo-
noide de (A, -, 1).

Ejemplo 2.1.10. Z C Q C R C C son inclusiones de subanillos.

Proposicién 2.1.11. Sea (A,+,-,0,1) un anillo, B C A un subconjunto.
Son equivalentes:

1. B es un subanillo de A,
2.1e Bya,be B=a—-beByabe B,

3. (B, +BxB,|BxB,0,1) es un anillo.
Demostracion. Queda como ejercicio. ]

Definicién 2.1.12 (Morfismo de anillos). Sean A, B anillos y f : A — B
una funcion. Decimos que f es un morfismo de anillos si:

» fla+b) = f(a)+ f(b) Va,be A,
= f(ab) = f(a)f(b) Va,b€ A,
= f(la) =1p.

Un morfismo de anillos f se dice isomorfismo de anillos si es biyectivo
(su inversa también es un morfismo de anillos).

Dos anillos A y B se dicen isomorfos (o isomorfos via f) si existe un
isomorfismo de anillos f : A — B. Un endomorfismo de A es un morfismo de
anillos A — A. Notaremos End(A) al conjunto de endomorfismos de A. Un
endomorfismo que es un isomorfismo se dice un automorfismo. Notaremos
por Aut(A) al conjunto de automorfismos de A.
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Observacién 2.1.13. Sea f: A — B un morfismo de anillos. Si considera-
mos las estruturas de grupo de A y B con cada suma respectiva, es claro que
f es un morfismo de grupos, por lo que tiene sentido considerar su nicleo
y su imagen como los definimos en el capitulo anterior. Ademds, se deduce
que todo morfismo de anillos verifica f(0) =0, f(—a) = —f(a) Va € A. Las
propiedades que tnvolucran la estructura multiplicativa de los anillos y del
morfismo se enuncian a continuacion:

1. Sia € A es invertible, entonces f(a) € B es invertible y f(a)™" =
f(a™t). En otras palabras, fiuay : U(A) — U(B) es un morfismo de
grupos (con la estructura de grupo en los invertibles definida en la pro-

POSLCION, .
2. Im(f) C B es un subanillo.

3. Ker(f) C A es un subgrupo aditivo.

4. La composicion de morfimos de anillos es un morfismo de anillos, la
identidad es un morfismo de anillos, la inversa de un morfismo de
anillos biyectivo es un morfismo de anillos. En otras palabras Aut(A)
es un grupo con la composicion.

Observacion 2.1.14. FEs necesario pedir que un homomorfismo de anillos
f A — B cumpla f(1) = 1. Si bien todo morfismo de grupos cumple
automdaticamente que f(0) = 0, esto no es cierto para los monoides, por lo
tanto debemos pedirlo si queremos que f respete la unidad. Por ejemplo, sea
f R — My(R) definida por f(a) = (&9). Entonces f respeta la suma y el
producto, pero f(1) = (48) £ (49).

2.2. Anillos especiales y ejemplos

Es claro que la igualdad ab = 0 en un anillo no implica a = 0o b =0
(basta mirar un anillo de matrices por ejemplo). Esta propiedad es interesante
y muy 1til en esta teoria, por lo que tiene relevancia la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1 (Divisor de cero). Sea A un anillo. Un elemento a € A, a #
0 se dice divisor de cero si existe b € A, b # 0, tal que ab =0 o0 ba = 0.

Ejemplos 2.2.2 (Divisores de cero). = La matriz A = (99) es un divi-
sor de cero en My(R) (se verifica por ejemplo A-A=0y A#0).

x Sea A un anillo no trivial. En el anillo A®, toda funcién no nula que
admite una raiz es divisor de cero. En efecto, si f: S — A es no nula
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y tal que para cierto s € S se tiene f(s) = 0, entonces, tomando g :
S — A tal que g(t) =0Vt # s y g(s) # 0, se tiene (fg)(z) =0,Vx € S
yg#0.

Observacién 2.2.3. Los invertibles no son divisores de cero. En efecto,
tomemos a,b € A tal que ab = 0. Si a es invertible, entonces b = (a"'a)b =
a Y(ab) = a1 -0 = 0. Andlogamente se prueba que si ba = 0 entonces b = 0.

Algunos anillos tienen buenas propiedades que tienen que ver con sus inver-
tibles y sus divisores de cero. Los presentamos en la siguiente definicién.

Definicién 2.2.4. Sea A un anillo, A # {0}. Decimos que A es un

= dominio de integridad, dominio integro, o simplemente dominio si es
conmutativo y no tiene divisores de cero,

= anillo con division si todo elemento no nulo es invertible,
= cuerpo st es un anillo con division conmutativo.

Observacién 2.2.5. De la observacion |2.2.5 se deduce que todo cuerpo es
un dominio.

Observacién 2.2.6. A partir de la Proposicion[I.1.5 se puede probar, con-
siderando el conjunto A\ {0} que A es un anillo con division si y sdlo si
todos sus elementos no nulos son invertibles a izquierda (o a derecha).

Ejemplos 2.2.7 (Anillos especiales). 1. El anillo de los enteros es un do-
minio. Los anillos Q, R, C son cuerpos.

2. El subanillo de R, Z[/2] := {a + b2 | a,b € Z} es un dominio.
3. El subanillo de R, Q[v/2] := {a +bv2 | a,b € Q} es un cuerpo.

4. El subanillo (conmutativo) C[0,1] € RV de las funciones continuas
en [0,1] a valores reales no es un dominio.

5. Consideremos en R* una base que notaremos {1,1,7,k}. Consideremos
el conjunto H = {al + bi + ¢j + dk | a,b,c,d € R} = R* con la suma
definida mediante:

(al+bi+cj+dk)+(a' 1+ i+ j+d'k) = (a+a )1+ (b+ )i+ (c+ ) j+(d+d )k

para todo a,a’, b,V ,c,d,d,d € R, y el producto definido a partir de

==k =—1, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik
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y extendiendo por linealidad. Se puede ver que esto define una estruc-
tura de anillo en H. FEste anillo recibe el nombre de anillo de los cua-
terniones y es un ejemplo de anillo con division que no es un cuerpo.
En efecto, todo elemento no nulo al + bi + ¢j + dk tiene por inverso a

arprare (el = bi — ¢j — dk). Por otra parte, H no es conmutativo.

6. Paran > 2y A # {0}, el anillo de matrices M, (A) no es un dominio.

2.3. Construcciones con anillos y subanillos

Proposicién 2.3.1. Sea {B;}ic; una familia no vacia de subanillos de A.
Entonces () B; es un subanillo de A.

i€l
Definicién 2.3.2 (Subanillo generado). St S C A es un subconjunto de un
anillo, el subanillo generado por S es (S) := ({B | B es subanillo de A, B D
S}

Ejemplos 2.3.3 (Subanillo generado). » Si A esun anilloy S ={1} C
A, entonces el subanillo generado por S es el menor subanillo de A y
se llama anillo primo de A.

= 5i S = {V2} CR, entonces Z[\/2] es el subanillo generado por S.

Observacién 2.3.4. 5i S C A es un subconjunto de un anillo y B es un
subanillo de A que contiene a S, entonces B contiene al subanillo de A gene-
rado por S. En otras palabras el subanillo generado por S es el menor (con
respecto a C) entre los subanillos de A que contienen a S.

2.4. Series formales y polinomios

2.4.1. Series formales con coeficientes en un anillo A

Dado un anillo consideramos el conjunto de AN de sucesiones con términos
en A. Definimos en AN las operaciones

(f+9)n) = f(n)+g(n), (Frg)n)= > fk)g(D),
k+l=n
y las funciones 0,0, : N — A dadas por 0(k) = 0,Vk € Ny 6,(k) =
1 sin=k
0 sino
En este contexto, la siguiente observacion es facil de verificar.
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Observaciéon 2.4.1. w (AN 4+ %,0,00) es un anillo. El producto se llama
producto de convolucién, producto de Cauchy o sencillamente convo-
lucién, y es conmutativo si y sélo si A es un anillo conmutativo.

» Sidefinimos x = &1 (que llamaremos la indeterminada), entonces ™ =

On,Vn € N.

» Para cada n € N, la aplicacion @, : A — AN definida por ¢,(a)(k) =
a sin==k
0 sitno
wo(a)pn(b),Ya,b € Ay @,(1) = x™. En particular ¢y es un monomor-
fismo de anillos.

es un monomorfismo de grupos que verifica p,(ab) =

A partir de la observacién anterior, podemos escribir los elementos de AN
como:

(an)n = Z Pnlan) = an(an 1) = Z wo(an) * " = Zanxn,
n=0 n=0 n=0 n=0

donde en la ultima igualdad, estamos haciendo un doble abuso de notacién:
identificamos el anillo A con su copia en AN y eliminamos la x del producto
de convolucioén.

Por esta razém es que este anillo recibe el nombre de anillo de las series
formales (en una variable) con coeficientes en A. Decimos que a,, es el coefi-

ciente n-ésimo de la serie Z a,z". El anillo se nota A[[z]] y bajo la nueva

n=0
notacion, las operaciones se explicitan como sigue:

(Z anx"> + (Z bnx”) = Z(an + b,)x",

n=0 n=0
(i anx”) (i bnx”) = io: ( Z akbg) " = f: (i akbn_k> ",
n=0 n=0 n=0 \k+l=n n=0 \k=0

A partir de ahora notaremos fg para f x g.

2.4.2. Polinomios con coeficientes en un anillo A

Dado f € AN, definimos el soporte de f como sop(f) = {n € N | f(n) #
0}. El subconjunto {f € Al[z]] | #sop(f) < oo} es un subanillo de A que
llamamos anillo de polinomios con coeficientes en A y notamos Alx]. Mdas

especificamente, cada elemento de A[x] se dice polinomio con coeficientes en
A.
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Es fécil ver que A[x] es un anillo conmutativo si y sélo si lo es A. Més atn,
Alz] es el subanillo de A[[z]] generado por AU {z}.

Observar que se tiene la cadena de inclusiones de anillos: A C Afz] C A[[x]]
(donde un elemento a € A se piensa en A[x] como el polinomio con soporte
{0} y tnico coeficiente a).

2.4.3. Grado y valuaciéon

Es claro que sop(f) C N tiene un elemento minimo, y que si f es un polinomio
entonces también sop(f) tiene un elemento maximo.

Dado f € Al[z]] no nulo, se define la valuacion de f como val(f) = min(sop(f)).
Ademas, el coeficiente val(f)-ésimo de f se dice el coeficiente inicial de fy
se nota in(f).

Si p € Alz] no nulo, se define el grado de p como gr(p) = méx(sop(p)).
Ademas, el coeficiente gr(p)-ésimo de p se dice coeficiente lider de p y se nota

()

Proposicién 2.4.2. Sean f,g € A[[z]] v p,q € A[x] todos no nulos. Enton-
ces:

Si [+ g # 0,val(f +g) > min{val(f),val(g)}, si fg # 0,val(fg) >
val(f) + val(g).

Sip+q # 0,gr(p + ¢q) < max{gr(p),gr(q)}, si pg # 0,gr(pg) <
gr(p) + gr(q)-

Demostracion. A partir de sop(f + ¢g) C sop(f) Usop(g) se prueban las
desigualdades que involucran la suma de series.

A partir de sop(fg) C sop(f) + sop(g) se prueban las que involucran al
producto.

La primera inclusién sale de que f(n) = g(n) = 0 implica (f + g)(n) = 0.
La segunda inclusion sale de que (f % g)(n) # 0 implica que existen k,l <n
tales que k +1 =ny f(k)g(l) # 0, de donde f(k),g(l) # 0. Es decir que si
n € sop(fg), entonces n =k + 1, con k € sop(f),! € sop(g). O

Proposicién 2.4.3. Supongamos ahora que A es un dominio.

» Si f,g € Al[z]] son no nulos, entonces fg # 0 y val(fg) = val(f) +
val(g).

» Sip,q € Alx] son no nulos, entonces pqg # 0 y gr(pq) = gr(p) + gr(q).

Demostracion. » Basta observar que si A es un dominio entonces in( f)in(g)
es el menor coeficiente no nulo de fg y se da en el término (val(f) +
val(g))-ésimo.
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» Andlogamente, basta observar que si A es un dominio entonces ¢(p)¢(q)
es el mayor coeficiente no nulo de pq y se da en el término (gr(p)+gr(q))-
ésimo. 0

Corolario 2.4.4. Si A es dominio, entonces Allz]] y Alx] son dominios.

Teorema 2.4.5 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Sea ¢ : A —
B un morfismo de anillos. Para cada elemento b € B que conmuta con Im(p)
existe un unico morfismo de anillos ¢ : Alz] — B y ¢(x) = b que extiende a
©.

En otras palabras, para cada b € B tal que ¢(a)b = bp(a),Va € A, existe un
unico morfismo de anillos que hace conmutar el siguiente diagrama:

A—2-B
Alz]

donde v : A — Alz]| denota la inclusion.
Demostracion. Es facil probar que una funcién ¢ : Alx] — B es un morfismo

de grupos y que verifica ¢(a) = p(a) Ya € A siy sélo si ¢ (Z aixi> =

k=0
n

Z ¢(a;)b". La condicién de que b conmuta con ¥(¢) asegura la multiplica-
k=0

tividad de ¢. ]
Observacién 2.4.6. En el caso particular en que B es conmutativo, la con-
dicion de que b conmuta con I(p) se verifica trivialmente.

Ejemplo 2.4.7. Tomando en la proposicion anterior A = Z,B = R, p :
Z — R la inclusion y b = /2, tenemos

Se tiene (@) = Z[V/?2].

2.4.4. Generalizacion a varias indeterminadas

Si queremos definir el anillo de las series formales en dos variables con coefi-
cientes en A, tomamos el conjunto {f : N x N — A} con las operaciones:

(f +9)(n,m) = f(n,m) +g(n,m), (fg)(n,m)= > f(k,q)g

k+l=n
qg+r=m
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Se trabaja analogamente que en el caso de una variable y se nota al anillo
obtenido A[[z,y]]. Con identificaciones andlogas, se obtiene que:

A[[x>y“ = { Z aijl’iyj ’ ai; € A}

i+5>0

Los polinomios en dos variables con coeficientes en A corresponden al subani-
llo

Alx,y] = {f € Al[x,y]] | tsop(f) < oc}. Con identificaciones andlogas,
se obtiene que:

Alx,y] = { Z ai;x'y | a; € Ayn € N}

i+j=0

Se tiene ademds que Al[z,y]] = Allz]][ly]] = Ally|][z]] vy que Alz,y] =
Alx][y] = Aly][z]. En efecto, las aplicaciones:

v Allz, yl] = All]][ly]] = Allz,y]] = Ally]][[]
p(f)(n) € All]], (p(£)(n)) (m) = f(m,n) — $(f)(n) € Alyl, (¥ (F)(n)) (m)

definen isomorfismos de anillos cuyas restricciones a A[z,y| tienen respecti-
vamente por imagen a Alz]ly] y Aly|[z] (subanillos de Al[z]][[y]] v Ally]][[z]]
respectivamente). Observar por ejemplo que se tiene

f=>5+xy* —ay® +32° — 22%° € Z[z,v]
=5+ (Y —y)o+ (B3 —2y")2" € Z[yl[a]
=5+ 327 + 2y’ + (—z — 22H)yP€ Z[z][y]

Sin mayor dificultad todo lo anterior puede hacerse para un nimero n cual-
quiera de variables considerando el conjunto AN".

2.5. Ideales

Definicién 2.5.1. Se considera un anillo A y un subconjunto I C A tal que
(I,+,0) < (A,+,0). Decimos que:

» [ es un ideal a izquierda de A si ax € I,Na € A,x € I. En este caso
notamos I <; A,

f(n,m)
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s [ es un ideal a derecha de A si xa € I,Va € A,x € I. En este caso
notamos I <, A,

» [ es un ideal bildtero (o simplemente un ideal) de A si I es a la vez
ideal izquierdo y derecho de A. En este caso notamos I <1 A.

Observacién 2.5.2. = Se tiene que {0} <A y A < A: son los llamados
ideales triviales de A. Los demds ideales se dicen ideales propios de A.

w SiI<19Avylel, entonces I = A. En particular, I no es un subanillo
a menos que I = A.

s Un anillo con division no tiene ideales bildteros propios. En efecto, si
I # 0 es un ideal de un anillo con division A, tomemos x € I,z # 0.
Existe y € A tal que yr =1 € I, por lo que I = A.

s Todas las afirmaciones anteriores valen tomando <; y <, en lugar de <.
Ejemplos 2.5.3. s Para cada natural n, se tiene nZ 7. Ademds, como

se vio en el practico, estos son los unicos subgrupos, y por lo tanto los
unicos ideales, de 7.

Sip: A— B es un morfismo de anillos, entonces Ker(p) < A.

Para cualquier anillo A,

{(Z 8) !a,beA} < Ma(A), {(8 8) !a,beA} Q, My(A).

En My(Z), las matrices con todas sus entradas pares forman un ideal
bildtero.

En My(R), los inicos ideales bildteros son los triviales.

Proposicién 2.5.4. Sea {J;}ie; una familia no vacia de ideales de A. En-

tonces () J; es un ideal de A.
i€l

Definicién 2.5.5 (Ideal generado). Si S C A es un subconjunto de un anillo,
el ideal bilatero generado por S es:

[S]:=(WIII<ATIDS}

Si S =A{ay,as,...,a,}, notamos [S] = (a1, as, - ,ay,). Los ideales generados
por un conjunto finito se dicen finitamente generados.
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Un ideal (z) generado por un conjunto unitario se dice ideal principal.
Remplazando <1 por <, <, se define el ideal a izquierda o ideal a derecha
generado por S, que se nota [S]; y [S], respectivamente.

Observacion 2.5.6. Fl ideal bildtero (a izquierda, a derecha) generado por
S es el menor (con respecto a C) entre los ideales bildteros (a izquierda, a
derecha) de A que contienen a S. Ademds se tiene:

[S] = {Z aisibi | F ﬁnitO, ai,bi € A, S; € S Vie F}
el

[S], = {Zaisi | F' finito,a; € A,s; € S Vi€ F}

1eF

(ST

{Zsibi | F finito,b; € A,s; € S Vi € F}

1S
Es claro que en el caso conmutativo los tres conjuntos coinciden.
La siguiente proposicion recoge observaciones ya hechas y las completa.

Proposicién 2.5.7. 1. Sea I < A. Entonces [ = A si y solo si 1 € I, si
y sdlo si existe x € U(A) tal que x € 1.

2. Sea A un anillo. Entonces A es un anillo con division si y solo si A
no contiene ideales propios izquierdos si y solo si A no contiene ideales
propios derechos.

3. Sea A un anillo conmutativo. Entonces A es un cuerpo si y solo si A
no tiene ideales bildteros propios.

Demostracion. 1. Es claro.

2. Para el directo, ver la observacion [2.5.2] Para el reciproco, tomemos
x € A, x # 0y consideremos el ideal izquierdo I generado por z. Como
A no tiene ideales propios y ademas I # 0, se tiene I = A por lo que
1 € I, de donde se deduce que existe y € A tal que 1 = yx, por lo que
x es invertible a izquierda. Andlogamente se prueba que x es invertible
a derecha, por lo que x es invertible en A.

3. Es la parte anterior aplicada al caso conmutativo. O

Definicién 2.5.8. Sea A un anillo. Un ideal M bildtero (a izquierda, a de-
recha) se dice maximal si M # A y para cualquier otro ideal J bildtero (a
izquierda, a derecha) que contiene a M se tiene J = M o J = A.
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Recordemos el

Lema de Zorn. Sea (E, <) un conjunto no vacio parcialmente ordenado
(i.e. < es una relacion binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva) tal que
toda cadena T en E (i.e. T C E es totalmente ordenado) tiene cota superior
en E. Entonces I/ admite un elemento mazimal.

Teorema 2.5.9. Sea I un ideal bildtero (a izquierda, a derecha) de A, I # A.
FEziste un ideal bildtero (a izquierda, a derecha) maximal M tal que I C M.

Demostracion. Haremos la prueba para ideales bilateros, pero es facilmente
adaptable a los casos de ideales a izquierda y a derecha.

Consideremos la familia F = {J <A | I C J C A}. Como I € F, se tiene
que F # ). Ordenemos F por inclusién; sea T = {I, | A € A} C F una

cadena. Estd acotada superiormente por D := |J I,. Veamos que D € F:
AEA

» DJA:seana € D,b € D. Entonces a € I, b € Iz para ciertos i, 5 € A.
Como T es una cadena, podemos suponer I, C Ig, de donde a,b € I3.
Esto implica que a —b € I3 C D. Ademas 0 € I3 C D, ysia € A,
x € D entonces x € I, para algin v € A, de donde za,azx € I, C D.

= Como [ C I, para todo A € A, entonces I C D.

m D#A:siD=A, entonces 1 € D, de donde 1 € I, para algiin A € A,
lo cual es absurdo pues I, # A.

Aplicando el lema de Zorn a la familia F, se tiene que existe un elemento
maximal (respecto de la inclusién), llamémosle M € F. Por construccién, M
es un ideal maximal tal que I C M. ]

Aplicando el teorema anterior al ideal I = {0}, se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.5.10. Si A # {0} es un anillo, existen ideales bildteros (a
izquierda, a derecha) mazimales en A.

Observaciéon 2.5.11. Se puede demostrar que el teorema anterior (a veces
llamado teorema de Krull), que usa el axioma de eleccion bajo la forma del
lema de Zorn, es equivalente al axioma de eleccion. Observar ademds que
usamos fuertemente que nuestro anillo tiene unidad: este teorema es falso
para anillos sin unidad.

Proposicién-Definicién 2.5.12. Sean I, J ideales bildteros (a izquierda, a

derecha) de A. Entonces los siguientes son ideales bildteros (a izquierda, a
derecha) de A:
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w [+ J={z+ylaxel,yecJ}: eselideal suma de [ y J,

w [J=[{ay|zelyeJ}] = kayk|n€N,xk€I,ykEJ,VkE{1,2,~~~ ,n}

k=1
es el ideal producto de I y J,

Demostracion. Queda como ejercicio. O]

Proposicién 2.5.13. Sea f : A — B morfismo de anillos. Si H<B, entonces
Y H) < A. Si ademds f es sobreyectiva y K <1 A, entonces f(K) < B.

Demostracién. Sea H<IB.Sabemos que f~1(H) < A. Ademas,siz € f~1(H)
y a € A se tiene f(ax) = f(a)f(x) € Hy f(za) = f(x)f(a) € H porque
f(z) € H. Se deduce que azx,za € f~1(H).

Por otra parte, si K <1 A, sabemos que f(K) < B. Ademés, six € Ky
b € B, como [ es sobreyectiva, se tiene que b = f(a) para algin a € A, de

donde bf(z) = f(a)f(z) = flax) € f(K)y f(x)b = f(x)f(a) = f(za) €
f(K) porque az,za € K. H

2.6. Anillos cociente

Sean A un anillo e I <1 A. Como I es un subgrupo de (4, +,0), tiene sentido
considerar la relacién de congruencia modulo /. El siguiente resultado asegura
que esta relacion es compatible con la estructura multiplicativa de A.

Lema 2.6.1. Sean A un anillo e I <A. Sia=d (méd I) yb="V (méd I),
entonces ab = a’b' (méd I).

Demostracion. Pongamos o' = a+i,b' =b+j con i,j € I. Se tiene entonces
at' = (a+1i)(b+j)=ab+ib+aj+ ij.

Como I < A, a'b' —ab=1ib+aj+ij € I, es decir, ab = a'b' (méd I). ]

A partir de esto, es inmediato el siguiente resultado.

Teorema 2.6.2. Si A es un anillo e [ <1 A, entonces el conjunto A/= con
las operaciones

G+b=a+b, a-b=a-b VabeA

y los neutros 0 y 1 forman un anillo que llamamos anillo cociente de A

sobre I y que notamos 4. Ademds la proyeccion candnica 7 : A — 2 es

I T
sobreyectiva.

b
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Teorema 2.6.3 (Propiedad Universal del Cociente). Sea f : A — B un
morfismo de anillos y sea I 9 A. Si I < Kerf, existe un inico morfismo
f: % — B que hace conmutar el siguiente diagrama:

A-1.B
T

A

I

Ademds, se tiene Sf =Sf y Kerf = meL

Demostracion. Sabemos que existe un unico morfismo de grupos que hace
conmutar el diagrama y verifica las condiciones en el nicleo y la imagen. Es
inmediato verificar que dicho morfismo preserva el producto y la unidad del
anillo. O]

Corolario 2.6.4 (Teoremas de isomorfismo). Sea A un anillo.

S, ; A ~

1. Si f: A— B es un morfismo de anillos, entonces Rerf = Sf,

2. Sif:A— B esunmorfismo de anillos, y H<1A, KB con f(H) C K,
entonces existe un unico morfismo de anillos f : % — % que hace
conmutar el siguiente diagrama:

A—L.p
TrHl TK
A .. B
H 77K
Demostracion. 1. Se deduce del teorema anterior, de manera analoga que

para grupos.

2. Sabemos que existe un tnico morfismo de grupos. Basta verificar que
preserva el producto y la unidad. O

Teorema 2.6.5. Sean A un anillo e I <t A. FExiste una correspondencia
biyectiva entre los conjuntos:

A
fl—{L<7} y F={K<A|ADI}

que preserva la inclusion.
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Demostracion. La prueba del resultado andlogo para grupos puede adaptarse
facilmente a este contexto, usando la proposicion [2.5.13 O

Es inmediato el siguiente corolario.
Corolario 2.6.6. Sea M un ideal bildtero de un anillo A. Son equivalentes:
» M es maximal,

» Kl anillo % es no nulo y no tiene ideales bildteros propios (es un anillo
simple ).

Este ultimo resultado relaciona propiedades del ideal con propiedades del
cociente. Vamos a dar otros resultados en este sentido, en el caso de anillos
conmutativos, en la siguiente seccién.

Ejemplo 2.6.7. Sea A = R[z|,a € C. El morfismo de evaluacién en a es
ca: Rlz] = C, ea(f) = f(a).

Supongamos a € R. Entonces se tiene que Se, = R y que
Kere, ={f €R[z]: f(a) =0} > X —a.

Por otro lado f(a) = 0 < f = (x — a)q para algin q € R[z]. En conclu-
sion Kere, = (x —a). Por el primer teorema de isomorfismo concluimos que
% = R que es un cuerpo.

Tomemos ahora a = 1, la unidad imaginaria. Entonces €; es sobreyectiva:
dado a + 1ib € C basta tomar f = a+ bX. Se tiene que

Kere; = {f € Rlz] : f(i) =0} > X* + 1.

y que Sg; = C. Por otro lado f(i) = 0 = f(—i) = 0 = f es divisible

por (x +1i)(z — i) = > + 1. En conclusién Kere; = (X? +1). Por el primer
Rlz]

XD Esta es una construccion

teorema de isomorfismo concluimos que C =
algebraica de los nimeros complejos.

2.7. ldeales maximales e ideales primos

Definicién 2.7.1. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal P de A se dice
primo si P # A y

Va,be A:abe P=a€ P obe P.



2.7. IDEALES MAXIMALES E IDEALES PRIMOS 29

Ejemplos 2.7.2 (Ideales primos). 1. pZ<Z es primo. Mds ain, son equi-
valentes para un entero positivo m:

(i) mZ es primo,
(i) mZ es mazimal,

(11i) m es un nimero primo.

Tenemos (iii) implica (i) y (iii) implica (ii). Para los reciprocos, supon-
gamos que m  no es primo. Se  tiene  entonces
m = ab,a,b ¢ {1,—1}. Entonces (m) < (a) por lo que no vale (ii)

y ademds a,b & mZ mientras que ab € nZ, por lo que no vale (i).
2. si D # {0} es un dominio, el ideal {0} es primo,

3. si D es un dominio, entonces (x,y) = {p € D[x,y] | p(0) = 0} < D[z, y]
es un ideal primo.

Proposicion 2.7.3. Sean A un anillo conmutativo e I <t A. Entonces:

A

1. I es maximal si y solo si T es cuerpo,

2. I es primo st y solo si % es dominio.

Demostracion. 1. Esta parte puede deducirse facilmente combinando los
dos resultados que siguen en el caso de anillos conmutativos:

- I es maximal si y solo si ? no tiene ideales bildteros (corolario ,

- B es un anillo con division si y sélo si no tiene ideales a izquierda si

y s6lo si no tiene ideales a derecha (proposicién [2.5.7)).

Sin embargo, presentamos una prueba autocontenida para ejercitar la
manipulacién con ideales maximales y con anillos cociente:
(=) Sea @ € 4 tal que @ # 0. Veamos que es invertible.

Como a ¢ I, se tiene que I C I+ (a) ={z+ay:z €I,y € A}. Como [
es maximal, esto implica que I+ (a) = A. En particular A 5 1 = x+ay
para ciertos v € I,y € A. Por lo tanto ay—1 € I, es decir, ay = 1 = ¥a.

(<) Si £ es un cuerpo, entonces sus tnicos ideales son {0} y 4. El teo-
rema de correspondencia nos indica que estos estan en biyeccion
con los ideales de A que contienen a I, entre los cuales necesariamente
estdn I y A, por lo tanto no puede haber mas. Esto nos dice exacta-
mente que [ es maximal.
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(=) Sean @,b € £ tales que ab = ab = 0. Entonces ab € I. Como I es

primo esto implica que a € I 0 b € I, es decir, @ =0 0 b = 0, probando
que ? es un dominio.

<) Sea ab € I. Entonces 0 = ab = ab. Como % es dominio, esto
T

implica que @ =00b =0, es decir a € I 0 b € I, de donde I es un
ideal primo. ]

Se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.7.4. Sea A un anillo conmutativo.

1.

2.

Todo ideal mazimal en A es primo.

Si ¢ 1 A — B un morfismo de anillos, entonces Kery es maximal si
y solo st S es un cuerpo, y Keryp es primo si y solo si S¢ es un
dominio.

Observacion 2.7.5. A partir de los resultados anteriores y del ejemplo
se tiene:

Sea m € Z. Son equivalentes:

(i) Zy, es un cuerpo,
(ii) Z, es un dominio,

(7ii) m es un nimero primo.

Si consideramos el morfismo ¢, : Zlx] — Z tal que (pn)z = idz y
on(x) = n, como ¢, = Z es un dominio que no es un cuerpo, se
deduce que Kerp, < Z[x] es un ideal primo que no es maximal. En
particular Kerpy = (z) = {p € Z[z] | p(0) = 0} es un ideal primo no
mazimal. En efecto, (x) C {p € Z[z] | p(0) € 2Z}.

Sea k un cuerpo. Para cada o € k, el ideal I, = (x — «) es maximal en
k[z]. (Veremos mds adelante que hay ideales mazximales que no son de
la forma 1,).

Sea k un cuerpo. El inico ideal mazimal de k[[z]] es (x). En efecto,
supongamos que M es mazimal. Observemos primero que si f € k|[[x]]
es tal que f(0) # 0, entonces f es invertible. Es claro entonces que
Vf € M se tiene f(0) =0, entonces todo f € M es de la forma f = gz
y por tanto M C (x) C k|[[z]] es decir M = (z).
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Observacién 2.7.6. Sea A un anillo. Llamémosle X al unico morfismo de

anillos 7 — A, es decir X(n) = n -1y = la+---+ 14. El nicleo de X es
KerX = {n € Z : n-14 = 0} = mZ para algin m € NP| Definimos la
caracteristica de A como m. Notamos car A = m. A modo de ejemplo, el
unico anillo de caracteristica 1 es el anillo trivial {0}.

El primer teorema de isomorfismo afirma que % ~ X C A. Observar que si
v : R — S es un morfismo de anillos y R es un anillo conmutativo, entonces
S es un subanillo conmutativo de B. En este caso tenemos que SX C A es
un subanillo conmutativo.

Si ademds A no tiene divisores de cero ni a izquierda ni a derecha (por
ejemplo, si A es un dominio o un anillo con division), entonces IX tampoco
tendrd. En este caso % es un dominio, de donde mZ es un ideal primo. En
conclusion, m =0 o m = p es un numero primo.

En particular, un cuerpo tiene caracteristica cero o caracteristica prima.

2.8. Anillos de fracciones y localizacién

Los ntimeros racionales pueden construirse de manera algebraica a partir de
los enteros de la siguiente manera: se considera el conjunto Z x Z \ {0} =
{(a,b) | a,b € Z,b+# 0} y se define la relacion:

(a,b) ~ (c,d) siy solo si ad = be.

A partir de la conmutatividad y la ausencia de divisores de cero en Z, se
prueba que esta relacion es de equivalencia y se nota § a la clase del elemento
(a,b) y Q al conjunto cociente. La idea es que § = ¢ < ad = bc permite
definir un racional como un par de enteros, con el segundo no nulo.

La aplicacién que asocia a cada entero n el par (n,1) € Q es una funcién
inyectiva. Se quiere dar a QQ una estructura de anillo que sea coherente con la
estructura de anillo de Z (esto es, una estructura tal que la inyeccién antes

mencionada sea un morfismo de anillos). Para esto se define

a ¢ ad+be a c
__|__: N — @ — =
b d bd b d

bd
y se prueba que (Q, 4+, %, e, 1) €s un cuerpo.

Esta construccion puede generalizarse en dos etapas:

2De manera equivalente se define la caracteristica del anillo como el menor n positivo
tal que n - 14 = 0 si existe, o como 0 si no existe.
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1. se puede considerar en lugar de Z un dominio cualquiera A y dar una
estructura de cuerpo a un cociente del conjunto A x A\ {0}: este cuerpo
se llama cuerpo de fracciones de A,

2. en la construccion del cuerpo de fracciones se toman todos los elemen-
tos no nulos de A y se transforman en invertibles: una construcciéon
mas general permite transformar en invertibles los elementos de un
subconjunto multiplicativo S de un anillo conmutativo A, mediante un
proceso cuyo resultado no es necesariamente un cuerpo sino un anillo
conmutativo llamado anillo de fracciones de A respecto de S.

La construccién del cuerpo de fracciones a partir de un dominio A es analoga
a la de Q a partir de Z. Vamos a concentrarnos en la segunda etapa y luego
ver al cuerpo de fracciones como un caso particular de anillo de fracciones.

Definicién 2.8.1. Sea A un anillo conmutativo. Un conjunto S C A se dice
multiplicativo o multiplicativamente cerrado si 1 € S y st € S Vs, t € S.

Ejemplos 2.8.2 (Conjuntos multiplicativos). 1. {1}, A son conjuntos mul-
tiplicativos en A,

2. para cada a € A, el conjunto {a™ | n € N} es multiplicativo en A,
3. si P es un ideal primo de A, el conjunto S = A\ P es multiplicativo,
4. en particular, si A es un dominio, A\ {0} es multiplicativo.
Definimos en A x S la siguiente relacion:
(a,s) ~g (b,r) siy solo si existe t € S tal que t(ar — bs) = 0.
Notamos ¢ a la clase de equivalencia del par (a, s).

Observaciéon 2.8.3. 1. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto
multiplicativo en A. La relacion ~g definida en AX S es de equivalencia.
En efecto, es reflexiva porque (a,s) ~g (a,s) se verifica tomando t =
1 € S y usando la conmutatividad de A. La relacion es simétrica porque
A es conmutativo. Para la transitividad, supongamos (a,s) ~g (b,r) y
(b,1) ~5 (c,v). Existent,t’ € S tales que t(ar—bs) = 0 yt'(bv—cr) = 0.
Se tiene que tt'rav = tt'bsv = tt'crs de donde tt'r(av — cs) = 0. Como
t,t',r € S se tiene que tt'r € S, de donde (a,s) ~g (¢, v).

2. Se tiene que ¢ = % Ya e A s,t € S.

3. S1 A esun dominio y0 & S, la relacion puede expresarse como (a, s) ~g
(b,t) siy sélo si at = bs.
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Proposicion-Definicién 2.8.4. Sean A un anillo conmutativo y S un con-
junto multiplicativo en A. El conjunto cociente 25 admite una estructura
de anillo conmutativo que llamamos anillo de fracciones de A respecto de S
y notamos S™YA, cuyas operaciones se definen como sigque:

g_/_gzat—i—bs, 2olzza—b, Ya,b e A, s, t € 8S.
s t st s i st

Demostracion. Verifiquemos primero que las operaciones estdn bien defini-

das. Para +, es claro por la conmutatividad de la suma y el producto en
. !/ ’ /
A que alcanza con probar que si ¢ = £ entonces %t = LI Harg todo
s s st st

be A,t € S. Ahora bien, si existe x € S tal que xas’ = xd's, entonces

x(at + bs)(s't) = vas't® + wbs'st = xa'st® + wbs'st = xst(a't + bs')

y se deduce la igualdad.
Anélogamente, para e alcanza con observar que si ¢ = ‘SL: entonces ‘;—:i’ = Z—i’
para todo b € A,t € S. La implicancia es inmediata puesto que xas’ = xa's
implica xas'bt = xa’'sbt.

Veamos ahora que + define una estructura de grupo abeliano. La conmuta-
tividad es clara. La asociatividad se deduce de:

(at +bs)r +cst  atr + (br + ct)s

Va,b,c € A, s, t,r € S.

str str
i g4 0 __al+s0 __a, za a__ 0 _0
Se tiene ademds 47 == =2y 2+ 2 =5 =7 Vac A,s€S.

La operacién e es claramente asociativa y conmutativa y % es su neutro.
Finalmente, para verificar que el producto es distributivo respecto de la suma,
es decir que se cumple

g.(9+2):a_b+% Ya,b,c € A, s, t,r € S.
S t r st sr

brict __ a(brict)

observemos que el término de la izquierda de la igualdad es 2 e =
s tr str

y el de la derecha es @bsrtacst — abrtact

s2tr str

Observacion 2.8.5. 5i 0 € S, entonces ¢ = % Va € A,s € S, y por tanto
S—1A = {0}.

Veamos ahora como se relacionan el anillo original A con el anillo de fraccio-

nes S71A.

Proposicion 2.8.6. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multi-
plicativo en A. La funcion

ng:A—STA
a
ar— -
1

es un morfismo de anillos.
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Demostracion. Queda como ejercicio. O]

Proposicién 2.8.7 (Propiedad universal del anillo de fracciones). Sean A
un anillo conmutativo y S C A un conjunto multiplicativo. Si ¢ : A — B es
un morfismo de anillos, donde B es un anillo conmutativo tal que p(S) C
B>, entonces existe un tinico morfismo de anillos ¢ : ST*A — B que hace
conmutar el siguiente diagrama:

A—*-B
nl
<R
S—tA
Demostracion. Queda como ejercicio (haremos la demostracién de un caso
particular en la proposicion [2.8.10)). O
Observacién 2.8.8. s Para cada elemento v € A definimos su anula-

dor como el conjunto Anny(z) = {a € A | ax = 0}. Observar que
Anny(x) = {0} si y sdlo si x no es divisor de cero. En particular si A
es un dominio entonces Anny(x) = {0} para todo x € A,z # 0.

= El morfismo ng es inyectivo si y solo si Anny(s) = {0} Vs € S. En
efecto,

%:O <= dse€ S tal queas =0 <= s € S tal que a € Anny(s).

Por lo tanto Kerns = U Ann,(s) de donde se deduce la observacion.
seS

= FEn particular, si A es un dominio, entonces ng es inyectiva si y solo si

0¢S.

= 510 ¢S, hay elemento invertible en S~YA. Mds precisamente, si a €

A 0o a €S, se tiene que ns(a) € (STLA)*. En efecto, “—11 y £ son los
respectivos inversos de ns(a) = §.

Proposicién-Definicién 2.8.9. Sean A un dominio y S = A\ {0}. El
anillo de fracciones S™'A es un cuerpo que llamamos cuerpo de fracciones
de A y notamos Frac(A). Notaremosn al morfismo candnico (inyectivo) A —

Frac(A).

Demostracion. Si ¢ # 0, entonces no existe ¢ € S tal que ta = 0. En parti-
cular a = 1-a # 0, por lo que a € S'y £ es el inverso de . O]
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Proposicién 2.8.10 (Propiedad universal del cuerpo de fracciones). Sea
D un dominio. Para cada cuerpo k y cada morfismo de anillos inyectivo
¢ D — k existe un unico morfismo de anillos ¢ : Frac(D) — k que hace
conmutar el siguiente diagrama:

D—% sk
nL o
T
Frac(D)

Demostracion. Para la existencia, alcanza con definir

& (%) = p(a)p(b)" ,Ya,b € Ab£0 (%)

(notar que si b # 0 entonces p(b) # 0 y por tanto es invertible en k) y
probar que es un morfismo de anillos que hace conmutar el diagrama. Para
la unicidad basta ver que la condicién de conmutatividad del diagrama es

(%) = ¢(a) Va € Ay la condicién de que ¢ es morfismo de anillos implica

1
A7) =) Ve Ab#0.
Combinando ambas igualdades y usando que ¢ preserva el producto, se de-
duce que ¢ tiene que estar definida por la férmula (x). O

Ejemplos 2.8.11 (Cuerpos de fracciones). Sea k un cuerpo.

1. Frac(Z) = Q (ver observacion[2.8.3.4),
2. Frac(k) = k.

3. Se define el anillo de las funciones racionales con coeficientes en k en
indeterminadas x1, ..., T, cOmMo

k(zy,...,2,) := Frac(k[zy,...,2,]) = {§ | frgeklxy, ...,z 9# O},

4. Se define el anillo de las series de Laurent formales como

k(o) = Frac i) = { L | fug € el g #0) = {2 | e lil)ne ).

La dltima igualdad se prueba usando que todo g € k|x] no nulo es de
la forma g = x™gy para cierto natural n y cierto g1 € k[[x]] invertible.
Andlogamente se define k((z1,...,2z,)) como el cuerpo de fracciones
del anillo de series en las variables x1,xo, -+ , xy,.
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En el caso particular en que el conjunto multiplicativo S es el complemento
de un ideal primo P, el proceso se llama de localizacion respecto del ideal P.
La construccién del cuerpo de fracciones de un dominio es un caso particular
de localizacion respecto de un ideal (considerando P = {0}).

Definiciéon 2.8.12. Si A es un anillo conmutativo y P es un ideal primo en
A, llamamos localizacién de A respecto de P y notamos Apy al anillo de
fracciones STYA, donde S = A\ P.

Definiciéon 2.8.13. Un anillo conmutativo se dice local si tiene un unico
1deal maximal.

Ejemplos 2.8.14. 1. Sea I C R un intervalo abierto que contiene a 0.
Consideremos, en el anillo C(I) de funciones continuas de I en R, la
relacion de equivalencia definida por f ~ g sii existe un entorno de {0}
donde [ y g coinciden. En otros términos, si consideramos el ideal J
de las funciones que valen 0 en algun entorno de 0, ~ es la relacion de
congruencia modulo J. El anillo cociente se llama anillo de semillas (o
de gérmenes) alrededor de 0 y es un anillo local. En efecto, su tinico
ideal mazximal es M = {f | f(0) = 0}.

2. El ejemplo anterior se generaliza remplazando I por un espacio to-
pologico cualquiera y 0 por un punto del espacio, o remplazando I por
una variedad diferenciable, 0 por un punto de la variedad, y tomando
funciones diferenciables en vez de funciones continuas.

3. El anillo k[[z]] es local. Su unico ideal maximal es (x).

4. Todo cuerpo es un anillo local.

Proposicién 2.8.15. Sea A un anillo conmutativo no trivial. Son equiva-
lentes:

1. A es local,
2. la suma de dos elementos no invertibles es no invertible,
3. A\ A* es un ideal de A.

Demostracion. (1 = 2) Supongamos que A es local y que M es su ideal
maximal. Si z,y € A* entonces existe un ideal maximal que contiene a x y
otro que contiene a y. Como hay un tnico ideal maximal, se tiene z,y € M
y por tanto z +y € M. Como M # A, se deduce que x + y es no invertible.

(2 = 3) Sabemos que A\ A* es no vacio (porque A es no trivial) y cerrado
por la suma. Por otra parte si x es no invertible, también lo es —z. Ademas,
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si x es no invertible, es claro que azx es no invertible para cualquier a € A.
Se deduce que A\ A* < A.

(3 = 1) Es claro que cualquier ideal propio de A estd formado por elemen-
tos no invertibles, es decir que esté contenido en A\ A*. Como consecuencia,
si A\ A% es un ideal, entonces es el unico ideal maximal. O

Proposicion 2.8.16. Dado A un anillo conmutativo y P un ideal primo de
A, el anillo A(py es local y su unico ideal mazimal es ST'P:={2|pe P,s ¢
P}.

Demostracion. Es claro que S™'P es un ideal de A(p). Ademds, su comple-
mento consiste de los elementos de la forma g con t,s € S, y por tanto
consiste de elementos invertibles. Se deduce por la proposicién anterior que

S~!P es el tnico ideal maximal de A(p). O

Ejemplo 2.8.17. Tomemos pZ < Z, siendo p € 7 primo. La localizacion de
7. respecto de pZ es el subanillo

Lip) = {% | b no es miltiplo de p} CQ.

Su unico ideal mazimal es {% | a es maltiplo de p,b no es maltiplo de p}.



Capitulo 3

Divisibilidad en dominios

En este capitulo D siempre sera un dominio de integridad, es decir un anillo
conmutativo D # {0} sin divisores de cero.

3.1. Generalidades

Definicién 3.1.1. Sean a,b € D. Decimos que a divide a b, que a es divisor
de b o que b es multiplo de a si existe ¢ € D tal que b = ac. En este caso
notamos a | b.

Ejemplos 3.1.2. Para todo a € D, se tiene:
1]|a, a|a, alo, Ola siysdlosia=0, a|l siysdlosiae D*.
Observacion 3.1.3. Las siguientes propiedades se verifican fdacilmente:

Sialbyal|b entoncesa| (b+¥),a|(b—10)ya®]|bb.

Sialbyb]|ec, entonces a | c.

Proposicién 3.1.4. Sea ~ la relacion en D definida por a ~ b si y solo si
existe u € D> tal que a = ub. Entonces ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sale de que (D*, -, 1) es un grupo. O

Definicién 3.1.5. Sean a,b € D y ~ como en la proposicion anterior. De-
cimos que a y b son asociados si a ~ b.

Proposicién 3.1.6. Si a,b € D, se tienea~b si y sélosia|byb]|a.

Demostracion. Si a ~ b, existe u € D* tal que a = ub y por tanto se tiene
también b = v 'a.

38
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Reciprocamente, supongamos que a = xb y que b = ya. Entonces a = xya y
por tanto a(1 — xy) = 0. Como D es un dominio, tenemos dos posibilidades:
a=0o0xy=1.

Sia =0, entonces b =ya = 0y se deduce a ~ b. Si xy = 1, entonces x € D*
y por tanto a = xb ~ b. ]

Observacién 3.1.7. La prueba de la proposicion anterior permite afirmar
ademas que st b € D es no nulo, entonces

zb~b= 1z € D*.

La siguiente proposicion traduce estas nociones de divisibilidad en términos
de ideales principales.

Proposicion 3.1.8. Sean a,b € D. Entonces:

1. a|b siy sdlo si(b) C (a),

2. a~bsiysdlo si(a)=(b),

3. albyastbsiysolosi(b) S (a),

4. a € D* siysdlo si(a) =D.
Demostracion. Queda como ejercicio. ]
Definicién 3.1.9. Sea a € D no nulo y no invertible. Decimos que a es:

s irreducible si Vb, c € D : a = bc implica b € D* o ¢ € D*,

» primo si Vb,c € D :a | be implica a|b oa]ec.

Observacién 3.1.10. 1. Sea a € D no nulo y no invertible. Entonces a
es irreducible si y solo si¥b € D :b | a implica b€ D* ob~ a.

2. Todo primo es irreducible.

3. Supongamos p ~ q. Si p es irreducible, también lo es q. Si p es primo
también lo es q.

Ejemplos 3.1.11. 1. EnZ yk|x] (k cuerpo) los primos y los irreducibles
coinciden.

2. Sea k un cuerpo. Pongamos D = {a + 2*p(z) | a € k, p(x) € k[z]} C
k[z]. El elemento > € D es irreducible pero no es primo. En efecto
22| 2323 = 2?2t pero x? |/x3.
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3. El polinomio x* — 2 es irreducible y primo como elemento de Z[x] pero
no lo es como elemento de R[z].

4. El polinomio 2x — 2 es irreducible y primo como elemento de R[x] pero
no lo es como elemento de Z[z].

Proposicién 3.1.12. Sea a € D no nulo y no invertible. Entonces:
1. a es primo si y solo si (a) es un ideal primo en D,

2. a es irreducible si y solo si (a) es mazimal (respecto de la inclusion) en
la familia de ideales principales propios de D.

Demostracion. Queda como ejercicio. O]

Definicién 3.1.13. Si a,b € D no son simultaineamente nulos, decimos que
d € D es un maximo comun divisor de a y b si verifica

dla, d|b, y YeeD cla, c|b=c]|d.

Observaciéon 3.1.14. 1. En un dominio cualquiera no tiene por qué exis-
tir el mdximo comun divisor. En efecto, en el ejemplo|3.1.11].2, los ele-
mentos x° y x5 tienen como conjunto de divisores comunes a {a | a €
R} U {az? | a € R} U {az® | a € R}. Sin embargo ninguno de los
elementos de este conjunto es maultiplo de todos los demds.

2. Sidyd son mdrimos comunes divisores de a y b, entonces d ~ d'.
Notamos med(a,b) a la clase de equivalencia definida por a y b.

Abuso de notacion: En caso de existir maximos comunes divisores de a y
b, notaremos med(a,b) = d en lugar de d € med(a,b).

Proposicién 3.1.15. 1. Sia,b € D son tales que a | b, entonces med(a, b)
a. En particular med(a,0) = a y med(a,b) = 1 siempre que a € D*.

2. Sip € D es irreducible, entonces med(a,p) =1 o med(a,p) = p.

Demostracion. 1. La afirmacion y el primer caso particular son claros. Si
a es invertible, entonces b = aa~'b y por tanto a | b. Se deduce que
med(a,b) = a 'y como a ~ 1, entonces med(a,b) = 1.

2. Como p es irreducible, sus divisores son 1, p o sus asociados, en parti-
cular med(a, p) es uno de estos. ]
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Definicién 3.1.16. Sean aq,as, ..., a, € D no simultdineamente nulos. De-
cimos que d € D es un méaximo comun divisor de ay,as, ..., a, y notamos
d =mcd(ay, ..., a,) si

dla; Yie{l,2,....n} y YeeD cla; Vi=c]|d.

Observacién 3.1.17. 1. Aqui también vale la unicidad a menos de aso-
ciados y haremos un abuso de notacion andlogo.

2. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que todos los a; son no
nulos puesto que si a; = 0, es facil ver que se tiene med(ay, ag, . .., an) =
mcd(al, B ¢ 7 [P ¢ 7 I N ,CLn).

3. Supongamos que a; # 0 para todo i < n. Entonces si dy := med(ay, as, .
se tiene med(ay, as, . . ., a,) = med(dy, ay).

4. De la observacion anterior se deduce que si existe med(a,b) para cua-
lesquiera a,b € D, entonces existe med(ay, ag, . . ., a,) cualesquiera sean
a1,0Q2,...,0, € D, n > 3.

3.1.1. Dominios de factorizacion unica

Definicién 3.1.18. Un dominio D se dice dominio factorial o dominio de
factorizacién unica (abreviado DFU) si verifica:

» (Ezistencia de la descomposicion factorial) Para cada a € D no nulo y
no invertible, existen py, o, ..., p, trreducibles tales que a = pips - - - pp.

» (Unicidad de la descomposicion factorial) Si pips-- pn = Q1G2 " Gm,
con p;,q; wrreducibles para cada i € {1,2,...,n},5 € {1,2,...,m},
entonces n = m y existe una funcion o : {1,2,... ., n} = {1,2,...,m}
tal que pi ~ Go(i)-

Observaciéon 3.1.19. 1. La unicidad de la factorizacion implica que se
puede asumirse o inyectiva. En efecto, sin = 1 es claro. Supongamos
que o es inyectiva para ng y probémoslo para ng + 1. Tomemos

P1P2 * * * PngPno+1 = 4142 * * * Gm-

Existe j € {1,2,...,m} tal que q; ~ pny+1, por lo que se tiene Tp, 11 =
q; para cierto x invertible. Cancelando pn,11 en la igualdad de arriba,
se deduce:

D1P2 " Png = IR “qj-195+1 " " * Gm-

. 7an—1)7
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Tomando o : {1,2,...,n0} — {1,2,...,m} \ {j} inyectiva y exten-
diéndola a
g:{1,2,--- ng+ 1} = {1,2,...,m} mediante (i) = o(i),Vi < ny,
a(no + 1) = j, obtenemos @ inyectiva.

2. En la prueba de la observacion anterior no se uso la condicion n =m
exigida para la unicidad de la descomposicion factorial. De hecho, esta
condicion puede eliminarse de la definicion. En efecto, por la observa-
cion anterior se deduce n < m, y luego intercambiando los roles de los
pi y los q; se deduce m < n y se obtiene m = n (y por lo tanto o es,
de hecho, biyectiva).

3. La existencia de la factorizacion implica que todo elemento mo nulo
a € D es de la forma a = up{'py?---p%, con uw € D*, n € Z*, p;
irreducibles no asociados dos a dos y o € N para todo i € {1,...,n}.

En efecto, si a es invertible, se toma n cualquiera y o; = 0 para todo
i € {1,...,n}. St a no es invertible, se tiene a = q1qs - ¢y, CON ¢
irreducible para todo j € {1,...,m}. Agrupando los q¢; que sean aso-
ciados y usando que el producto de invertibles es invertible, se tiene el
resultado.

La siguiente proposicién muestra que a | b si y sélo si “la factorizacion de a
esta contenida en la de b”.

Proposicién 3.1.20. Sean D un DFU y a,b € D no nulos y no invertibles.
Sta=pips---Pn Yb=q1q2- - @, entonces son equivalentes:

(i) alb

(i1) existe una funcion inyectiva o : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} tal que
Di ~ 4o(i)-

Demostracion. Si a | b, entonces existe x € D tal que ax = b. Poniendo
T =1riry-- -1, Se tiene

PiP2 - PaT1T2 Ty = 4192 * " Gm

y se deduce la tesis, a partir de la Observacién [3.1.19]
Reciprocamente si existe tal o se tiene que

b:qu:pri H a4 = xa H qj
=1 =1 jgS(o) i#3(0)

para cierto x € D*. O
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Proposicion 3.1.21. Sea D un dominio en el que todo elemento mo nu-
lo y no invertible se descompone en producto de irreducibles. Entonces son
equivalentes:

= D esun DFU,

» todo irreducible en D es primo.

Demostracion. Supongamos primero que D es un DFU y que p es irreducible
y que p | ab. Pongamos a = pip2- - pn ¥ b = q1G2* - G- Se tiene ab = pc
para cierto ¢ = ryry -+ -1y € D. De la igualdad

prireo - Ty = p1P2 - Pnd1q2 c Gm,

y la unicidad de la descomposicion en irreducibles, se deduce que existe ¢ €
{1,...,n} tal que p ~ p; o existe j € {1,...,m} tal que p ~ ¢;. En el primer
caso p | a y en el segundo p | b.

Reciprocamente, supongamos que todo irreducible en D es primo y que
PiD2---Pn = q1G2---qm, cON D;,q; € D irreducibles Vi < n,j < m. Para
cada ¢ < n, como p; es primo y divide al término de la derecha, se tiene
que p; | ¢; para cierto j < m. Como ademds ¢; es irreducible, se deduce

Di ~ G- O

Proposicién 3.1.22. Si D es un DFU, entonces existe med(a, b) para cua-
lesquiera a,b € D no simultaneamente nulos.

Demostracion. Pongamos
a=upips? - plr, b= opltpy? - phe,

con u,v € D>,y para cada ¢ < m, p; irreducible tal que p; % p; sii # j, y
a;, B; € N. Si tomamos para cada i < m, v; = min{«;, 5;}, entonces es facil
(y queda como ejercicio) verificar que

med(a,b) = p{'py? - pie. O

Definicién 3.1.23. Sia,b € D son no simultaineamente nulos, decimos que
a y b son primos entre si si existe med(a,b) y med(a,b) = 1.

Proposicién 3.1.24 (Lema de Euclides). Sean a,b, c elementos no nulos en
un dominio factorial. Si a | be y med(a,b) =1, entonces a | c.

Demostracion. Supongamos a = pips - - - P, Una descomposicién en irreduci-
bles de a. Para cada i € {1,...,m}, se tiene que p; | bc y como p; es primo,
se tiene que p; divide a b o divide a ¢. Ahora bien, med(a,b) = 1, por lo que
si p; | b, como también p; | a se tendria p; | 1 y por tanto seria p; invertible.
Entonces p; | ¢ para todo i € {1,...,m}, de donde a | c. O
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3.1.2. Dominios a ideales principales

Definicién 3.1.25. Un dominio D se dice dominio a ideales principales
(DIP) si todo ideal de D es principal, es decir, si todo ideal de D estd gene-
rado por un elemento.

Ejemplos 3.1.26. = El anillo de enteros Z es un DIP puesto que sus
1deales son de la forma nZ, es decir principales.

» El anillo de polinomios klx| es un DIP si y sdlo si k es un cuerpo.

Observemos primero que si k no es un cuerpo, existe a € k no invertible
y no nulo. Es facil ver que el ideal I = {p € k[z| | p(0) es maltiplo de a}
no es principal. En efecto, a € I y x € I, pero el unico divisor comin
entre ellos es 1, por lo que si I fuera principal seria I = (1) = klx].

Reciprocamente, si k es un cuerpo, la division euclidea de polinomios
nos permite probar de manera andloga que en el caso de Z que todos
los ideales de k[x] son princz’paleﬂ. En efecto, dado un ideal I, consi-
deremos un polinomio f € I de grado minimo entre los grados de los
polinomios en I. Sea g € I cualquiera. Como gr(g) > gr(f) se tiene
g= fq+r, congr(r) < gr(f) or=0. Peror =g — fq € I, por lo que
no puede tener grado menor que el grado de f. Se deduce r = 0 y por
tanto I = (f).

Proposicién 3.1.27. Sean D un DIP, I << D. Son equivalentes:

1. I es maximal,
2. I es primo.

Demostracion. Ya sabemos que (1) implica (2) en un anillo conmutativo.
Para (2) implica (1), supongamos que [ es primo y que I C M C D. Sean
p,q € D tales que I = (p) y M = (q). Se tiene p = xq para cierto x € D no
invertible. Por ser I primo y como ¢ ¢ I, se deduce = € I, de donde x = py
y por tanto x ~ p. Pero entonces ¢ es invertible y por tanto M = D. L]

Corolario 3.1.28. En un dominio a ideales principales, todo irreducible es
primo (y reciprocamente).

Demostracion. Sip € D es irreducible, entonces I = (p) es maximal respecto
de la inclusion en la familia de ideales principales propios; como D es un
DIP, se deduce que I es maximal y por tanto primo. En consecuencia, p es
primo. O

!Estos dos son casos particulares de una observacién méas general, y es que cualquier
dominio euclideo es a ideales principales: ver practico 5.
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Queremos probar que todo dominio a ideales principales es un dominio de
factorizacion unica. Observar que, existiendo la descomposicién en producto
de irreducibles, el corolario anterior asegura la unicidad de la descomposicion
a menos de asociados (esto quedard claro de todas formas en la prueba del
Teorema. Queremos entonces estudiar qué particularidad de los domi-
nios a ideales principales es la que asegura la existencia de la descomposicion.
Esta es el hecho de que todo ideal sea finitamente generado. Los anillos que
verifican esto tienen su importancia propia en teoria de anillos, es por esto
que les dedicamos el proximo apartado.

Anillos noetherianos

En esta seccién, estudiamos una condicién de finitud de anillos, que se mues-
tra ligada a la existencia de la descomposicion factorial en dominios (ver

Teorema [3.1.33)).

Proposicion 3.1.29. Consideremos un anillo conmutativo A. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. Todo ideal de A es finitamente generado.

2. Toda sucesion creciente de ideales en A estabiliza. Esto es, si [y C Iy C
.- C 1, C--- es una cadena de ideales de A, entonces existe n € 7+
tal que I, = Iy = ---.

3. Toda familia no vacia de ideales de A contiene un elemento maximal
respecto de la inclusion.

Demostracion. Supongamos primero que todo ideal de A es finitamente ge-
nerado y tomemos una sucesién creciente de ideales:

Lcl,c---Ccl,C---CA.

Sea I = |J I,,. Como los Ij estan encajados, I es un ideal de A (como
n>0

en la demostracién de la existencia de ideales maximales). Existen entonces
T1,%9, ..., T, € A tales que el conjunto {z1,xs,..., 2} genera al ideal I.
Para cada i € {1,...,k} se tiene que z; € I, luego existe n; € Z* tal que
x; € I,. Por lo tanto si N = méx{ny,...,nx} entonces I C Iy. Se deduce
que I,, = I para todon > N.

Para probar (2) implica (3), consideremos una familia F no vacia de ideales
y un elemento I; € F. Si I; no es maximal, estd propiamente contenido en
otro ideal I, € F. Si I, no es maximal, estd propiamente contenido en otro
ideal I3 € F. Se construye asi una cadena estrictamente creciente de ideales
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en F: 1 C I, C - C I, C -, lo que contradice (2). Se deduce que para
algin n, I,, es maximal en F.

Finalmente, supongamos que vale (3) y que I es un ideal de A. Consideremos
la familia {J C I | J < A, J finitamente generado}. Es no vacia porque
contiene al ideal {0} y tiene por tanto un elemento maximal M. Si M # I,
entonces existe x € I\ M y el ideal generado por M U {z} es finitamente
generado y esta incluido en . Esto contradice la maximalidad de M como
elemento de la familia. Se deduce entonces que M = I y por tanto que [ es
finitamente generado. O

Definicién 3.1.30. Un anillo conmutativo que verifica una de las condicio-
nes de la Proposicion se dice noetheriano.

Ejemplos 3.1.31. = Todo DIP es noetheriano.

» El anillo de polinomios en infinitas variables kK|xy, za, ..., &y, ...] no €s
noetheriano.

» Mds adelante (Teorema probaremos el teorema de la base de
Hilbert que afirma que si A es un anillo noetheriano, entonces Alxy, . .., xy)
es noetheriano.

Observacién 3.1.32. La nocion de noetherianidad tiene su version lateral
(considerando ideales a izquierda o a derecha), pero estamos interesados en
el caso de anillos conmutativos, y por eso asi la definimos.

Todo DIP es un DFU
Teorema 3.1.33. Si D es un dominio tal que:
1. D es noetheriano,
2. todo irreducible en D es primo,
entonces D es un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Vamos a ver que la primera condicién implica la existencia
de la descomposicion, y que la segunda implica la unicidad.
Para la existencia, consideremos la familia

F=A{(a)|a g D*,a # 0,a no se descompone en producto de irreducibles}.

Queremos ver que F = (). Si fuera no vacia, como D es noetheriano, existe
apy € D tal que (aps) es un elemento maximal en F. En particular se tiene
que aps es no nulo y no invertible y que ayp no es irreducible (por no ser



3.1. GENERALIDADES 47

producto de irreducibles). Por tanto ay; se descompone en producto de dos
elementos no nulos y no invertibles de D: ay; = zy. Ademas, como ajy; no es
producto de irreducibles, o bien x o bien y no es producto de irreducibles.
Supongamos sin pérdida de generalidad que x no es producto de irreducibles.
Se tiene entonces

(z) € Fy (am) & (),

lo que contradice la maximalidad de (ays) como elemento de F.

Para la unicidad de la descomposicién, alcanza con aplicar la Proposicién
Recordamos que puede deducirse n = m como se muestra en la observacién
3.1.19.2. O

Como todo dominio a ideales principales es noetheriano y verifica la condicién
de que los irreducibles son (los) primos, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3.1.34. Todo dominio a ideales principales es un dominio de
factorizacion unica.

El reciproco no es cierto, i.e. hay dominios de factorizacién tnica que no
son dominios a ideales principales. Un ejemplo es el anillo de polinomios
Z[z] y generalizaciones de éste. Entenderemos bien este hecho en la préxima
seccion, dedicada a divisibilidad en anillos de polinomios. Pero antes, una
ultima observacion general.

Proposicion 3.1.35. Sean D un dominio a ideales principales y a,b € D
no simultaneamente nulos. Entonces:

1. existe med(a,b),

2. si med(a,b) = d entonces (a,b) = (d). En particular existen x,y € D
tales que ax + by = d (identidad de Bézout).

Demostracion. La existencia de med(a,b) se debe a que D es en particular
un dominio de factorizaciéon unica. Ademas, si consideramos el ideal

I=(a,b) = {az+by | 2,y € D},

como D es un dominio a ideales principales, existe ¢ € D tal que I = (¢).
Como (a) C I, se tiene que ¢ | a. Andlogamente se tiene que ¢ | by por lo
tanto ¢ | d.

Por otra parte d | ax + by para todo x,y € D, en particular d | ¢. Se deduce
I = (d), por lo que existen x,y € D tales que ax + by = d. ]
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3.2. Divisibilidad en anillos de polinomios

En lo queda del capitulo D serd un dominio y k denotard al cuerpo de
fracciones de D.

Polinomios como funciones

Recordemos que la propiedad universal de los anillos de polinomios da lugar
a la existencia, para cada a € D, del morfismo de anillos evaluacion en a
£q : D[x] = D que verifica ¢,(d) = d para todo d € D, y g,(x) = a.

A partir de ahora, adoptaremos, para p € D[z] y a € D, la notacién p(a) :=
£q(p). Observar que el hecho de que ¢, sea morfismo de anillos se interpreta
con la nueva notacién mediante (p + ¢)(a) = p(a) + q(a), (pg)(a) = p(a)q(a)
para todo p,q € Dlz|. Ademés si p = d € D es un polinomio constante
entonces p(a) = d para todo a € D.

Haciendo variar a € D, se obtiene una funcion

¢ : D[z] = DP, definida por ¢(p)(a) = p(a),

que resulta ser un morfismo de anillos si ponemos en el conjunto de funciones
DP la estructura dada por la suma y el producto punto a punto.
Ahora bien, es claro que ¢ en general no es sobreyectiva (no toda funcién de D

1 siz>0
en D es un polinomio: la funcién f : Z — 7Z definida por f(x) = 0 s -
si no
no es un polinomio, pues lim, ,, ., f(z) = 1 y eso implicaria que fuera el

polinomio constante 1).
En cuanto a la inyectividad, el siguiente ejemplo muestra que ¢ en general
no es inyectiva:

p(z) = 2*—x € Zs3[7] es no nulo; sin embargo, p(a) = 0 Ya € Zs, es decir p(p) = 0.

De hecho vamos a probar que ¢ es inyectiva si y sélo si D es infinito. Por lo
tanto podemos identificar D con su imagen ¢(D) de funciones polindmicas
sélo en el caso que D sea un dominio infinito.

Definicién 3.2.1. Sea p € Dlx]. Un elemento a € D se dice raiz de p si
p(a) = 0.

Observacién 3.2.2. Sit € D[z] es un polinomio con coeficiente lider inver-
tible, entonces para cualquier p € D[z|, existen q,r € Dlx] tales que p = qt+r
yr=20o0gr(r) <gr(t)—1.

En efecto, se puede ver que la division euclidea en kx| da lugar a ¢ € D|x]
y por tanto r = p — qt € D[z|. Decimos que r es el resto de dividir p por q.
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En particular, como el coeficiente lider de x — a es 1 y por tanto invertible,
para cualquier polinomio p € Dlz| existen q,r € D[z| tales que p = (x—a)q+r
yreD.

Proposicién 3.2.3 (Teorema del resto). El resto de dividir un polinomio
p € D[z| por x — a es p(a).

Demostracion. Basta aplicar el morfismo de anillos ¢, a la igualdad p(z) =
q(z)(x —a) +r. O

Corolario 3.2.4 (Teorema del factor). Un polinomio p € D[x] se escribe
como (x — a)q para algin q € D|x] si y sdlo si p(a) = 0.

De este corolario sacamos dos corolarios:

Corolario 3.2.5. Todo polinomio no nulo p € D|x]| tiene una cantidad finita
de raices.

Demostracion. Sea p € D[z| un polinomio de grado n. Sean ¢y, cs, ... las
raices diferentes de p en D. Entonces p(z) = ¢1(z)(z — ¢1), de donde 0 =
p(c2) = qi(c2)(ca —c1). Como ¢ # ¢ y D es un dominio, entonces g (cg) = 0.
Por lo tanto = — ¢y divide a qo, y p(z) = q3(x)(x — ¢2)(x — ¢1). Por induccién
llegamos a que dadas m raices diferentes ¢y, ..., ¢, de p, el polinomio g,, =
(x—c1)(x—cg) - (x —cp) divide a p. Pero grg,, = m, de donde m <n. O

Corolario 3.2.6. Sea K un cuerpo y p € K[x] un polinomio de grado dos o
tres. Entonces p es reducible si y solo si tiene una raiz en K.

Demostracion. Un polinomio de grado dos o tres con coeficientes en un cuer-
po es reducible si y sélo si tiene un factor lineal, pues K[z]* = K* = K\ {0}.
Por el corolario esto ocurre si y solo si f tiene una raiz en K.

Proposicién 3.2.7. El morfismo ¢ : D[x] — DP definido por ¢(p)(a) =
p(a) es inyectivo si y solo si D es infinito.

Demostracion. Si D es finito, entonces DP también lo es, pero D[z] es infi-
nito, por lo que ¢ no es inyectivo.
Si D es infinito y p € D[x] es no nulo, entonces p tiene una cantidad finita

de raices y por lo tanto algin elemento de D no es raiz de p, de lo que se
deduce ¢(p) # 0. O
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Criterios de irreducibilidad

Definicién 3.2.8. Sea D un dominio de factorizacion unica y f = a,x"™ +
-+ a1z + ag € D[x] no nulo. Se define el contenido de f como cont(f) =
med(an, ... ,a1,a9). Decimos que f es primitivo si cont(f) = 1.

Ejemplo 3.2.9. » Todo polinomio mdnico es primitivo.

» [ =22+ 3 es primitivo en Z[x], pero g = 2x + 4 no lo es, de hecho
cont(g) =2 4 1.

Observacién 3.2.10. 1. Notar que hacemos el mismo abuso de notacion
que para el mdzimo comin divisor. Si bien cont(f) es una ~-clase de
equivalencia en D, usamos la notacion para referirnos a cualquiera de
sus representantes.

2. Si f € Dlx] ya € D,a # 0, entonces cont(af) = acont(f). Ademds
siempre existe un (unico a menos de multiplicar por un invertible de
D) polinomio f € D[z] tal que f = cont(f)f. Este polinomio f resulta
obviamente primitivo.

3. Se puede definir “polinomio primitivo” en un dominio donde no nece-
sariamente eziste el med, como un polinomio f € D[z| tal que no eziste
un elemento de D no invertible que divida a todos los coeficientes de f
a la vez.

Lema 3.2.11 (Lema de Gauss). Sean D un dominio de factorizacion unica
y f,g € D[X]. Entonces:

1. 8i f y g son primitivos, su producto fg también lo es.
2. Mds en general, se tiene cont(fg) = cont(f)cont(g).

Demostracion. 1. Supongamos primero que f y ¢ son primitivos y que
p € D es primo. Pongamos f = a,2" + - +ax +ayy g = bpa™ +
-+ bz + by. Por ser f y g primitivos, p t cont(f) y p 1 cont(g), por
lo que existen i € {0,...,n},5 € {0,...,m} tales que a; y b; no son

miultiplos de p. Podemos entonces considerar 1 := min{i | p { a;} y
j=min{j | p1b;}. Ahora bien, sea k =1+ 7; el término k-ésimo de fg
es

aobg + arbg—1 + -+ + asby + - - - + ag_1b1 + agbo.

Tenemos tres tipos de sumandos a;b; en el término de arriba:

» sumandos en que i < 1: p | a; y por tanto el sumando es multiplo
de p;
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» sumandos en que j < J: p | b; y por tanto el sumando es mltiplo
de p:

» el sumando a;by: p t a; y p 1 by, por lo que el sumando no es miltiplo
de p.

Para cada primo p, existe entonces un coeficiente que no es miltiplo de
p (el k-ésimo, segun la construccion de arriba). Se deduce cont(fg) = 1.

2. Supongamos ahora que f y g son polinomios cualesquiera y ponga-
mos f = cont(f)f y g = cont(g)g, con f,g primitivos. Se tiene fg =
cont(f)cont(g)fg, y como fg es primitivo (por la parte anterior) se
deduce que

cont(fg) = cont(f)cont(g)cont(fg) = cont(f)cont(g). O

El siguiente es un lema técnico que sera de utilidad en los resultados que le
siguen:

Lema 3.2.12. Sean D un dominio y k su cuerpo de fracciones.

1. Todo polinomio g € k[z| puede escribirse como g = %g” cona € D\{0},
g" € Dlx].

2. Si ademds D es de factorizacion inica y f € D[z] es tal que f = gh
para ciertos g,h € kx|, entonces existen g, h' € Dlx| y \,u € k no
nulos, tales que f = g'h', g =\g y h = uh'.

Demostracion. 1. Dados/al,ag, ...,an €k, existen a,a,al,...,al, € D,
[li .
a # 0 tales que a; = - para todo i € {1,...,n}.

En efecto, si para cada i € {1,...,n} escribimos a; = 4, alcanza con
£

— 1 na - _ni_oma 9

tomar a = dydy---d, y a, = & Se tiene entonces a; = &= de= @

para todo i € {1,...,n}.

Si los a; son los coeficientes de g, entonces g = i ¢” donde los coeficientes
de ¢” son los a.

2. Si aplicamos la parte anterior a g y A y llamamos a y b a los respectivos
elementos de D, obtenemos la igualdad en D: abf = ¢”h”. Tomando
contenidos de ambos lados, se deduce que ab | cont(g”)cont(h”) y por
tanto se pueden ir cancelando en abf = ¢”h” los irreducibles que apa-
recen en la descomposicién de ab, obteniendo f = ¢’h’, donde ¢’ y I’ se
obtienen a partir de ¢” y h” diviendo por algin elemento de D. ]
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Teorema 3.2.13 (Criterio de irreducibilidad de Gauss). [| Sean D un do-
minio de factorizacion unica y k su cuerpo de fracciones. Sea f € D[x] no
constante. Entonces f es irreducible en D[z] si y solo si es irreducible en k[z]
y es primitivo en Dlx].

Demostracion. Supongamos primero que f es irreducible como polinomio en
k[z] y es primitivo como polinomio en D[z]. Si f = gh es una descomposicién
de f en producto de polinomios g, h € D[x], también lo es en k[z] y por tanto
g o h es invertible en k[x]. Supongamos sin perder generalidad que g lo es.
Esto implica que g € k* N D[z] = D \ {0}. Pero en ese caso cont(f) =
gcont(h), y como cont(f) = 1 se tiene que g € D es invertible. Se deduce que
f es irreducible en D[z].

Reciprocamente, supongamos que f es irreducible y no constante como po-
linomio en D[x]. Por la descomposicién f = cont(f)f con f primitivo, debe
ser f primitivo.

Supongamos que f = gh es una descomposicién de f en producto de poli-
nomios g, h € k[z]. Usando el Lema se deduce f = ¢'h’ para ciertos
g',h' € Dl[z]| primitivos (porque f es primitivo) tales que g = Ag’,h = uh/
para ciertos A, 4 € k no nulos.

Como f es irreducible en D[z] se deduce que ¢’ o b’ son invertibles. Suponga-
mos sin perder generalidad que ¢’ es invertible en D[z|. Entonces ¢’ € D\ {0},
por lo que ¢’ € D y por tanto g € k. Esto implica que en la descomposicion
original f = gh, el polinomio g € k[x] es invertible. O

Proposicién 3.2.14 (Criterio de la raiz racional). Sea D un dominio de
factorizacion tinica y k su cuerpo de fracciones. Sea f = apx"™ + ap_12" "t +
- tayz+ag € D[X] cona, # 0,y sea%’ € k una raiz de f, conmed(p, q) = 1.
Entonces p | ag y q | a, en D.

., pn pnfl D
Demostracion. Tenemos que n g + a1 s +-- Farg +ag = 0, por lo tanto

anp™ + ap1p" g+ - 4 a1pg” ' + apq™ = 0y entonces:

aoq" = —p(app" " + ap1p" Pq 4+ arg™ )

Esto prueba que p | apg". Como mcd(p,q) = 1, entonces med(p,q") = 1.
El lema de Euclides (Proposicién [3.1.24]) nos da que p | ag. Andlogamente
q| an. O

Corolario 3.2.15. Sea D un dominio de factorizacion unica y k su cuerpo
de fracciones. Si f € D[X] es un polinomio ménico y o € k es raiz de f,
entonces a € D.

2En muchos textos se llama también a este resultado lema de Gauss.
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Ejemplo 3.2.16. Sea f = 23+ 22+ 10z + 1 € Z[z]. Por el criterio de la raiz
racional, sus unicas posibles raices racionales son +1. Se verifica facilmente
que f(£1) # 0, luego f no tiene raices racionales. En particular, por el coro-
Zam'o al ser f de grado tres, es irreducible en Q (y como es primitivo,
es irreducible también en Z, por el criterio de irreducibilidad de Gauss).

Proposicién 3.2.17 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein). Sean D un
dominio de factorizacion unica, k su cuerpo de fracciones y sea f = a,x™ +
ap 12"V 4+ ayz +ag € D[X] con a, # 0. Supongamos que existe p € D
wrreducible tal que:

. p’aflv"'7p|an717
= i ay,
= p | ag, p*tao.

Entonces f es irreducible en k|x].

Demostracion. Supongamos f = gh € Dlz] con g,h € k[z]. Veamos que
g € k\ {0} o h € k\ {0}. Escribamos g = b.2" + --- + byjx + by, h =
csx® + -+ + 1T + ¢y, con b.cs # 0. Ahora bien, por hipdtesis ag = bycy es
multiplo de p y no es multiplo de p?. Podemos suponer entonces sin pérdida
de generalidad que p | by y p 1 co.

Por otra parte, como p t a,, = b.cs, tenemos que b, no es miltiplo de p. En
particular, existe ¢ € {0,...,r} tal que p | by para todo k < iy p{b;. Se
tiene entonces p |/b;co y por tanto p 1 a; = bico + b;_1c1 + - -+ + bici_1 + boc;.
Se deduce que i = n y por tanto gr(h) =0, es decir h € k \ {0}. O

Ejemplos 3.2.18. 1. f ="+ 22% + 22° + 2z + 2 € Z[z] es irreducible.

2. f = a4+ p € Z|x], es irreducible para cualquier primo p € Z. Este
ejemplo muestra que hay polinomios irreducibles en Z de grado arbitra-
770.

Lema 3.2.19. Sean D un dominio y k su cuerpo de fracciones.
1. Sia € D es primo, entonces es primo en D|x].

2. Sea f € Dlx] es primitivo; si f es primo en klz| entonces es primo en

Dx].

Demostracion. 1. Si a | fg, entonces a | cont(f)cont(g) y por tanto a |
cont(f) o a | cont(g). Se deduce que a | foa|g.
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2. Si f | gh en D|x], entonces también f | gh en k[z]. Supongamos para
fijar ideas que f | g en k[z]|. Existe entonces ¢ € k[z] tal que fo = g.
Multiplicando por el denominador comun de los términos de ¢ se obtie-
ne una igualdad en D[z| de la forma fh = ag, con a € D. Tomando con-
tenidos y usando que f es primitivo, se deduce que cont(h) = acont(g),
por lo que se tiene para cierto ' € Dlz], acont(g)h'f = ag en Dlz].
Como D es un dominio, se deduce cont(g)h'f = g y por lo tanto f | g
en Dlzx]. O

Teorema 3.2.20. Si D es un dominio de factorizacion tinica, entonces D[z]
también lo es.

Demostracion. Sabemos que D[z] es también un dominio. Ademds, para f €
DIx] no nulo y no invertible se tiene f = cont(f)f, con f € D[x] no nulo y
primitivo.

Como k[z] es un dominio de factorizacién tnica (pues es un DIP), f # 0
es invertible o se descompone en k[z] como producto de irreducibles. Cada
irreducible en k[z] es de la forma 1h(z) con h(z) € D[z| irreducible en kz]
y a € D\ {0}. Se tiene entonces que si f no es invertible, es de la forma
f = 3hiha.. hy, con d € D\ {0}, h; € Dlz] irreducible en k[z], para todo
i € {l,...,n}. Para cada i podemos escribir h; = cont(h;)h] con h] primitivo.
Se tiene entonces:

= A/ es primitivo y por tanto irreducible en Dlx]|, paratodoi € {1,...,n},

cont(hi)---cont(hn)

i € D es invertible en D,

cont(f) se descompone en irreducibles en D y por tanto en D]z],

- f _ cont(h1)~(~i~cont(hn)h/1h/2 o h{m

por lo que f = %.éC(’"t(h")cont(f)h’lh’2 R
Se deduce la existencia de la descomposicion factorial en irreducibles.

Para la unicidad, por la Proposicion [3.1.21] alcanza con probar que todo
irreducible de D[z] es primo. Sea f € D[] irreducible.

Si gr(f) = 0, entonces es claro que f es irreducible como elemento en D y
por tanto primo en D, de lo que se deduce usando el Lema que es
primo en D|x].

Si gr(f) > 0, f es irreducible como elemento en k[z| y por tanto primo. Se
deduce usando la otra parte del Lema que es primo en D|x]. O

Este ultimo teorema nos permite deducir que Z[z| y k[z,y] = klz][y] son
dominios de factorizacién tinica (que no son dominios a ideales principales).
Mas en general, se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.21. Si D es un dominio de factorizacion inica D]xy, za, . .., x,]
también lo es.

Observacién 3.2.22. FEl anillo de polinomios en infinitas variables A =
k[z1,xo,...,%n,...] es un dominio de factorizacion iunica. En efecto, si to-
mamos un polinomio f € A, existe n € N tal que f € A, =Kk[z1,...,2,] v
por tanto f se descompone en producto de irreducibles de A,,. Es un ejercicio
probar que los irreducibles de A, son irreducibles en A. Usando arqgumentos
similares, se prueba que los primos de A son irreducibles, de lo que se deduce
la unicidad de la descomposicion.

Este es un ejemplo de dominio de factorizacion unica que no es noetheriano.
El siguiente teorema permite deducir que los anillos de polinomios en finitas
variables D[xy,x - - ,z,]| si son noetherianos siempre que D lo sea.

Teorema 3.2.23 (Teorema de la base de Hilbert). Sea A un anillo conmu-
tativo. Si A es noetheriano, entonces Alx] también lo es.

Demostracion. Tomemos un ideal J <1 Alx]. Vamos a probar que J es fi-
nitamente generado. Para esto, consideramos I, = {a € A | existe f €
J con gr(f) =mn,a = ¢(f)} U{0}: en otras palabras, el conjunto de los co-
eficientes lideres de los polinomios de grado n de J. Es facil ver que I, es
un ideal de A y que I,, C I,,;1,Vn € N. Como A es noetheriano, la sucesion
estabiliza en algun I;.

Para cada i < n, el ideal I; es finitamente generado, pongamos que esté
generado por ciertos {a;i, @i, ..., i, }. Sean f;; € J de grado i tales que
U(fij) = ai;.

Tomemos f € J no nulo. Probaremos por induccién en gr(f) que f esta
generado por los f;;. Si gr(f) = 0, entonces f € Iy y esta generado por
{fo; | j < ko}. Supongamos que todos los polinomios en J de grado menor
que n estan generados por los f;; y probemos que los de grado n también lo
estan.

Sea f € J, con gr(f) =n.

Sin <n, I(f) = _; Ajan; € Iy, por lo que el polinomio f — > A;f,; € J es
nulo o de grado estrictamente menor que n, por lo que esta generado por los
fij (con i <n). Se deduce que f también lo estd. Sin > n, I(f) = D_; A\jan,
y el polinomio f — 3" 2" "\, fs; € J es nulo o de grado estrictamente menor
que n, por lo que se deduce otra vez que f estd generado por los f;;. O



Capitulo 4

Modulos

Durante todo el capitulo A denotard un anillo cualquiera.

4.1. Generalidades

Definicién 4.1.1. Un A-mddulo a izquierda M es una terna (M,+,0,-)
donde

w (M,+,0) es un grupo abeliano,

» - AXM — M es una funcion (que llamaremos accién del anillo sobre
el modulo) que verifica, para todo a,b € A, m,n € M:

l.a-(m+n)=a-m+a-n,

2. (a+b)-m=a-m+0b-n,

3. (ab)-m=a-(b-m),

4. 1g-m=m.
Ejemplo 4.1.2. El anillo A es un A-mddulo a izquierda si se considera con
la accion regular, es decir, la accion dada por el producto de A.
Observacién 4.1.3. 1. De (1) se deduce que para cada a € A, la funcion

Yo : M — M definida por ¢,(m) = a-m es un morfismo de grupos.

2. El conjunto End(M) ={f: M — M | f es morfismo de grupos} es un
anillo con la composicion. Las igualdades (2), (3) y (4) pueden interpre-

tarse como que la funcion
F : A — End(M) definida por F(a) = ¢, es un morfismo de ani-
los!T

'Es un ejercicio del practico probar que un A-médulo “es lo mismo” que un morfismo
de anillos A — End(M) donde M es un grupo abeliano.

o6
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3. Andlogamente se define A-modulo a derecha mediante una accion a
derecha M x A — M.

4. 8i A= (A +,-,0,1) es un anillo y se considera la operacion -°P : A X
A — A definida por a -°?b = b - a, entonces A = (A, +,-°7,0,1)
es otro anillo que llamamos anillo opuesto. Se tiene (A?)? = A y
AP = A siy sdlo si A es conmutativo. Si (M, +,0) es un grupo abeliano
Yy AXM — M y*x: M x A®? — M son dos acciones vinculadas
por a-m = m xa, es facil ver que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

» (M,+,0,:) es un A-mddulo a izquierda,
n (M, +,0,%) es un A’-mddulo a derecha.

En particular si A es conmutativo, todo A-mddulo a izquierda es A-
mddulo a derecha y reciprocamente (y en este caso hablaremos senci-
llamente de A-médulos). Ademds esto nos muestra que no perdemos
generalidad al demostrar los teoremas para modulos a izquierda.

5. 81 M es un A-mdédulo a izquierda y m € M, entonces 0 -m = 0 y
(=1)-m = —m. En efecto, 0-m = (0+0)-m =0-m+0-m y
(1) m+1-m=0-m=0.

Veamos mas ejemplos.

Ejemplos 4.1.4. 1. St A = k es un cuerpo, entonces un k-modulo a
1zquierda es exactamente un k-espacio vectorial.

2. Si A es un anillo y consideramos el grupo abeliano A" = {(ay, as, ..., a,) |
a; € A}, se tiene que A" es un M, (A)-mddulo a izquierda y también a
derecha considerando el producto usual (a izquierda y a derecha respec-
tivamente) de una matriz por un vector.

3. Sik es un cuerpo y X € M,(k), se tiene que el grupo abeliano k" es un
k[z]-mddulo a izquierda mediante p-v = p(X)v, donde sip = >"\_, a;x",
se define p(X) =Y i_ya; X" (con X° :=Id,).

4. Todo grupo abeliano es un Z-modulo. En efecto, si G es un grupo abe-
liano, la operacion usual Zx G — G, definida por (n, g) — ng dota a G
de una estructura de Z-mddulo. Ademds, por definicion todo Z-mddulo
es un grupo abeliano. FEsto muestra que un Z-modulo “es lo mismo”
que un grupo abeliano.
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5. 8i M es un A-mddulo a izquierda y S # () es un conjunto, el grupo
de funciones M* tiene estructura de A-mddulo a izquierda definiendo

(a-@)(s) =a-¢(s).

6. Si A es un anillo, entonces Al[x]] es un Alxz]-mddulo donde la accion
es la restriccion de la accion regular de Al[z]], con la identificacion

Alz] € Aff]].

7. (Para los que cursaron Cdlculo 3). Sea X una variedad diferenciable.
Notemos C°(X) al anillo de las funciones diferenciables X — R con
las operaciones punto a punto. El conjunto de las n-formas diferenciales

en X, notado Q"(X), es un C®(X)-mddulo: si f € C*(X) yw €
O"(X), se define f-w como (f-w)(p) = f(p)w(p) para todo p € X.

A partir de ahora, salvo mencion explicita, M serd un A-médulo a iz-
quierda. Es claro que los enunciados para A-médulos a izquierda tendran su
versién para A-médulos a derecha, a partir de la observacién [4.1.3]4. Ademés,
a menudo notaremos am en lugar de a - m, paraa € A,m € M.

Definicién 4.1.5. Sea M un A-modulo. Un subconjunto N C M se dice
submoédulo de M si :

1. 0 e N,
2. x —y € N para todo x,y € N,
3. an € N para todo a € A,n € N.

Observaciéon 4.1.6. 1. Es un ejercicio sencillo verificar que son equiva-
lentes, para un A-mddulo M y un subconjunto N C M:

s N es un submodulo de M,

s N es un subgrupo de M que es A-estable (es decir, que cumple
(3)),
s N con las operaciones de M restringidas a N es un A-mddulo.
2. En el caso particular en que se considera A como A-maédulo a izquierda
con la accion reqular, un subconjunto N C A es un submaodulo si y sélo

si es un ideal a izquierda. Si ademds A es conmutativo, entonces los
submaodulos son los ideales bildteros.

3. {0} y M son submddulos de M y se dicen triviales.

Definiciéon 4.1.7. Sean M y N A-mddulos. Una funcion f: M — N es un
morfismo de A-mddulos, o simplemente A-lineal si verifica:
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1. flm+mn)= f(m)+ f(n) para todo m,n € M,
2. fla-m)=a- f(m) para todo a € A,m € M.

St f es inyectivo o sobreyectivo, se dice que es respectivamente un mono-
morfismo o un epimorfismo de A-maodulos.

Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos inyectivo y sobreyectivo,
se dice que es un isomorfismo de A-mddulos y que M y N son A-modulos
isomorfos o isomorfos via f.

Si f: M — M se dice que es un endomorfismo. Notamos Ends(M) al
conjunto de endomorfismos de M.

Observacién 4.1.8. 1. Un morfismo de A-mddulos en particular es mor-
fismo de grupos (abelianos).

2. Si A =k es un cuerpo, entonces un morfismo de k-mddulos es exacta-
mente una transformacion k-lineal.

3. Se wverifica facilmente que la composicion de morfismos de A-modu-
los es un morfismo de A-mddulos, y que la identidad también lo es.
En particular Ends(M) es un anillo con la suma punto a punto y la
cOmposicion.

4. Si f es un isomorfismo y g : N — M es su inversa, entonces g también
es un morfismo de A-maodulos.

Proposicion 4.1.9. Sea f : M — N morfismo de modulos. St H C N es un
submodulo, entonces f_l(H) C M también lo es. St K C M es un submoddu-
lo, entonces f(K) C N también lo es. En particular, Kerf = f~1({0}) C M
elImf = f(M)C N son submddulos.

Demostracién. Sea H C N. Sabemos que f~'(H) < M. Ademds, si x €
Y H) y a € A se tiene f(azx) = af(x) € H porque f(x) € H que es un
submédulo. Se deduce que ax € f~1(H).

Por otra parte, si K C M, sabemos que f(K) < N. Ademés, si x € Ky
a€ A af(x) = f(azx) € f(K) porque ax € K por ser éste un submédulo. [

4.2. Construcciones con médulos y submédu-
los

Definicién 4.2.1 (Producto directo y suma directa). Sean I un conjunto no
vacio y {M;}icr una familia de A-mddulos. El producto directo de {M;}ier
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es el producto cartesiano [[ M; con las operaciones
i€l

(ms)ier + (n4)ier = (Mi + n4)ier, a(mg)ier = (amy)ier,
para todo a € A, (m;)ier, (ni)ier € [[ Mi. Es facil verificar que [[ M; con
iel icl
estas operaciones es un A-maodulo.

Para cadam € [] M;, se define el soporte de m, sop(m) = {j € I | m; #
iel
0}, y es facil ver que el subconjunto

{m € HM, | sop(m) es ﬁmto}

el
es un submddulo de [] M;. Lo denotamos @ M; y lo llamamos suma directa
icl i€l
(o suma directa externa, como haciamos en grupos) de la familia.

Observaciéon 4.2.2. 1. Si en la definicion de arriba el conjunto I es fi-
nito, la suma directa y el producto directo coinciden.

2. Las proyecciones naturales p; : [ M; — M; definidas por p; ((m;)ier) =
il
mj son epimorfismos de modulos y las inyecciones naturales vj : M; —
@ M; definidas mediante (1;(m)), = { TS =) son monomorfis-
hegt 0 sino
mos de modulos.

Los pares (H M;, (pi)iel) y (@ M;, (Li)ie]> verifican propiedades uni-
iel iel

versales que presentamos a continuacion.

Proposicién 4.2.3 (Propiedad universal de la suma directa y del producto

directo). [ Sea {M;}icr una familia de A-médulos.

1. Dados un A-mddulo N y una familia de morfismos de A-mddulos { f; :

N — M, }ier, existe un tinico morfismo de A-médulos ¢ : N — [[ M;
iel
que hace conmutar la siguiente familia de diagramas, para todo j € I:

pj
[1 M; — M;

i€l
A
7 £

N

2Es un ejercicio del practico 6 probar que las propiedades universales caracterizan al
producto directo y a la suma directa, en el sentido que cualquier otro par que la satisfaga
va a ser naturalmente isomorfo a estos.
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2. Dados un A-mdédulo N y una familia de morfismos de A-mddulos {f; :

M; — N}ieq, existe un unico morfismo de A-mddulos 1 - @ M; — N
iel
que hace conmutar la siguiente familia de diagramas, para todo j € 1:

M; —~ @ M,
iel
N

Demostracion. Para el producto directo, es facil ver que la tnica posible
funcién estd dada por f(n); = fi(n) para todo n € N y que esto define un
morfismo de mdédulos.

Para la suma directa, es facil ver que la tinica posible funcion esta dada por
f((my)ier) = > film;) v que esto define un morfismo de médulos. ]

i€l

Es facil probar que la interseccion de una familia no vacia de submédulos

es un submaédulo, lo que posibilita la siguiente definicion.

Definicién 4.2.4 (Submddulo generado). Sea M un A-mddulo y S C M un
subconjunto. El submédulo generado por S es (S) := ({N | N es submédulo de M, N D
S}.

Observaciéon 4.2.5. 1. 51.S C M es un subconjunto y N C M es un
submddulo que contiene a S, entonces N contiene a (S). En otras pa-
labras el submddulo generado por S es el menor (con respecto a C)
entre los submodulos de M que contienen a S.

2. 81 S =10, entonces (S) = {0}.

3. 8iS#0,(S) = {Zaimi | I es un congunto finito, a; € A, m; € S Vi € I}.
iel
Definicién 4.2.6. Sea M un A-mddulo y S C M un subconjunto. Si M =
(S), decimos que S es un generador de M, o que S genera a M. Si existe
S C M generador finito, decimos que M estd finitamente generado.
En el caso particular en que existe m € M tal que {m} genera M, se dice
que M es un A-mddulo ciclico y se nota M = Am.

Definicién 4.2.7. Sea M un A-mddulo y { M, }ier una familia de submédulos
de M. Se define la suma de los submaddulos M; como

>~ (Uon)

i€l i€l
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Observaciéon 4.2.8. 1. Es claro que

ZMZ- = {Z m; | I es un conjunto finito,m; € M;,Vi € ]}.

el el

2. A partir de las inclusiones inc; : M; — M y usando la propiedad
universal de la suma directa, se tiene un (unico) morfismo ¢ : @ M; —
iel
> M; tal que ¢ ov; = inc;. Ademds ¢ resulta sobreyectivo. Notar que
i€l
explicitamente ¢ ((M;)ier) = >_;e; M-

3. St p es inyectivo, la suma es isomorfa a la suma directa y se dice que

la suma es directa. En este caso, cada m € Y M; se puede escribir
el
de manera unica como una suma finita de m; € M;. De hecho, son
equivalentes las siguientes afirmaciones para una familia {M;}ier de
submddulos de M. Como Y M; C M, podemos extender el codominio
i€l
de ¢ y considerar ¢ : @ M; — M.
iel

a) Para cada m € M, existe una unica familia {m; € M; | i € I} de

soporte finito tal que m =Y m;.

b) M = &P M, via ¢,

iel
c) M=% M, yMnNY M;={0} para todo i € I.
iel i

(La prueba la hicimos en clase y es andloga a la que se hace para espa-
cios vectoriales).

La nocion de grupo cociente en grupos abelianos se extiende al contexto
de A-moédulos. En efecto, si N € M es un submédulo, como en particular es
. M . . .
un subgrupo, se tiene que 5 es un grupo abeliano. El siguiente lema asegura

que la accion de A induce una accién en el cociente.

Lema 4.2.9. Sean M un A-mdédulo, N C M un submddulo, a € A,m,m’ €
M. Si
m=m' (méd N) entonces am = am’ (méd N).

Demostracion. En efecto, sim—m’ € N, entonces am—am’' = a(m—m’) € N
por ser N un submédulo. O
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A partir del lema, es claro que esta bien definir la operacion - : A x % —
%, a-m = am. Se obtiene una estructura de A-modulo en el cociente % y un
epimorfismo de A-médulos 7y : M — %, que verifican la siguiente propiedad
universal:

Teorema 4.2.10 (Propiedad universal del cociente). Sea f : M — M’ un
morfismo de A-mddulos y sea N C M un submdodulo. Si N C Kerf, enton-

ces existe un unico morfismo f : % — M’ que hace conmutar el siguiente
diagrama:
ML
K4
ﬂ—Nl A
S f
M
N

Ademds, se tiene Imf =Imfy Kerf = %

Demostracion. Sabemos que existe un unico morfismo de grupos que hace
conmutar el diagrama y verifica las condiciones en el nicleo y la imagen. Es
inmediato verificar que dicho morfismo preserva la accion. O

Al igual que en grupos abelianos, se deducen los siguientes resultados
conocidos como teoremas de isomorfismo.

Corolario 4.2.11 (Teoremas de isomorfismo). Sea M un A-mddulo.

1. Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos, entonces %rf >~ Imf.

- . H+K ~ K
2. Si H,K C M son submddulos, entonces “37= = 455

3. 85t HC K CM son dos a dos submaodulos, entonces J‘I/(IT/I; =~ %

4. St f : M — N es un morfismo de A-modulos, y H C M,K C N
son submddulos con f(H) C K, entonces existe un tinico morfismo de
A-maodulos f - % — % que hace conmutar el siguiente diagrama:

M—tsnN
mj jw
M. N
H f K

Demostracion. Para 1, 2 y 3, ya sabemos que hay un isomorfismo de grupos.
Basta verificar que preserva la accién. Para 4, ya sabemos que hay un tal
morfismo de A-mdédulos. De nuevo, basta verificar que preserva la accion. [
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Teorema 4.2.12. Sean M un mdodulo y N C M un submodulo. FExiste una
correspondencia biyectiva entre los conjuntos:

M
Fi = {L C N submédulo} y JFo={K C M submédulo | K O N}

que preserva la inclusion.

Demostracion. La prueba del resultado andlogo para grupos puede adaptarse
facilmente a este contexto, usando la proposicién [£.1.9] O

4.3. Sucesiones exactas

Pn—1

s sz ®1 P2 Pn
Definicion 4.3.1. s Sea M; M, M,, M1 una
sucesion de A-maodulos y morfismos de A-maodulos. Decimos que es una

sucesion exacta st I'myp; = Kerp;iq para todot1=1,...,n— 1.
$n—2 Pn—1 P Pn+1 -z
» Sea - S M, M, "> M, —>--- una sucesion de A-

maodulos y morfismos de A-mddulos. Decimos que es una sucesion exac-
ta st Imp, = Kerp,+1 para todo n € Z.

., iy e1 P2
= Una sucesién exacta corta es una sucesion ezxacta 0 M, My M5
donde 0 — My y M3 — 0 son los unicos morfismos posibles.
. s Y1 Y2 -,
Observacion 4.3.2. 0 M, M, M 0 es una sucesion

exacta corta si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
= (P es un monomorfismo,
= Py e$ un epimorfismo,
= Imp = Kerps,.
Ejemplos 4.3.3. 1. Dados M un A-mddulo y N C M un submddulo,

0 NC M—"=M /N —0
es una sucesion exacta corta.

2. Mas en general, si ¢ : My — My es un morfismo de A-mddulos, enton-
ces

00— Kerp© M, = Imyp 0

es una sucesion exacta corta.
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3. Definimos el conicleo de un morfismo ¢ : My — My como Cokery :=
Ms/Imep. Entonces

%)
0 —— Kerg© M, My —"= Cokeryp —=0
es una sucesion ezacta.

4. Sean My, My dos A-mddulos y v : My — My & Msy, p: My & My — M,
la inyeccion y la proyeccion canonica respectivamente. Entonces

P
00— M, ——= M, & My—— My——=0
es una sucesion eracta corta.

Lema 4.3.4 (Lema de los tres). E| Consideremos el siguiente diagrama con-
mutativo cuyas filas son sucesiones exactas cortas:

4

0 M—~-N P 0
I
0— M o NP

1. Si v y v son inyectivas, entonces [3 es inyectiva.

2. Si a y v son sobreyectivas, entonces 3 es sobreyectiva.

3. Si a y v son isomorfismos, entonces [ es un isomorfismo.
Demostracion. [

1. Sean € N tal que 5(n) = 0.

0=1¢'(8(n)) =~((n))

por conmutatividad del cuadrado derecho. Luego ¥ (n) = 0 pues v es
inyectiva. Entonces n € Keriy = I'myp por exactitud de la fila de arriba.
Por lo tanto existe m € M tal que ¢(m) = n.

0= B(n) = B(e(m)) = ¢'(a(m))

por conmutatividad del cuadrado izquierdo. Luego a(m) = 0 pues ¢’ es
inyectiva. Entonces m = 0 pues « es inyectiva, de donde p(m) =n = 0.
En conclusion, S es inyectiva.

3Este lema se generaliza al lema de los cinco: es el ejercicio 9 del practico 7.
4Esta demostracién es un ejemplo arquetipico de diagram chasing.



66 CAPITULO 4. MODULOS

2. Sea n’ € N'. Se tiene que ¢/'(n') € P, luego como v es sobreyectiva,
existe p € P tal que v(p) = ¢'(n’). Como v es sobreyectiva, existe
n € N tal que ¢¥(n) = p. Considero f(n) —n':

Y(B(n)—n') = ¢'(B(n)) =’ (n) = y(¥(n)) =¢'(n') = 7(p) —¢'(n') = 0

por conmutatividad del cuadrado derecho. Entonces 5(n)—n' € Kery’ =
Imy’ por exactitud de la fila de abajo. Por lo tanto existe m’ € M’
tal que ¢'(m’) = B(n) —n’. Como « es sobre, existe m € M tal que

Ble(m)) = ¢'(a(m)) = ¢'(m') = B(n) —n’

por conmutatividad del cuadrado izquierdo, luego n’ = 5(n — p(m)), y
n' € Imf. En conclusién, 5 es sobreyectiva.

3. Es consecuencia directa de las dos partes anteriores. O

Yo p

. o s . ©
Definicion 4.3.5. Dos sucesiones exactas cortas 0 M N

y 0 M N Y

conmutativo

P’ 0 son isomorfas si existe un diagrama

con «, B y v isomorfismos.

Observacién 4.3.6. Toda sucesion exacta corta 0 M-~ N
es isomorfa a una como la del ejemplo [£.3.3[1]: en efecto,

0 M—f2 . N_—¥Y _p 0

N

0 I~ N—=N/Imp—=0

Proposicion 4.3.7. Consideremos una sucesion exacta corta E : 0 M
Son equivalentes:

1. Existe un morfismov : P — N tal que Yov = idp, 0 M—2>N
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2. Existe un morfismon : N — M tal que nop = idy;, 0 M= N

3. Eziste un isomorfismo : N — M @ P que hace conmutar el siguiente
diagrama:

0o—M—2 S N—Y P .y

]

0O—s M- MeP-E-pP—s0

Demostracion. (1 = 3) Tenemos v : P — N tal que ¢ ov = idp. La
propiedad universal de la suma directa nos dice que existe un unico 0 :
M & P — N que hace conmutar el siguiente diagrama:

M. MoP<LP

\/

En vista del lema 0 debe ser un isomorfismo. El isomorfismo 5 buscado
es 6L,

(2 = 3) Tenemos 1 : N — M tal que no ¢ = idy;. Como la suma directa
y el producto directo coinciden para un conjunto de indices finito, podemos
usar la propiedad universal del producto directo. Por lo tanto, existe una
unica 8 : N — M @ P que hace conmutar el siguiente diagrama:

ML Maop- o p
A
xﬁ/
N

Por el lema [£.3.4] /3 es el isomorfismo buscado.

(3 = 1) Sea v = 37! o 1p. Entonces, por conmutatividad del cuadrado
derecho:
Yov=mpofBoftolp=mpoip=ridp
(3 = 2) Sea v = my o B. Entonces, por conmutatividad del diagrama
izquierdo,
nop=myofop=myoLy=idy ]

Definicién 4.3.8. Diremos que una sucesion exacta corta se escinde si sa-
tisface la proposicion anterior.
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Observacion 4.3.9. 1. La condicion 3 no solo expresa que N = M & P,
sino que el isomorfismo hace conmutar dos cuadrados, lo cual es mas
fuerte. (Si se considera, por ejemplo, la misma sucesion exacta corta
con término del medio N, el isomorfismo —idy en general no hace
conmutar los diagramas correspondientes).

¥

2. De la demostracion de (1 = 3) se desprende que, si 0 M—2+=N

v
es una sucesion exacta corta que “se escinde via v”, entonces tenemos

que el morfismo § : M & P — N definido por 6(m,p) = o(m)+v(p) es
un isomorfismo. Ademds Imp @ Imv = N, e Imy = P.

Andloga observacion vale para la escision via 1.

Ejemplo 4.3.10. Si 0 Wc V—"5>V/W—=0 es una sucesion
exacta corta de espacios vectoriales de dimension finita, entonces se escinde.

4.4. Dependencia lineal y médulos libres

Definicién 4.4.1. Sea M un A-mdédulo. Sea S C M un subconjunto. Deci-
mos que S es linealmente dependiente si existenmy,...,mp € S yay,...,a; €

k
A con algin a; # 0 tales que > a;m; = 0. Una tal suma se denomina com-
i=1
binacién lineal de mq, ..., my.
Decimos que S es linealmente independiente si no es linealmente depen-

diente.

Observacion 4.4.2. 1. S =0 es linealmente independiente.

2. S es linealmente independiente si y sélo si para todo myq,...,my € S
yai,...,ar € A tales que Zk: a;m; = 0 se tiene que a; = 0 para todo
1=1,...,n. Es decir, si lazzzlim‘ca combinacion lineal nula es la trivial.

3,818 ={my,...,mi} C M es tal que un m; es combinacion lineal de

los otros, entonces S es linealmente dependiente. El reciproco, vdlido
st M es un espacio vectorial (o mds en general, si A es un anillo con
division), no es cierto en general.

En efecto, tomemos A = Z, M = 7 con la accion reqular, y p,q € Z
coprimos, con p,q > 2. Entonces qp + (—p)q = 0 es una combinacion
lineal no trivial de p y q, luego {p,q} es linealmente dependiente. Sin

embargo p € qZ vy q & pZ.
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Definicion 4.4.3. Sea M un A-mddulo, y B C M un subconjunto. Decimos
que B es una base de M si es linealmente independiente y generador de M.
St M admite una base, diremos que es un maodulo libre.

Observaciéon 4.4.4. Sea ¢ : M — N un mapa A-lineal. Es fdcil probar (y
es la misma prueba de dlgebra lineal) que si ¢ es sobreyectiva entonces lleva
generadores en generadores y que si @ es inyectiva entonces lleva conjuntos
linealmente independientes en conjuntos linealmente independientes.

En particular, un isomorfismo lleva bases en bases, y por lo tanto “ser
libre” es invariante bajo isomorfismos.

Ejemplos 4.4.5. 1. El conjunto B = {1,x,2%, ...} es base de Alz] como
A-madulo.

2. Sea n > 2: consideremos Z,, como Z-mddulo. Sea S = {a} C Z,.
Tenemos que na = na = 0 con n # 0, luego {S} no es linealmente
independiente. En particular, Z, no admite ninguna base.

Definicién 4.4.6. Sea B # () un conjunto arbitrario. El A-médulo libre
generado por B es Ls(B) = @ A; donde A; = A para todoi € S, considerado

€S
como A-mdédulo con la accion reqular. Explicitamente,

La(S)={f:S — A: f funcidn, sop(f) finito}

Si s € S, la funcién indicatriz de s es X4(t) : S — A, definida como

1 1t =
Xs(t) = S? S. Observar que X5 € La(S).
0 sit#s

Observaciéon 4.4.7. Sea A un anillo. Todo A-mddulo es libre si y solo si A
es un anillo con division.

Demostracion. Si A es un anillo con divisiéon. Se prueba que la familia de
conjuntos li en A esta en las hipétesis del Lema de Zorn, y que un elemento
maximal en dicha familia es necesariamente generador (esto es, la prueba en
espacios vectoriales, sigue valiendo en el caso no conmutativo).

Reciprocamente supongamos que x € A es no nulo y no invertible. Tenemos
un ideal I # 0 izquierdo maximal de A que contiene a z. Se tiene que A/I
es un A-médulo simple (es decir sin submdédulos propios). Como es libre por
hipétesis, una base tiene necesariamente cardinal 1. Se deduce que A/I = A
y por lo tanto A es simple como A-moddulo a izquierda lo que contradice la
existencia de [. O
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Observacion 4.4.8. Si A es no trivial, la funcion S — La(S), s — X es
inyectiva, luego podemos pensar S C La(S), andlogamente a como hicimos
en el caso A C Alz].
Dado f € La(9), se tiene que f = > f())X; = Y. f(i)i donde en la
i€S ies
ultima igualdad ya hicimos la identiﬁcacz’éz recién descﬁz’ta.
Esto muestra que S (formalmente, la copia de S en L, (S)) es generador

de LA(S) como A-médulo. Ademds S es linealmente independiente:

Y aX;=0 < ) aXi(j)=0 VjE€S & a;=0 Vi=1,...,n
=1

=1

Por lo tanto La(S) es un A-mdédulo libre con base S, justificando su de-
noMINACIOn.

Definicién 4.4.9. Sea M un A-mddulo, S C M un subconjunto. El anulador
de S es
Amn(S):={a€A:as=0 Vse S}

Si S ={my,...,mg} escribiremos Ann(S) = Ann(m, ..., mg).

Observacion 4.4.10. Sea S = {m}, para algin m € M. Tenemos un mor-
fismo ¢ : A — M, a — am. Se tiene que Imp = Am y Kery = Ann(m).
Por lo tanto A/Ann(m) = Am.

Observar ademds que {m} es linealmente independiente si y sélo si Ann(m) =
{0}

Observacion 4.4.11. Sea S = {m;},c;r C M wun subconjunto linealmente

independiente. Entonces (S) = @ Am;. En efecto, por definicion, (S) =
iel

> Am;. Ademds la suma es directa, pues si x1+ -+ +xp =0 con x; € Am;,

i€l

entonces x; = a;m; para ciertos a;. Resulta aymq + -+ + apmy, = 0; de la

independencia lineal de S se deduce que a; = 0 para todo v, y por lo tanto

x; = 0 para todo 1.
Teorema 4.4.12. Sea M un A-mddulo. Son equivalentes:
1. M es libre,
2. Existe B C M tal que M = @ Am (suma directa interna) con Am =
A para todo m € B, e
3. Eziste un conjunto S tal que M = @ A; = La(S) con A; = A para

ieF
todo i € F.
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Demostracion. (1 = 2) Sea B base de M. Entonces M = (B) = @@ Am en
meB
virtud de la observacién [£.4.11] Ahora, como B es linealmente independiente,

Ann(m) = {0} para todo m € B, y por lo tanto A = A/Ann(m) = Am en
virtud de la observacién 410
(2 = 3) Obvio.

(3 = 1) Por definicién, se tiene que @ A; = La(F), que ya sabemos
ieF
que es libre, y por lo tanto M = @ A; es libre, en virtud de la observacién
i€F

144 O
Ejemplos 4.4.13. 1. A" es libre para todo n € N.
2. Todo anillo como mddulo sobre si mismo es libre, con base {1}.

3. En particular, Z, es libre como Z,-modulo, pero no lo es como Z-

mddulo (ejemplo |4.4.39).

4. Zz~ N =1{0,2,4} C Zg es un Zg-submddulo que no es libre (de hecho,
N = (2)).

5. 7 como Z-mddulo: {1} es base, y {2} (que tiene el mismo cardinal) es
linealmente independiente pero no es base, y tampoco se puede comple-
tar a una base. También: {2,3} es un generador que no estd contenido
en una base ni contiene a una.

Proposicion 4.4.14. Sea M un A-mddulo libre con base B C M. Si M es
finitamente generado, entonces #B < oco.

Demostracion. Como M es finitamente generado, existen mq,...,my € M
tales que M = (my,...,my). Cada m; es combinacién lineal de un nimero
finito de elementos de B, entonces existen eq,...,e. € B tales que m; €
(e1,...,e.) paratodoi=1,... k.

Por lo tanto M = (mq,...,mg) C (e1,...,¢e.), luego B = {ey,...,e.},
pues B es linealmente independiente. En efecto, si existiera e,.; € B dis-
tinto de los anteriores, entonces se escribiria como combinacién lineal de
{e1,...,e.}, contradiciendo la independencia lineal de B. O

La siguiente proposicién, como en espacios vectoriales, muestra que para
definir una transformacion lineal desde un médulo libre, basta definirla en
una base. Como con la suma directa y el producto directo, es facil probar que
esta propiedad universal caracteriza al par (L4(S),¢) donde S es un conjunto
yt:S — La(S) es la inclusién.
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Proposicién 4.4.15 (Propiedad universal del médulo libre). Sea M un A-
maodulo libre con base B C M, y N un A-mddulo. Si f : B — N es una
funcion, entonces existe un unico morfismo de A-modulos ¢ : M — N tal
que @|g = f, i.e. que hace conmutar el siguiente diagrama:

Bt
o

Demostracion. Sabemos que M = @ Am. La funcién f induce morfismos
meB
de A-médulos Am — N, am — af(m). Por la propiedad universal de la

suma directa, existe una tnica ¢ como la que buscamos. O

Corolario 4.4.16. Sea M un A-mddulo. Entonces existe un A-modulo libre
L y un epimorfismo L — M — 0. En otras palabras, todo A-mddulo M es
cociente de un libre.

Demostracion. Sea S C M un generador de M (por ejemplo S = M). En-
tonces por la propiedad universal del A-mdédulo libre con base S, existe una
Unica ¢ que hace conmutar el siguiente diagrama:

SC inc M
La(5)
Es decir, ¢(s) = s para todo s € S. Se tiene que ¢ es sobreyectiva, pues dado
me M,
k k k
=S s S a(s) — (2 )
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto M ~ £a9) O

— Keryp

Corolario 4.4.17. S7 0 M-~ N v F 0 es una sucesion exac-

ta corta, donde F es un A-modulo libre, entonces se escinde.

Demostracion. Basta definir v : F© — N morfismo tal que ¢ o v = idp. Sea
B C F una base. Dado b € B, como 1 es sobreyectiva, elegimos n, € N tal
que ¥ (np) = b (axioma de eleccién). Ahora definimos una funcién f : B — N,

b — ny v aplicamos la propiedad universal del A-moédulo libre con base B a
F. ]
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Teorema 4.4.18. Sea A un anillo con division, y sea M un A-modulo.
Entonces M es libre. Ademds, st B C M, son equivalentes:

1. B es un conjunto linealmente independiente maximal,
2. B es un conjunto generador minimal,
3. B es base.

Demostracion. Analizando la demostracién de este teorema hecha para es-
pacios vectoriales en el curso de algebra lineal se observa que la hipdtesis de
conmutatividad es superflua. [

Teorema 4.4.19. Sea M un A-mddulo libre que admite una base B infinita.
Entonces toda base de M es infinita.

Demostracion. Supongamos que C es una base finita de M. Alcanzan finitos
elementos de B para generar cada uno de los elementos de C, y por lo tanto
alcanza con un subconjunto finito B’ C B para generar C. Se deduce que
B’ C B es un generador finito de M. Como B es infinito, existe z € B\ B'.
Pero x esta generado por B, de donde el conjunto B’ U {z} es linealmente
dependiente y estd incluido en B, lo que contradice que B sea base. O]

Observaciéon 4.4.20. El lector familiarizado con la teoria de conjuntos y
cardinales podrd observar que la prueba de arriba puede extenderse para de-
ducir el siguiente resultado, mds fuerte que el teorema[{.4.19;

Sea M un A-médulo libre que admite una base B de cardinal infinito.
Entonces toda base de M tiene cardinal #B.

Corolario 4.4.21. Sea A un anillo con division y M un A-mddulo. Entonces
todas las bases de M tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Sea B base de M. Si #B = o0, el resultado se sigue del
teorema. Si #B < oo, la demostracion es la misma del curso de algebra
lineal: si S C M es generador, se prueba que #S5 > #B. ]

Definicién 4.4.22. Un anillo A tiene nimero de base invariante, abrevia-
do NBI, si para todo A-mddulo libre M, dos bases de M tienen el mismo
cardinal.

St A tiene NBI y M es un A-mddulo libre, el rango de M esrg M := #B
para alguna base B de M.

Ejemplos 4.4.23. 1. El corolario[{.4.21] afirma que todo anillo con divi-
sion tiene NBI.
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2. r1g(A™) =n.

Observacion 4.4.24. Dado un anillo A, para verificar si tiene NBI basta
hacerlo en mddulos libres que no admiten bases infinitas, en virtud de la
observacion[4.4.20. Por lo tanto, A tiene NBI si y sdlo si cada vez que A™ =
A™ se tiene n = m.

Nos dirigimos a probar que todo anillo conmutativo tiene NBI. Para ello,
probamos primero un

Lema 4.4.25. Si I es un ideal de A y M es un A-mdédulo a izquierda, se tiene
que IM es un submddulo de M y que M/IM tiene estructura de A/I-mddulo
a izquierda.

Demostracion. Queda como ejecicio. O]

Lema 4.4.26. Sean A un anillo conmutativo e I un ideal de A. Si M es
un A-mddulo libre de base B = {mi}icr, entonces M/IM es un A/I-modulo
libre de base B = {m; }icr.

Demostracidn. Por el Lema [4.4.25
IM = {Zan |la; e I,n;e M,n e Z+}
i=1

es un submédulo de M y M /IM es un A/I-médulo, con la accién a-m = am.
Veamos que B es generador dado m € M/IM, como m € M se tiene
m =Y a;m; para ciertos a; € A nulos salvo una cantidad finita. Entonces:

i€l
icl icl
Veamos ahora que B es linealmente independiente: sea Y. a; m; = 0 en

i€l
M/IM, donde @; € A/I son nulos salvo una cantidad finita. Entonces:

Zaimi:6:>2aimi€[MéZaimi:ibjxj: T ijcjnmn
j=1 =1

il il il j= nel

®No podemos decir que sea generador al ser 7(B) y ser B una base, pues 7 : M — M /IM
s6lo es un morfismo de grupos abelianos: M es un A-médulo mientras que M/TM es un
A/I-médulo.
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para ciertos b; € I,z; € M; y c¢j, € A nulos salvo una cantidad finita. Por lo

tanto,
T
S = 3 (St )
iel nel \j=1
Sia, €1 = Z§:1 bjcin se deduce Y. (a; — a;)m; = 0.
Como B es linealmente independiente, entonces a; = «; € I para todo i,
luego @; = 0 en A/I, para todo i. O

Teorema 4.4.27. Todo anillo conmutativo tiene NBI.

Demostracion. Consideremos I ideal maximal en un anillo conmutativo A.
Al ser A conmutativo, resulta A/l un cuerpo, luego M /I M es un A/I-espacio
vectorial, de donde todas sus bases tienen el mismo cardinal. Basta probar
entonces que toda A-base de M tiene el mismo cardinal que una A/I-base
de M/IM, que es lo que probamos en el lema previo. O

4.5. Producto tensorial

El producto tensorial es una construcciéon que permite llevar el alge-
bra multilineal al contexto lineal. Mas en concreto, el producto tensorial
de A-médulos permite pensar funciones A-bilineales (y més en general A-
multilineales) como funciones A-lineales (es decir, como morfismos de A-
moédulos). Consideraremos unicamente el caso en que el anillo A es conmu-
tativo (lo que asumiremos en lo que queda de la seccién).

Definicién 4.5.1. Sean A un anillo conmutativo, M y N dos A-mddulos.
El producto tensorial entre M y N se define como el A-mddulo

La(M x N)

M@AN:: T

donde T es el submddulo de La(M x N) generado por los elementos
1. (am,n) —a(m,n),
2. (m,an) —a(m,n),
3. (m,n) + (m,n') — (m,n+n'),

4- (m> n) + (m’,n) - (m + m,>n)7
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donde m,m' € M,n,n" € N,a € A.
Notamos m®n a la clase de (m,n) y llamamos a estos elementos tensores
elementales. Ademds, definimos € : M xN — M®aN como 0(m,n) := m@n

para todom € M, n € N. Es decir, 0 es la composicion M x N——= Ls(M x N) —"> M ®24

Observaciéon 4.5.2. 1. Todo elemento de M ®4 N es suma finita de ten-
sores elementales: en efecto, si v € M ®4 N, entonces:

r =T (Z aij(mi,nj)> =T <Z aijl,(mi,nj)> = 2 aije(mi,nj)

ij=1 ij=1 ij=1
T S
4
= E E awml®n] = E E m; ® (a;;n;) = E m; ® E a;n;
=1 j=1 =1 j=1 =1 7j=1
y A s _ r / . .
Sing = ) i ayn; se deduce x = Y, m; @ n;. En particular, si

0, : M ®s N — U son morfismos de A-maodulos, entonces se cumple
que =1 si y sdlo si p(m@n) =1P(m @n) para todom € M,n € N.

2. No es cierto que todo elemento de M @4 N sea de la forma m@n (ver
ejercicio 2 del prdactico 9).

3. Los tensores elementales no son linealmente independientes. En efecto,
se tiene por ejemplo m@n+mn’' =m® (n+n’').

4. Oy ®n =0pyg,n =m® Oy para todo m € M,n € N.

5. El submddulo T' puede ser muy grande; mds ain, puede ser todo L 4(M x
N) como muestra el siguiente ejemplo:

ZQ ®Z Zg - {0}
En efecto, 1@1=1® (4- 1) 4. (1®1) 4-)el=021=0,
y por lo tanto m@n = (m-1) @ (n-1) =mn-(1®1) = 0 para todo

€ Zo, 1 € L.

6. La nocion de producto tensorial puede generalizarse a anillos no con-
mutativos, pero se hace en el contexto en que M es un A-mddulo a
derecha y N es un A-mddulo a izquierda. En este caso el producto ten-
sortal resulta apenas un grupo abeliano, a menos que M o N tengan
mas estructura.

Definicién 4.5.3. Sean A un anillo, M, N,U tres A-mdédulos yb: M x N —
U una funcion. Decimos que b es A-bilineal si es lineal en cada variable; es
decir, si se verifican las siguientes condiciones:
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» b(am +m/,n) = ab(m,n) + b(m',n),
» b(m,an +n') = ab(m,n) + b(m,n’),

para todo m,m' € M,n,n' € N,a € A.

A continuacién vemos la propiedad universal del producto tensorial. In-
formalmente, ésta dice que para definir un mapa A-lineal M ®4 N — U,
basta definir un mapa A-bilineal M x N — U. Como siempre, no es dificil
probar que la propiedad universal caracteriza al objeto a menos de isomorfis-
mo. Por lo tanto, es practico cuando se trata con el producto tensorial usar
siempre su propiedad universal, no apelando por lo general a su definicién,
que si bien es natural, puede ser un poco enrevesada para manipular.

Teorema 4.5.4 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean A un
anillo conmutativo y M, N,U tres A-maodulos. Para cada funcion A-bilineal
b: M x N — U existe un tnico morfismo de A-médulos b: M @4 N — U
que hace conmutar el siguiente diagrama:

MxN—-U

T
9l

M ®a N

Demostracion. Llamemos ¢ : M X N — La(M x N) a la inclusién. Por la
propiedad universal de los médulos libres, existe by : La(M x N) — U tal
que by(m,n) = b(m,n) para todo m € M,n € N, es decir by ot = b.

Ahora bien, es facil ver que las condiciones de bilinealidad de b implican
que T' C Kerb, y por tanto, por la propiedad universal del cociente, b; induce
un morfismo de A-médulos b : M ®a4 N — U tal que bom = by.

Mx N b U

o(La(M x N)

M ®s N

Observando que, por construccion, bof = bomor = by o1t = b, se tiene
que b es el morfismo buscado.
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Para ver la unicidad: si existe h : M ®4 N — U tal que hof = b, entonces
como cualquier elemento de M ®4 N es suma de tensores elementales,

h <2T: m; ® nl> = zT: h(mi X nz) = XT: b(mi, nz)
=1 =1 =1

de donde h estda univocamente determinada por b. O

La siguiente proposiciéon es una aplicacion de la propiedad universal que
permite generar algo que podriamos llamar (y formalmente asi se llama)
productos tensoriales de morfismos de A-mddulos.

Proposicién 4.5.5. Sean ¢ : M — N,v : P — Q) morfismos de A-mddulos.
Existe un unico morfismo ¢ @19 : M @4 P — N ®4 Q que hace conmutar el
siguiente diagrama:

Mx P2 NxQ

| Jo

Mo, P % No,yQ

donde ¢ X ¢ : M x P — N x @ se define como ¢ X 1(m,p) = (¢(m),(p))
para todo m € M,p € P.

Demostracion. Queda a cargo del lector probar que 6y o (p x ¥) : M X
P — N ®4 Q es A-bilineal. El resultado se deduce entonces de la propiedad
universal del producto tensorial. La funcién resultante queda definida por
(p@Y)(mn)=e(m)@Yn),Yme M,n € N. O

Observacion 4.5.6. No es dificil verificar que esta operacion cumple las
siguientes propiedades:

u ZdM (%9 idN = idM®AN;

» Dados f,q, f', g morfismos de A-mddulos como abajo, el diagrama de
la derecha conmuta:

M M’ M @4 M’
T
N N’ N ®a N |(gofH)e(gof)

Il

P P@a P
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La siguiente proposiciéon lista propiedades “buenas” del producto tenso-
rial; afirma que es esencialmente (a menos de isomorfismos) asociativo, con-
mutativo, que tiene neutro y que es distributivo respecto de la suma directa.

Proposicion 4.5.7. Sean A un anillo conmutativo y M, N, P A-mddulos.
Entonces

1.  MRAN)@s PEM®4 (N ®a P),

2. M@sN=N®4M,

8 M@s A2 Ao M= M,

4. M@y (N®P)=(M®AN)B (M4 P).

Demostracion. La estrategia para probar estos isomorfismos es siempre la
misma: construir con la propiedad universal un morfismo, y andlogamente se
construye un morfismo en el otro sentido que resulta ser su inversa.

1. Paracadap € P, lafuncién F), : M XN — M ®4 (N ®4 P) definida por
F,(m,n) = m® (n®p) es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo

A

de A-médulos, F,, : M @4 N — M ®4 (N ®4 P) de A-mddulos.

Por otra parte, la funciéon F': (M ®@4N)x P — M®4(N®4 P) definida
como

F(m®n,p) = F,(m®n) es A-bilineal y por lo tanto induce un morfis-
mo de A-médulos F: (M @4 N) @4 P — M @4 (N ®4 P) que resulta
ser un isomorfismo (su inversa se define andlogamente).

(M@sN)x P—E> M@, (N @4 P)

0l F

(M ®4 N) @4 P
Observar que es F((m®n) ®@p) =m ® (n @ p).

2. La funciéon 7 : M x N — N ®,4 M definida por 7(m,n) = n ® m
es A-bilineal y por tanto induce un morfismo 7 : M ®4 N — N ®y4
M de A-médulos que resulta ser un isomorfismo (su inversa se define
andlogamente).

Observar que es 7(m ® n) = n @ m.
3. La funcién b : M x A — M, definida por b(m,a) = am es A-bilineal

y por tanto induce un morfismo b : M ®4 A — M de A-médulos que
resulta ser un isomorfismo (con inversa que lleva m € M en m ® 1,4).

Observar que es b(m ® a) = am.
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4. La funcién f : M x (N@® P) - (M ®4 N) @ (M ®4 P), f(m,n +
p) = (m,n) + (m,p) es A-bilineal y por tanto induce un morfismo
f MR sa(NBP)— (M®R4N)D (M4 P) de A-mdbdulos.

Observar que es f(m ® (n,p)) = (m®n,m & p).

Por otro lado, las funciones g; : M XN — M®@4(NGP)y go: MxP —
M ® 4 (N @ P) definidas por g;(m,n) = m®n, ga(m,p) = m®p son A-
bilineales y por tanto inducen morfismos g; : M®@4 N — M ®4 (N @ P)
Vgo: M®&sP— M®s (N P)de A-mddulos.

A partir de éstos se construye, con la propiedad universal de la suma
directa, un morfismo de A-médulos G : (M ®4 N) ® (M ®4 P) —
M ®4 (N & P) que resulta ser el inverso de f.

M@AN—M@AN)D(M&sP)<—M®u P
M Q4 N@P
Observar que es G(m @ n,m' ® p) = m® (n,0) + m’ @ (0, p). O

Observaciéon 4.5.8. En realidad hemos probado que el producto tensorial es
distributivo respecto de sumas directas finitas. Andlogamente se prueba que
existen isomorfismos

@M) @24 P @M@ P) y M@ (D P) — (Mo P).

Si bien los tensores elementales no son linealmente independientes, se
puede probar que a partir de bases de M y N se construye una base (formada
por tensores elementales) de M ®4 N.

Proposicién 4.5.9. Sean M y N dos A-mddulos libres con bases respectivas
B = {bi}ier,
B' = {V;}jes. Entonces:

» M ®a N es libre,
s X ={bi@V[icl,je J} esbase de M ®4 N.

Demostracion. Probaremos directamente la segunda afirmacién (de la cual
se deduce la primera). Veamos primero que X genera M ® A N.

Todo elemento u € M ®4 N es de la forma u = Z my, ® ng. Ahora
=1

bien, para cada k se tiene my = Z Akibi, N = Z uk]b], donde ambas sumas
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involucran una cantidad finita de elementos (los coeficientes no nulos son sélo
una cantidad finita). Por lo tanto:

u = Z Akiftijbi @ .

ki,

de donde X es generador de M ®4 N.
Veamos que X es linealmente independiente. Tenemos M = €, Ab;, N =
@j Al;. Entonces por la observacién U5.8 Mo, N~ @” (Abz- R4 Ab;-).
Ademds Ab; @4 AV, = A®a A= f mediante b, —>1l—1-1=1,
Se tiene entonces que M ®4 N =~ @i,jA y X se corresponde con la
base canénica de P, ; A mediante el isomorfismo. Por lo tanto como un
isomorfismo lleva bases en bases, debe ser X una base de M ®4 N. O

El siguiente corolario es inmediato.
Corolario 4.5.10. Si M y N son libres, rg(M @4 N) = rg(M)rg(N).

Corolario 4.5.11. Si V y W son k-espacios vectoriales y v € V,w € W son
no nulos, entonces v @ w # 0.

Demostracion. Como los conjuntos {v} y {w} son linealmente independientes
en V y W respectivamente, se extienden a bases. El elemento v ® w forma
parte entonces de una base de V @, W y en particular es no nulo. O]



Capitulo 5

Moddulos f.g. sobre un dip

Este capitulo esta dedicado al llamado Teorema de Estructura de modulos
finitamente generados sobre un DIP, que describe cémo son todos los médu-
los finitamente generados indescomponibles sobre un DIP y asegura que los
demas se construyen a partir de estos tomando sumas directas.

Para acercarnos al resultado, comenzamos con una seccion que lista “bue-
nas” propiedades de los modulos finitamente generados sobre un DIP y segui-
mos con una seccion que presenta los médulos de torsion y su también “buen
comportamiento” sobre un DIP, fundamentales para entender el Teorema de
Estructura.

5.1. Moébdulos finitamente generados
Definicién 5.1.1. Sea M un A-mddulo. Definimos:

u(M) :=if{#S:Sc M,M = (S)}
Observacion 5.1.2. u(M) < oo <= M es finitamente generado.

Ejemplo 5.1.3. Sea k un cuerpo, y A = M = Kk[xq,...,2,,...] el anillo
de polinomios en infinitas variables con coeficientes en k, considerado co-
mo mddulo sobre si mismo con la accion reqular. Tenemos M = {1}, luego
w(M) = 1. Sin embargo, el ideal I = (z1,...,%y,...) es un submddulo de M
tal que p(I) = co.

Este ejemplo muestra que un submaodulo de un maodulo finitamente gene-
rado puede no ser finitamente generado.

La siguiente proposicion muestra un resultado afirmativo en el mismo
sentido.

82
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Proposicion 5.1.4. Sea M un A-maodulo y N C M un submaodulo. Se tiene:
1. (M) <oo= u(M/N) <

2. W(N) < ooy p(M/N) < oo = pu(M) <oo. Ademds u(M) < u(N) +
p(M/N).

Demostracion. 1. Consideremos el morfismo sobreyectivo 7 : M — M/N.
Si M = (my,...,my), entonces por la observacion se tiene que
M/N = <7T(m1>7 s 77T(mk)>‘

2. Basta probar que existe un generador de M con u(N) + pu(M/N) ele-
mentos. Sea {ni,...,n;} un generador de N con p(N) elementos, y
{m(m1),...,m(m,)} un generador de M/N con pu(M/N) elementos.
Veamos que X = {nq,...,ng,my,...,m,} es un generador de M. Sea
m e M.

(m) = Zbﬂr(mj) = (Z bjmj) =7 (m - Z bjmj) =0

para ciertos b; € A, de donde m — 377 bym; € Kerm = N. Por lo

tanto
T k r k
m — ijmj = Zami = m = ijmj +Zaznz
j=1 i=1 j=1 i=1
para ciertos a; € A, y por lo tanto m € (X). ]

Observacién 5.1.5. Por la observacion la parte 2 de la proposicion
P

. ‘ - @
anterior es equivalente a: dada una sucesion exacta corta 0 M N P 0,

si (M) < oo y u(P) < oo, entonces f(N) < 0o y pu(N) < (M) + p(P).

5.2. Propiedades hereditarias de los mdédulos
sobre un DIP

Recordamos que un anillo es noetheriano a izquierda si sus ideales a iz-
quierda son finitamente generados.

Proposicion 5.2.1. Sean A un anillo noetheriano a izquierda, M un A-
modulo y N C M un submodulo. St M es finitamente generado, entonces N
también lo es.
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Demostracion. Haremos induccién en pu(M).

Si u(M) =1, entonces M = Am = ﬁ(m) para algun m € M y por tanto

N es isomorfo a un submédulo de ﬁ(m). Por el teorema de correspondencia,
existe J ideal izquierdo de A tal que N
generado, N también lo es.

Supongamos que vale el resultado para valores menores o iguales a n y
que (M) = n+1. Tomemos G = {g1, . .., gn+1} generador de M y definamos
M'= Agy + - -+ + Ag,. En la sucesion exacta:

=~ ﬁ(m)' Como J es finitamente

N
0>MNN<—<N-—->——— =0
M NN
el término de la derecha es Mﬁfw = M];;N C % = Ag,.1 por el segundo

teorema de isomorfismo, y el término de la izquierda es un submédulo de
M’ que verifica u(M') < n. Por hipétesis de induccién, ambos términos son
finitamente generados, de donde se deduce que el término del medio también
lo es (proposicién ?7). O

El resultado anterior puede mejorarse para el caso de un DIP, como mues-
tra la siguiente

Proposicién 5.2.2. Sean D un DIP, M un D-mddulo y N C M un submddu-
lo. Si M es finitamente generado, entonces N también lo es y u(N) < pu(M).

Demostracion. La primera parte de la afirmacién es consecuencia directa de
la Proposicién ya que todo DIP es noetheriano. Para la segunda parte
de la afirmacién, recorramos la prueba de la proposicion [5.2.1. En el caso
base, se tiene que J es generado por un elemento por ser D DIP y por lo
tanto N también, de donde u(N) <1 = p(M).

En el paso inductivo, se tiene p(M'NN) < pu(M') y p () < p(2F) =
1, de donde pu(N) < u(M'NN)+ p(5ex) S p(M')+1=n+1=p(M). O

Para el caso de submdédulos de un modulo libre sobre un DIP, el resultado
también es positivo, a saber:

Proposicion 5.2.3. Sean D un DIP, M un D-médulo y N C M un submdodu-
lo no trivial. St M es libre de rango finito, entonces N también lo es y
rg(N) <rg(M).

Demostracion. Otra vez procederemos por induccion, esta vez en rg(M).

Sirg(M) = 1, entonces M = D y por tanto N = J siendo J un ideal
de D, por lo tanto principal. Se tiene entonces N = (a) para cierto a € D.
Como D es un dominio, {a} es linealmente independiente y por tanto {a} es
base de N, que resulta libre de rango 1.
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Supongamos que vale el resultado para médulos de rango menor o igual
a ny probémoslo para M de rango n+ 1. Si B = {by,..., b1} es base de
M, sea M' = Aby, + - - - + Ab,,. Nuevamente, en la sucesién exacta:

0—->MnNN<—N — -0

M NN

el término de la derecha es M’LON - % = Ab, 11 que es libre de rango 1.
En efecto, {b,+1} es base de 2%: si ab,+1 = 0, entonces ab, 1 € M’y por
tanto es combinacién lineal del conjunto {b1, ..., b,}; como B es linealmente

independiente, se obtiene a = 0.
Por hipétesis de induccidén, se tiene que el término de la derecha es libre
y por tanto la sucesion se escinde (corolario 4.4.6), y N = (M'NN) & M’LMN
Por otra parte, M’ N N es un submdédulo de M’ que es libre de rango n.
Por hipétesis de induccion, se deduce que N es libre y

N M
rg(N):rg(M’ﬁN)—l—rg(M/mN) grg(M’)+rg(M):n+1. O

5.3. Teoria de torsion

Definicién 5.3.1. Sean A un anillo no trivial y M un A-mddulo. Un ele-
mento m € M se dice de torsion si existe a € A no nulo tal que am = 0.
Ademds, se define la torsién de M como el subconjunto

Tor(M) = {m € M | m es de torsion}

El mddulo M se dice de torsién si Tor(M) = M y se dice sin torsion o libre
de torsion si Tor(M) = {0}.

Observaciéon 5.3.2. 0 € M siempre es de torsion.

La siguiente proposiciéon muestra que la torsién de M es més interesante
en el caso en que el anillo es un dominio, por lo que a partir de ahora nos
situaremos en ese contexto.

Proposicién 5.3.3. Sea D un dominio y M un D-mddulo. Entonces Tor(M) C
M es un submddulo, y M/ Tor(M) es sin torsion.

Demostracion. Sean m,n € Tor(M). Existen entonces a,b € D no nulos
tales que am = bn = 0 y por lo tanto ab(m + n) = 0, puesto que D es
conmutativo. Como D no tiene divisores de cero, se tiene ab # 0 y por lo
tanto m + n € Tor(M).
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Por otra parte, si m € Tor(M) y d € D, entonces existe a € D no nulo
tal que am = 0y por lo tanto a(dm) = d(am) = 0, por lo que dm € Tor(M).
Veamos la segunda afirmacién. Sea T € M/ Tor(M), T # 0 (ie. z &
Tor(M)). Supongamos que aZ = 0. Pero entonces ax = 0 = ax € Tor(M),
es decir, existe b # 0 tal que bax = 0. Como = ¢ Tor(M), entonces ba = 0.
Como b # 0y D es un dominio, debe ser a = 0. ]

Observacién 5.3.4. 1. Es sencillo verificar que la torsion es invariante
por isomorfismos: si D es un dominio y M, N son D-mddulos, entonces

M = N = Tor(M) = Tor(N)
2. Es un ejercicio verificar que Tor(@D,.; M;) = @,c; Tor(M;).

Ejemplos 5.3.5. 1. Si A es conmutativo, considerando A como A-mddu-
lo, se tiene Tor(A) = {a € A | a es dwisor de cero}. En particular, si
D es un dominio, Tor(D) = {0}.

2. Si L es libre sobre un dominio, entonces Tor(L) = {0}. En efecto,
L= @,.;D por lo que Tor(L) = @, ., Tor(D) = {0} (usando la
Observacion [5.3.4).

3. Ly, como Z-mddulo es de torsion, es decir, Tor(Z,) = Z,. En efecto
nT = 0, para todo x € Z,,.

4. Mas en general, todo grupo abeliano finito G es de torsion. En efecto,
dado g € G, consideremos la funcion ¢, : Z — G, p4(n) = ng. Como
G es finito y Z es infinito, entonces debe existir ng € Z tal que ngg € G
tiene infinitas preimdagenes. En particular, tiene otra preimagen: existe
ny € Z tal que n1g = nogg con ny # ng. Por lo tanto (ny —ng)g = 0 con
ny —ng # 0, luego g es de torsion, para todo g € G.

En el ejemplo anterior observamos que todo moédulo libre sobre un domi-
nio es sin torsion. El reciproco no es cierto, como muestran los siguientes

Ejemplos 5.3.6. 1. Q es un Z-maodulo sin torsion que no es libre.
2. (z,y) es un k|x, y|-mddulo sin torsion que no es libre.

3. ZN (el producto directo de infinitas copias de Z) es un Z-mddulo sin
torsion que no es libre (si lo fuera, seria numerable).

Sin embargo, el resultado es positivo para el caso en que D es un DIP y
M es finitamente generado, como enuncia la siguiente
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Proposicion 5.3.7. Si D es un DIP y M es un D-mddulo finitamente ge-
nerado y sin torsion, entonces M es libre.

Demostracion. Sea X = {x1,...,x,} un generador de M. Como M es sin
torsién, cada uno de los conjuntos {z;} es linealmente independiente, por
lo que existe un subconjunto de X linealmente independiente maximal U =
{uy,...,ux} C X.

Supongamos que existe x; € X \ U. Entonces, por maximalidad de U,
el conjunto U U {z;} es linealmente dependiente, y por lo tanto (como U
es linealmente independiente), existe d; € D no nulo tal que d;z; = ajuy +
Qg + - -+ + Aply.

Llamemos d al producto de los d; obtenidos por cada x; € X \ U. Como
D es un dominio, debe ser d # 0. Ademés, para cada i € {1,...,n}, se tiene
dx; € (U, ..., ug).

Seap : M — M, p(m) = dm. Es un morfismo de D-médulos. Es inyectivo
porque M es sin torsion. Por lo tanto, el primer teorema de isomorfismo nos
da M ~ Imy C (uq,...,u,) que es libre. Al ser D un DIP, todo submédulo
de un D-moédulo libre es libre; en particular, I'my ~ M es libre. ]

5.4. Teorema de estructura

El objetivo de esta seccién es probar que todo moédulo finitamente gene-
rado M sobre un DIP se descompone en suma directa de moédulos como sigue:

¢
D

M%DT@@d—:diﬁDx;dﬂdj siit<jy Ann(M) = (dy)
i=1

En el resto del capitulo D serda un dominio a ideales principales.
Comenzamos por descomponer los médulos finitamente generados sobre D
en suma directa de una parte libre y una parte de torsion.

Teorema 5.4.1. Si M es un D-mddulo finitamente generado, M = Tor(M)E L :
L libre. Ademds, la descomposicion es unica a menos de iSomorfismos.

Demostracion. Como A es un dominio, T'or(M) es un submdédulo y %(M)

es libre por ser sin torsién sobre un DIP. Luego la siguiente sucesion exacta

escinde:

M
— Tor(M M
0 or(M) Tor(M) 0

Por tanto tenemos M = Tor(M)@ L : L := TO%M).
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Para la unicidad, supongamos M = T &P L : T de torsién y L libre, y sea
©: M — TEL el isomorfismo.

Como Tor(T @ L) = Tor(T)+Tor(L) = T, tenemos @l ror(ary : Tor (M) —
T también es un isomorfismo (ya que elementos de torsién van en elementos
de torsion).
Luego, pasando al cociente por T' tenemos:

M Y . Tol

M TeL .
L=—__» -1
T ¢ T
y concluimos T = Tor(M); L = L O

Sabemos que la parte libre es isomorfa a D" para cierto (inico) r finito.

Definicién 5.4.2. Un D-mddulo M no nulo se dice indescomponible si la
unica descomposicion de M como suma directa de modulos propios es trivial,
esto es, st M = M, & My entonces My =0 o My = 0.

Lema 5.4.3. Los mddulos de la forma M = <£>, con p irreducible, son
indescomponibles.

Demostracion. Notemos que los submodulos de M estan en correspondencia
con los submédulos de D que contienen a (p”). Estos son ideales I = (d)
que verifican (p") C I = (d), o sea que d | p". Como p es irreducible (luego
primo), d es una potencia de p.

Si M = M; @ Ms correspondientes respectivamente a Iy = (p™) y Iy = (p™

se tiene que (p") = I; N I3 coincide con algin I; y por lo tanto M; = (;i)
0.

~—

o

Observacion 5.4.4. Notar que el resultado anterior vale para r = 0 por lo
que tenemos que D es indescomponible.

Veremos como se descomponen los médulos de torsiéon en indescomponi-
bles. Més precisamente, probaremos que todo médulo de torsion finitamente
generado sobre un DIP se descompone en suma directa de ”p-médulos”, es
decir, médulos tal que todos sus elementos son anulados por una potencia de
p con p primo.

Luego, descompondremos estos p-modulos en suma directa de indescompo-
nibles, que son de la forma M; = %
Probaremos ademas resultados de unicidad.
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Definicién 5.4.5. Sea p € D primo. Un p-médulo es un mddulo tal que
todo elemento es anulado por una potencia de p.

Observacién 5.4.6. Todo p-modulo es de torsion y st M es un p-maodulo
finitamente generado, Ann(M) = (p") para cierto r € N

Proposicion 5.4.7. Si M es un D-maodulo de torsion finitamente generado,
existen primos pi,...,ps no asociados dos a dos, tales que M = € M,,,
donde los M, son p;-mddulos no triviales.

. . ., , . . 1
Ademds, dicha descomposicion es unica, esto es: si M = @j:l M,;, donde
M,, son q;-mddulos con q; primos no asociados si j # k; entonces | = s y

¢ ~ Po(i) para cierta biyeccion o € S;. Ademds, My, = M, .

Demostracion. Sea {my,...,ms} un generador de M. Si Ann(m;) = (d;) Vi,
tenemos que Ann(M) = (Ann(m;) = ((d;) = (mem{dy,...,ds}). Ponga-
mos n :=mem{dy, ..., ds} y sean =pi'...p" sudescomposicién en irredu-
cibles.

Vamos a ver que M es suma directa de los p;-modulos:

Torgo(M) ={m e M:pﬁm: 0 para cierto t € N}, i€ {1,2,--- [}

Notar que si m € M;, (pt) C Ann(m) para cierto ¢, y por estar en un dip
Ann(m) = (p!) para cierto ¢’ < t. Més atin ¢’ < r; puesto que n € Ann(m;).

Para ver que M es suma de los M;, definimos ¢; := H#j ;= ]% Para cada

J
i, se tiene ¢;m € M;,¥Ym € M y que mecd(qy,...,q) = 1. Como D es un dip,
vale la identidad de Bézout: existe a; € D tal que > a;q; = 1. Para m € M
se tiene entonces

m:1-m:(Zajqj)-m:Zajqjme@Mj.

Para ver que la suma es directa, tomemos m € M, (D, iy M;. Tene-
mos luego que m = Z#io a;m; para ciertos a; € D,i # ip. Para cada
it # ip tenemos m; € M;, por lo que ¢;,;m; = 0. Luego, 0 = Z#io Qi iy =
Gio D iziy i Se deduce i, € Ann(m) = (p;)) para cierto s lo que implica
s =0y por lo tanto m = 0.

Para la unicidad, queda como ejercicio observar que si M = @, M,
como arriba, entonces:

» Ann(@;_, M;) = ([1;-, pj’), para ciertos s; (esto determina los primos
a menos de asociados),

. Tor;j(@?zl M;) = M, (esto determina los sumandos directos a menos
de isomorfismo).
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]

Ahora nos enfocamos en la descomposicién de los p-moédulos en indes-
componibles. Vamos antes a ponerle nombre a una parte de la torsion de M
que nos sera 1til.

Definicién 5.4.8. St M es un D-maodulo y d € D, definimos el submédulo
de d-torsion de M como

Torg(M) :={me M : dn =0}

Observacion 5.4.9. Sip, es primo y Tor,(M) # 0, entonces (Ann(Tor,(M)) =
(p) que es maximal (por ser primo); se tiene que Tor,(M) es nulo o es un
D _espacio vectorial de dimension finita, por ser submddulo de un mddulo

(p)
finitamente generado.

Necesitamos una nocién més y un resultado técnico antes de descomponer
los p-modulos.

Definicién 5.4.10. Si M es un D-mddulo, decimos que {my,...,ms} es
un conjunto linealmente disjunto si la suma > (m;) es directa (i.e.
> aim; = 0 implica a;m; = 0, V).

Lema 5.4.11. Sean p € D primo, M un p-mddulo y X = {mq,...,ms} C
M linealmente disjunto. St n; es tal que pn; = m; para cada i, entonces
{n1,...,ng} es linealmente disjunto.

Demostracién. Supongamos > a;n; = 0 : a; € D. Luego, tenemos:

Zaimi = Zaipni = pzamz‘ =0

Como X es linealmente disjunto, a;m; = 0 Vi, por lo que a; € Ann(m;) Vi.
Como M es un p-médulo, deducimos que pla; Vi, es decir, 3b; € D : a; = pb;,

y luego

Finalmente, como X es linealmente disjunto, tenemos 0 = b;m; = a;n;Vi. [

Proposicién 5.4.12. Si p es primo y M es un p-mddulo finitamente gene-

rado, se tiene M = P %. Es decir, M se descompone en suma directa de

D
(pri)”

indescomponibles M; =
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Demostracion. Trabajaremos por induccién en [ = min{r : p" € Ann(M)}.

Caso base: Si l = 1, como estamos en un DIP y el ideal (p) es primo,
entonces es maximal, luego % es un cuerpo,y entonces M es un %—espacio

vectorial y por tanto M = € % como (%—médulo, y por lo tanto como D-
modulo.

Paso inductivo: Supongamos que vale el resultado para l y que Ann(M) =
(p"*1). Consideremos el morfismo de anillos ¢, : M — M, {,(m) = pm. No-
tar que Im(¢,) es finitamente generado por ¢,(G) si G es un generador de M.

Como Ann(Im(f,)) = (p'), por hipétesis de induccién, tenemos un iso-
morfismo ¢ : @P!_, % — Im(l,). Sea {ny,...,n} C Im(¥,) la imagen del
generador canénico. Entonces {nq,...,n;} es un generador linealmente dis-
junto de Im(¢,) y n; = pz;, para cierto z; € M. Por el lemal|5.4.11} {z,..., 2}
es también linealmente disjunto. Sea H = (z1,...,2) = @(z;). Notar que
como n; = pz y Ann(n;) = (pJ'), entonces Ann(z;) = (pi'™), por lo que
b = Gy

Notemos ahora que T'or, (M) es un (%—espacio vectorial. Como {21, 22, -+ , 2t}

es linealmente disjunto sobre D, se deduce que X := {p"zy,...,p "2} es li-

nealmente independiente sobre el cuerpo %. Como X C Tor,(M), podemos

tomar K tal que: Tor,(M) = (X) @ K como (]% espacios vectoriales, y por
lo tanto como D-mddulos.

Si K # 0, como K C Tor,(M), se tiene Ann(K) = (p) y por hipétesis de
induccion tenemos que K = P %.

La prueba termina observando que M = H @ K. Veamos primero que
M=H+K:simeM,l,(m)=pm=>_,an; =) apz para ciertos a;. Se
deduce p(m —>_ a;z;) =0, de donde (m — ). a;2;) € Tor,(M) = (X)+ K C
H + K. Como ademés ) . a;z; € H se deduce m € H + K.

Veamos ahora que la suma es directa: si m € H (] K, en particular, m € H,
luego m = > a;z;. Como K C Tor,(M), se tiene 0 = pm = p> a;z; =
> paiz; € @,;(z), de donde pa;z; = 0 Vi. Se deduce pa; € Ann(z;) = (p"ith),
luego p"i|a;. Se deduce m =) . d;p"z; y por lo tanto m € (p" 2y, ...,p"2).

Luego tenemos que m € (X) (| K = {0}. O

El siguiente resultado completa el anterior en el sentido de la unicidad de
una tal descomposicion.
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Proposicién 5.4.13. Si M es un p-mddulo finitamente generado tal que

st

son dos descomposiciones en suma directa de indescomponibles, con r; <
Tit1,5; < Sj41 Vi, 7, entonces n =1 y las listas r; = s;,Vi < n.

n

=1

Demostracion. Notemos que si M = @, % entonces Ann(M) = (p™),
por lo que r,, = s;. Haremos la demostracion por induccion en 7,,.

Caso base: si 1, = s; = 1, todos los 1;,5; son 1 y M es un %—espacio
vectorial, por lo que n = [.

Supongamos valido el resultado para r y supongamos r, = s; = r + 1.

Tenemos Ann(pM) = (p”). Por otra parte,

(chequear que la suma se mantiene directa).

Como p% = % (chequearlo como ejercicio), queda

" D D
pM = — = —
N (prﬁl) @ (psj 1)

Aplicando la hipdtesis de induccién a pM obtenemos n—iy =1 —Jjo ¥ Tig+x =
Sjo+ks VK. (Notar que los sumandos directos para los cuales 1, = 1,s; = 1 se
anulan al ser multiplicados por p.)

Queda probar que iy = jp. Queda como ejercicio chequear que el isomor-
fismo de la hipétesis lleva @ i %1) en EB;:].O # por lo que usando
una de las consecuencias de la Propiedad universal del cociente resulta:

io—1 D Njo—l D
D =D

Luego, como el isomorfismo es también de %—espacios vectoriales y los su-
mandos directos son subespacios de dimesion 1, concluimos ig = jg. O

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente resultado, que lla-
maremos Primer Teorema de Estructura para mdédulos finitamente
generados sobre un dip.
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Teorema 5.4.14. Sean D un dominio a ideales principales y M un D-mddu-
lo finitamente generado.

Existen r € N, p1,pa, -+, pp primos no asociados dos a dos en D y para
cada i € {1,2,---  k}, naturales rjy < ri--- <1y, tales que
7"11 7"[2 le

D D D
M=D" & o D T2 b Tkj\
]691 (p,"”) ]G? (p2”) @ ()

Ademds, si

] Ty T st st s
1 _D 2 D k _D 1 D 2 _D tn _D

D' 1, © 25 D---D o >~ DSp 5_1]@ S_QJEB P T
je:?(pl ) j@(pz ) j@(pk’”) ]@(ql ) j@(qg ) ]62(% )

conr,s € N, p; primos no asociados dos a dos en D, q; primos no asoctados
dos a dos en D, ri; <1y, 85 < s;5 naturales, entonces

para cierta permutacion o € Sk, p; ~ o), Vi < T,

T, = St,(i), Vi < T,
u Tij = So(i)j,\V/’i S T’,j S lz

Observaciéon 5.4.15. Las potencias de primos que aparecen en la descom-
posicion de M se llaman factores invariantes de M.

La descomposiciéon dada por el Primer Teorema de Estructura puede re-
formularse de manera de unir, en un mismo moédulo ciclico, factores invarian-
tes primos entre si, de una manera ordenada que asegura la unicidad. Lo que
resulta se conoce como Segundo Teorema de Estructura para médulos
finitamente generados sobre un dip.

Teorema 5.4.16. Sean D un dominio a ideales principales y M un D-modu-
lo finitamente generado.
Ezisten r € N, dy,ds,- -+ ,d, € D no invertibles y que verifican d;|d;1,¥i <
k, tales que:
t
D
M=ZD" @ —.
i
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Ademds, si
t k
D D
D" — = D? —
Qe

conr,s € N, d; € D no invertibles tales que d;|d;y1,Yi < t y f; € D no
invertibles tales que f;|fiv1,Vi <k, entonces

6 D D ~ D
Demostracion. Alcanza con usar que @O =

y tomar d,. como el producto de todos sus factores invariantes (coprimos)
de exponente maximo (uno por cada primo), luego d,_; el producto de los
factores invariantes (coprimos) de exponente méximo entre los que quedan
(uno por cada primo de los que quedan), y asi hasta agotar todos los factores
invariantes.

Para la unicidad alcanza con descomponer cada %, %
invariantes y observar que para que cada d; divida al siguiente y cada f;
divida al siguiente, no hay otra forma que hacer lo que se indica en la parte
de la existencia, puesto que % D % es ciclico solo si med(d,d") =1 (en cuyo
caso es isomorfo a % (queda como ejercicio). O

sidy d son coprimos

segun sus factores

Observacion 5.4.17. Los d; de la descomposicion dada por el Sequndo Teo-
rema de Estructura se llaman divisores elementales de M.

Corolario 5.4.18. Como los Z-mddulos y los grupos abelianos estin en bi-
yeccion, tomando D = 7 tenemos clasificados todos los grupos abelianos
finitamente generados.

Gracias a Santiago Porto por pasarnos sus valiosas notas sobre estructura
de médulos finitamente generados sobre un dip, que editamos e incorporamos
a esta ultima seccion.
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