Capitulo 3
Dependencia e independencia lineal

En este capitulo estudiaremos tres conceptos de gran importancia para el desarrollo
del algebra lineal: el concepto de conjunto generador, el concepto de conjunto linealmente
independiente y el de base de un espacio vectorial.

En el Capitulo 2, dado un espacio vectorial V' y un subconjunto arbitrario X C V,
definimos el subespacio de V' generado por X, que denotamos (X). Este subespacio (X)
es el menor subespacio que contiene a X y se puede describir explicitamente como el
conjunto de los vectores v € V de la forma v = Z?:l a;x; donde xq,...,x2, € X vy
ai,...,a, € k; ie., v es una combinacion lineal finita de elementos de X.

En esa situacién decimos que (X) estd generado por X o que X genera (X).

Observemos que si X C Y entonces (X) C (Y) y si X es un subespacio de V' entonces
(X)=X.

DEFINICION 3.1. Sea V un espacio vectorial cualquiera, decimos que G C V genera
V 0 que G es un conjunto generador de V si (G) = V. Si estd claro el espacio al que nos
referimos diremos simplemente que GG es un generador.

EJEMPLO 3.2. (1) Recordemos que en k visto como espacio vectorial sobre si mismo,
los unicos subespacios son los triviales, {0} y k. Luego, todo conjunto que contenga un
elemento no nulo es un generador de k, ver Observacién 2.25.

(2) Vimos que los subespacios no triviales de R? son las rectas que pasan por el
origen. Si £ es una tal recta y X = {vy,...,v,} C ¢, entonces X genera a ¢ siempre y
cuando exista ¢ tal que v; # 0.

Un conjunto que contenga dos vectores que no sean colineales con el origen genera
todo el plano R2.

(3) Consideremos ahora el espacio euclideo R3. Si ¢ es una recta que pasa por el
origen, nuevamente un generador de ¢ estd dado por un subconjunto X = {vy,...,v,} C
¢, tal que existe ¢ con v; # 0. Observemos que alcanza con v € ¢\ {0} para generar el
subespacio £: (v) = £.

El subespacio generado por dos vectores no colineales con el origen es el plano por el
origen que los contiene.

Finalmente, si tomamos dos vectores vy, v, € R3 no colineales con el origen y v3 que
no pertenezca al plano determinado por vy, v, y el origen, entonces R? estd generado por
{Ul, Vo, 1)3}.

(4) En el espacio R", el conjunto G = {(a,...,a,) : a; > 0 para todoi=1,...,n}
genera R"™.

El conjunto {e,...,e,}, donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), con el 1 en la posicién 1,
genera R"™.
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38 3. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

EJEmMPLO 3.3. (1) El conjunto formado por los monomios {1,¢,¢2, ..., ", ...} C Kk[t]
genera k[t]. El conjunto X = {¢,¢%,...,¢",...} C k[t] no genera k[t]. En efecto, el
subespacio generado por X es el formado por los polinomios que se anulan en 0, y
entonces (X) ¢ klt].

(2) Consideremos el subespacio k,[t] = {p € k[t] : gr(p) < n}, donde gr(p) indica el
grado del polinomio p. En ese caso los polinomios {1,¢,...,t"} forman un conjunto que
genera k,,[t].

(3) El conjunto G' = {1 —t,2 + t,t} es generador de k;[t]. También el conjunto
G = {1 —t,t} es generador de k;[t].
En efecto, (G') =k [t] si y s6lo si dado a + bt € ky[t], existen a, 3,7 € k tales que
a+bt=a(l—t)+B2+t)+yt=(a+28)+ (—a+ B+,

lo que equivale a que la terna («, 3,7) sea solucién del sistema de ecuaciones

a+28= a
0.1
{—oz—l—ﬁ-i-v:b (3.0.1)
Este sistema de ecuaciones es compatible indeterminado, con solucién (a — 24, 5, a+

b—30).
Analogamente, G es generador de k; [t] si para todo a,b € k, existen a,vy € k tales
que

at+bt=o(l-t)+yt=a+(—a+y)t,
lo que equivale a que («,y) sean solucién del sistema de ecuaciones

a= a
{_a+7:b (3.0.2)

Este sistema de ecuaciones es compatible determinado, con solucién (a,0,a + b).
Observemos que el sistema de ecuaciones (3.0.2) se obtiene del sistema (3.0.1) eva-
luando en 5 = 0.

EJEMPLO 3.4. Si G es un generador de V y G C @', entonces G’ es también un
generador de V' (ver el ejemplo anterior). El caso limite es cuando G = V, que es
siempre un conjunto generador de V. Es evidente que si un subespacio G genera V,
entonces G = V.

Como se verifica en los ejemplos 3.2, (3) y (4), un conjunto generador puede contener
subconjuntos generadores mas pequenos. Los conjuntos generadores minimales — es decir
aquellos para los que ninguin subconjunto propio también genera V' — juegan un rol muy
importante en la teoria. En esa direccion, tenemos el siguiente resultado.

LEMA 3.5. Sea V un k-espacio, X C V un subconjunto y xq € X. Entonces, se
cumple que (X \ {zo}) = (X) si y sdlo si zy € (X \ {zo}).

DEMOSTRACION. Si (X \ {z0}) = (X), como X C (X), todo vector de X puede
ponerse como combinacién lineal de elementos de X\ {zo}; en particular zo € (X \{zo}).
Reciprocamente, si 2o € (X \{zo}), existen vectores z1, ..., 3, € X\ {zo} y escalares

ai,...,a, € k, tales que xy = > a;x;. Si v es un vector arbitrario de (X), entonces
v = axo+ Y, bjy;, donde yi,...,yn € X son vectores de X, ninguno de los cuales
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coincide con zy (observar que a, by, ..., b, € k pueden ser cero). Si sustituimos xy por
To = Y, a;x; en la expresiéon de v tenemos que v = > [ aa;x; + Y, bjy;. Como, por la
forma que fueron definidos, ninguno de los vectores x1,...,%n,Y1,...Ym € X coincide
con z, concluimos que X \ {zo} genera V. O

OBSERVACION 3.6. Un andlisis mds detallado de la prueba anterior (que es correcta)
nos permite detectar un fenémeno que mas adelante, cuando tratemos de probar otro
tipo de resultados, si deberemos tener en cuenta:

Notese que en la prueba anterior lo inico que se sabe acerca de x1,..., %, Y1, .+, Ym
es su pertenencia a X \ {zo}. Si bien puede suponerse que que z; # x; toda vez que i # j
y que yn # yx toda vez que h # k, en principio pueden existir ig € [n] y ho € [m] tales
que z;, = Yp,- Como dijéramos al inicio de la Observacién, esto no afecta la prueba del

Lema 3.5, ya que lo tinico que se necesita es saber que todos los vectores x;, y, pertenecen
aX.

DEFINICION 3.7. (1) Un conjunto finito de vectores {z1,...,2z,} C V se dice lineal-
mente independiente si la inica combinacion lineal que da cero es aquella para la cual
todos los a; son cero; en otras palabras: de una igualdad del tipo a1z1 + - - - + a,x,, = 0,
se deduce que ay = ay =---=a, = 0.

(2) Sea ahora X C V un subconjunto cualquiera. Decimos que X es linealmente
independiente si todo subconjunto finito {1, ...,z,} C X es linealmente independiente.
En el Lema 3.11 (ver también Observacién 3.12) probaremos que si X es un conjunto
finito linealmente independiente, entonces todo subconjunto de X es linealmente inde-
pendiente, por lo que esta definicién coincide en el caso finito con la dada anteriormente.

(3) Un conjunto de vectores X C V se dice que es linealmente dependiente si no
es linealmente independiente. En otras palabras si se verifica una igualdad de la forma
ajvy + -+ + apv, = 0, donde {vy,...,v,} C X y existe ig € {1,...,n} tal que a;, # 0.
Observemos que estamos suponiendo que los vectores v; son dos a dos distintos, es decir
U; 7& Vj si ¢ 7é ]

Claramente un conjunto es linealmente dependiente si contiene un subconjunto finito
linealmente dependiente.

(4) Al conjunto vacio () lo consideramos como linealmente independiente.

OBSERVACION 3.8. Sean x1, ..., 2, € V vectores de V dos a dos distintos, y ay, ..., a, €
k escalares, tales que se verifica la igualdad
a1 xy + -+ apx, =0. (3.0.3)

Si existe ig tal que a;, # 0, diremos que la igualdad 3.0.3 es una relacion de depen-
dencia no trivial.

Obsérvese que si a; = 0 para todo ¢ = 1,...,n, entonces se verifica la igualdad:
O0xy +---+ 0z, = 0.

Por otra parte, si a1z1 + - - - + a,x, = 0 con, digamos a;z; # 0 (lo que es equivalente
a pedir que a; # 0y 1 # 0), entonces algin otro sumando a;z; también tendrd que ser
no nulo.

Un conjunto de vectores {x1,...,x,} es linealmente independiente si no presenta
relaciones de dependencia no triviales y es linealmente dependiente si presenta alguna
relacion de dependencia no trivial.
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EJeEMPLO 3.9. (1) El conjunto I = {(1,2,3),(1,—1,0)} C R?* es linealmente inde-
pendiente.

Sia(1,2,3) 4+ b(1,-1,0) = (0,0,0) deducimos que a +b = 0,2a —b = 0,3a = 0, lo
que implica que a = b = 0 o sea que la relacién de dependencia de arriba es la trivial,
i.e., I es linealmente independiente.

(2) El conjunto D = {(2, 1,-1),(1,0,3), (0,1, —7)} C R? es linealmente dependiente
porque (2,1,—1) —2(1,0,3) — (0,1,—7) = (0,0, 0).

(3) Elteorema de identidad de polinomios asegura que el conjunto {1,¢,¢* ... t",...} C
k[t] es linealmente independiente.

(4) Si D C V es un subconjunto que contiene al vector 0 € D, entonces D es
linealmente dependiente. En efecto a0y = 0, con a # 0, es una relacion de dependencia
no trivial.

(5) Si X = {v1,...,v,} C k" es un conjunto, con v; = (2¢,...,2"), para estudiar
su independencia lineal planteamos la existencia de una relaciéon de dependencia av; +
-+ av, =0, 0 lo que es lo mismo

(1] + ... aex}, iy + .. asxs, .. a1z, + . agxh) = (0,...,0). (3.0.4)
La igualdad (3.0.4) es verificada para alguna eleccién de ay, .. ., as, con algiun a; # 0,
si el sistema
az] + ... axi = 0
ard 4+ .. axy= 0 (3.0.5)
azl + .. agxt = 0

El sistema (3.0.5) es un sistema compatible de n ecuaciones en s las incégnitas
ai,...,as, dado que a; = 0,7 = 1,...,s, es siempre solucion. El sistema sera deter-
minado si y solamente si X es un conjunto linealmente independiente.

OBSERVACION 3.10. Sea X C V un subconjunto de un espacio vectorial, y > "1 | a;z;
una relacién de dependencia no trivial. Entonces podemos reordenar los subindices de
modo que aq,...,as # 0y asyy = -+ = a, = 0, en donde por definiciéon sabemos que
s> 1.

Tenemos entonces que a1x1+ - - - +a,xs, = 0 es otra relacién de dependencia no trivial
en X.

Del mismo modo, si z & {z1,...,x,}, entonces a1x; + -+ + a,=, + a1 = 0 es
también una relacion de dependencia no trivial.

LEMA 3.11. (1) SiI CV es linealmente independiente e I' C I, entonces I' también
es linealmente independiente.

(2) Si D C V es linealmente dependiente y D C D' C V', entonces D' también es
linealmente dependiente.

DEMOSTRACION. (2) Como D es linealmente dependiente, existe una relacién de depen-
dencia no trivial en D; esa misma relacién de dependencia nos sirve para probar que D’
es linealmente dependiente (todo elemento de D pertenece a D’).

(1) Es inmediato a partir de (2) — de hecho es el contra-reciproco. O
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OBSERVACION 3.12. En particular, la prueba del Lema 3.11 garantiza que si I es un
conjunto finito linealmente independiente, entonces todo subconjunto (necesariamente
finito) de I es también linealmente independiente. Esta observacién es necesaria para
que la Definicién 3.7 de independencia lineal tenga sentido.

LEMA 3.13. Sea X C V' un subconjunto de un espacio vectorial. Entonces son equi-
valentes:

(1) El conjunto X es linealmente dependiente.
(2) Eziste x € X de modo que x € (X \ {z}).
(3) Eziste x € X tal que (X) = (X \ {z}).

DEMOSTRACION. (1) = (2) Si X es linealmente dependiente, existe una relacién
de dependencia no trivial ), b;z; = 0. Si la relacién es del tipo axz = 0, deducimos que
x =0, por lo que z € (X \ {z}). En otro caso, cambiando eventualmente el orden de la
suma, podemos suponer que by # 0y escribir 1 = Y 5 (—b;/b1)x;. Luego, x1 € (X \{z1}).

(2) = (1) Si podemos escribir x = Y a;z; con z; € X \{z}, restando z en la igualdad
anterior encontramos una relacién de dependencia no trivial entre los elementos de D.

(2) <= (3) es el contenido del Lema 3.5. O

Es claro que el Lema 3.13 puede reformularse como sigue.

LEMA 3.14. Sea X C V' un subconjunto de un espacio vectorial. Entonces son equi-
valentes:

(1°) El conjunto X es linealmente independiente.

(2°) No existe ningiin v € X tal que x € (X \ {z}). Equivalentemente: para todo
z € X se cumple que v & (X \ {z}).

(3°) No existe ningin € X tal que (X) = (X \ {z}). Equivalentemente: para todo
z € X se cumple que (X \ {z}) C (X). O

EJEmPLO 3.15. En C3, {(1,4,0), (4,1,2), (1 +2i,2+1,4)} es un conjunto linealmente
dependiente, ya que (2 + 2¢,2 + 2i,4) = (1,4,0) + 2(4, 1, 2).

COROLARIO 3.16. Supongamos que I es un subconjunto de V que es linealmente
independiente; sea v € V' \ I un vector fijo.

(1) El conjunto I U {v} es linealmente dependiente si y sélo siv € (I).
(2) El conjunto I U{v} es linealmente independiente si y solo si v & (I).

DEMOSTRACION. (1) Se deduce del Lema 3.13 que si v € (I) entonces I U {v} es
linealmente dependiente. En efecto, como v ¢ I, tenemos que (] U {U}) \ {v} = I, por
lo que se verifica (2) de dicho lema, tomando X = I U {v} y x = v.

Reciprocamente, si I U {v} es linealmente dependiente existe una relacién de depen-
dencia no trivial av + Z;;l a;xr; = 0, para ciertos a,ay,...,a, €k, con x; € I. Si a # 0,
entonces v = Y1, =%ig;, por lo que v € (I). Si a = 0, tenemos que o ax; =0, por
lo que a; =0 para¢=1,...,n — recordemos que I es linealmente independiente —, lo
que contradice que la relacién de dependencia av + > | a;x; = 0 es no trivial.
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(2) Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la propiedad (1) — de hecho es el
contra-reciproco de (1). O

TEOREMA 3.17. Sea B C V un subconjunto de un espacio vectorial. Las siguientes
propiedades son equivalentes.

(1) El conjunto B es linealmente independiente y genera V.

(2) El conjunto B no contiene al0, y siv € V' es no nulo, existen vectores xy, . .., Ty €
B, x; # x; sii # j, y escalares aq, . ..,ar, € k no nulos tales que v = Y| a;x;, ademds
los vectores y los escalares que verifican lo anterior son unicos.

(8) El conjunto B es generador minimal de V', i.e., B genera V y si I & B entonces
I no genera V.

(4) El conjunto B es linealmente independiente mazimal en 'V, i.e., B es linealmente
independiente y st B & G entonces G no es linealmente independiente.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Claramente 0 ¢ B, ya que de lo contrario B serfa
linealmente dependiente. Sea v € V con v # 0; como B genera V', existen elementos
x1,...%p € By escalares no nulos aq, ..., a; tales que v = a1x1 + - - - + apry. Afirmamos
que estos vectores y escalares son unicos. En efecto, si hubiera otros y1,...,y, € By
escalares by, ..., by de modo que v = a;x1+- - - +agrr = byy1 +- - - + by queremos probar
que los vectores x’s y los y’s coinciden y que lo mismo sucede con los escalares. Consi-
deremos el conjunto — que puede ser vacio — {z1,..., 2} = {z1,.. ., 2} OV {y1, ..., Yo}
Reordenando los subindices, podemos suponer que

arz1+ @zt QT o aprp = b1z o+ ez + by + 0+ bee
Luego,
(ar = br)zs + -+ (@ — b))z + a1 + -+ app — b1y — -+ — beye = 0,

y de la independencia lineal de los elementos de B deducimos que a; = b; parat =1,...,t
y ademas que t = k = £. Esto sucede pues en caso contrario tendriamos que a;4 1 = -+ =
ar = by = --- = by =0 lo que es imposible ya que a; # 0 y b; # 0 por construccién.
(2) = (1) La existencia de una representacién de la forma v = > a,x; para un vector
cualquiera de V significa que a que (B) genera V. Veremos ahora que B es un conjunto
linealmente independiente. Supongamos que existe alguna relacién de dependencia no
trivial 0 = ayx1 + - - - +a,x, entre vectores de B donde suponemos que todos los escalares
son no nulos y los vectores son diferentes. Si k£ = 1, la relacion de dependencia es del
tipo a;x; = 0, y como a; # 0, tenemos que x; = 0, absurdo. Luego k& > 2, y tenemos
que —a1r1 = asxy + - -+ + a,x,, ay # 0. Eso viola nuestra hipotesis sobre la unicidad de
la expresién en (2).

(1) = (3) Supongamos que existe I & B que es también generador. Tomando z € B\ I
y usando el Corolario 3.16, como x € (I) concluimos que I U {z} C B es linealmente
dependiente y esto no es posible pues B es linealmente independiente.

(3) = (4) Si B es generador minimal tiene que ser linealmente independiente. Si no lo
fuera, habria un vector € B tal que (B) = (B \ {z}) y eso contradice el hecho de que
B es generador minimal. Queremos probar ahora que B es linealmente independiente
maximal. Supongamos sea B & G y tomemos z € G\ B. Como B genera V' sabemos que
existen elementos {x1,...,z,} en By escalares {a1,...,a,} tales que z = > a;x;. Esto
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implica que el subconjunto finito {z,z1,...,2,} C G no es linealmente independiente,
luego GG no puede ser linealmente independiente.

(4) = (1) Queremos probar que si B es linealmente independiente maximal, entonces
genera V. Si existiera algiin vector v € V' no generado por B, tendriamos (ver Corolario
3.16 ) que BU{w} seria también linealmente independiente y como contiene estrictamente
a B obtenemos una contradiccion. O

DEFINICION 3.18. Si V es un espacio vectorial un subconjunto B C V' que verifique
las condiciones del Teorema 3.17 se dice que es una base de V.

OBSERVACION 3.19. Por razones mnemotécnicas, si V' es un espacio vectorial en gene-
ral las bases seran representadas por las letras B, B, C, . . ., los subconjuntos generadores
por las letras G,G', F, . .., los subconjuntos linealmente independientes I, I’,J,... y los
subconjuntos linealmente dependientes D, D', FE, .. ..

DEFINICION 3.20. Un espacio vectorial V' se dice que es finitamente generado si existe
algin subconjunto finito G = {z1,...,xx} C V que es generador de V.

TEOREMA 3.21. Si V' # {0} es un espacio vectorial finitamente generado y G es
un conjunto generador con una cantidad finita de elementos, existe una base B de V
contenida en G. En particular, V admite una base con una cantidad finita de elementos.

DEMOSTRACION. Por hipétesis V' admite un conjunto generador G con una cantidad
finita de elementos, luego, si la primera parte del teorema es verdadera, podemos encon-
trar una base contenida en GG que obviamente tendra una cantidad finita de elementos.

Probaremos entonces la primera parte. Si G es linealmente independiente, es también
una base, por el Teorema 3.17. Si G no es linealmente independiente, existe algtin vector
z € G con la propiedad que (G \ {z}) = (G). Luego, el conjunto G’ = G \ {z} es un
conjunto generador con menos elementos que el original. Si este conjunto es linealmente
independiente, la demostracién estd terminada; si no, iteramos el procedimiento. En el
peor de los casos llegamos a encontrar un conjunto con un elemento que es generador.
Un conjunto con un elemento v es siempre linealmente independiente a menos que v = 0.
En ese caso el espacio vectorial entero serfa {0} contra la hipdtesis. U

OBSERVACION 3.22. (1) El teorema anterior se puede expresar asi: de todo conjunto
finito de generadores se puede extraer una base. O sea, a un conjunto finito de generadores
se le pueden quitar algunos vectores de modo de que los restantes — que son tan sélo
algunos de los vectores del conjunto original — sigan siendo generadores y sean ademas
linealmente independientes.

(2) El Teorema 3.21 es vélido atin cuando el espacio no sea finitamente generado, o sea
ain cuando V' no admita ningtn conjunto generador con una cantidad finita de elementos.
Se prueba asi que todo conjunto generador contiene una base. El razonamiento necesario
para demostrar esta afirmacion es similar al anteriormente realizado, pero necesitamos
recurrir a métodos de “induccién transfinita”.

EjempLo 3.23. (1) El conjunto {ey,...,e,}, donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) es la
n-upla con todos sus coeficientes cero salvo en el lugar ¢, donde tiene un 1, es una base
de k™, llamada base candnica.
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(2) En el espacio M« (k) definimos las matrices E;;, 1 < i < n,1 < j < m. La
matriz F;; tiene todas las entradas iguales a cero excepto la entrada correspondiente a
la fila 7 y a la columna j; esta entrada suponemos que vale uno. Explicitamente,

J
i
00 0 00
E; ;= e
T — oo0--1-- 00
00 --- 0 --- 00

Es obvio que el conjunto {E;; : 1 <i <n,1 <j <m} es una base de M,,», (k).
En la identificacién de M,, s (k) con R™ (ver el Ejemplo 2.18 ), la base E;; es la base
candnica (eventualmente descrita en otro orden).

(3) El conjunto {1,¢,#2,...,t", ...} es una base de k[t|. El conjunto {1,¢,% ... t"}
es una base de k,[t].

(4) El espacio vectorial V' = {0} tiene por base el conjunto vacio. Esta afirmacién
debe interpretarse como una convencién. En ese caso, el Teorema 3.21 es verdadero para
el espacio V = {0} tomando B = {).

(5) En el Ejemplo 3.2, (5) la base canénica {ei,...,e,} de R™ se puede “extraer”
del conjunto generador (G, aunque éste no sea finito. Recordar que el Teorema 3.21 es
verdadero aunque G no sea finito (ver Observacién 3.22).

(6) En ki [t] los polinomios {1—t,2—t,t} son generadores y el subconjunto {1—¢,t} C
{1 —1t,2—t,t} es una base.

TEOREMA 3.24. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado e I # () un conjunto
linealmente independiente, entonces I es finito. Mds ain, si I es un conjunto linealmente
independiente y G un conjunto generador finito, existe otro conjunto generador G' con
el mismo niumero de elementos que G de modo que I C G'.

DEMOSTRACION. Dado que la primera afirmacién se deduce directamente de la se-
gunda, probaremos solamente ésta. Primeramente, observemos que como V es finitamente
generado, podemos suponer que G es finito. En efecto, si G no es finito consideramos
G" generador finito; si el resultado estd probado para generadores finitos existe un ge-
nerador G’ con la misma cantidad de elementos que G” que contiene a I. Completamos
entonces G’ hasta tener un generador con la misma cantidad de G” (agregando elementos
cualesquiera) y el resultado estd probado.

Seax; € I'y G={z,...,2,}. Escribimos x; = a121 + -+ + a2, Alguno de los
coeficientes a;, coni = 1, ..., m, es no nulo, pues los elementos de un conjunto linealmente
independiente no pueden ser nulos, ver Ejemplo 3.9(4). Si suponemos que es el primero,
podemos escribir:

z1 = (1/ay)xy — (az/ar)ze + -+ — (am/a1)zm,
lo que implica que {x1, 22, ..., 2y} es generador de V. En efecto, como {z1,...,2,} C
(x1, 22, ..., Zm), tenemos que

V:<Zl,...,2m> C <._’['1,ZQ,...,Zm> c V.
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De esa forma sustituimos en G el vector z; por el vector x;. Supongamos ahora que
este proceso de sustitucién se ha realizado hasta la etapa k < n, o sea que tenemos

{z1,...,2x} C I y hemos obtenido Gy = {x1,..., %k, Zkt1,-- -, Zm} que sigue siendo un
conjunto generador de V' con el mismo nimero de elementos que G. Si I = {x1,...,zx}
el resultado esta probado. Si existe xx.1 € I\ {z1,..., 2}, escribimos

L1 = bll"l + -+ bkxk + bk+12k+1 + -+ mem.

Sibry1 = bgio =+ = by, =0, tendriamos una relaciéon de dependencia lineal entre los
vectores {Tx11,21,...,2,} y esto es imposible pues estos vectores son linealmente inde-
pendientes. Luego, algin coeficiente no es cero; por lo que podemos suponer que by # 0.
En ese caso, procediendo como antes, sustituimos en Gy = {1, ..., Tk, Zks1,- -, 2Zm} €l
vector 241 por el vector xg 1 v obtenemos Gri1 = {Z1,. .., Tk, Ths1, Zkt2, - - - » Zm )y qUE
es también generador y tiene m elementos. Si agotaramos los z’s antes que los x’s o sea si
#(I) > m, tendriamos en la etapa m dos conjuntos, el inicial I D {xy,...,z,} y G, =
{z1,...,2n} que es generador, ademds de (al menos) un vector z,,+1 € I\ {z1,...,Tm}.
Esto es imposible dado que por ser G,,, generador podriamos escribir al vector x,,,; como
combinacion lineal de los vectores de G,,, = {x1,..., 2} y eso produciria una relacién
de dependencia lineal no trivial entre vectores de I. O

COROLARIO 3.25. Sea V' es un espacio vectorial finitamente generado, I un conjunto
linealmente independiente y G un conjunto generador finito. Entonces #(1) < #(G).

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del Teorema 3.24. En efecto, dicho teo-
rema nos garantiza que existe un generador G’ con las misma cantidad de elementos de
G, que contiene a I. O

TEOREMA 3.26. Sea V' es un espacio vectorial finitamente generado y B, B’ dos
bases de V. Entonces B y B’ tienen el mismo niumero de elementos.

DEMOSTRACION. Aplicando el Corolario 3.25 una vez a B = I, B = G y otra a
B’" =1, B = G se deduce el resultado. O

El teorema anterior, que afirma que todas las bases tienen el mismo ntumero de
elementos, justifica la siguiente definicién.

DEFINICION 3.27. Si V es un espacio vectorial finitamente generado sobre k, se define
la dimension de V' sobre k como el niimero de elementos de una base cualquiera. Se usa
el simbolo dimg(V'), o simplemente dim(V'), para representar la dimensién de V. En el
futuro, y teniendo en cuenta los resultados anteriores, en lugar de decir que un espacio
vectorial es finitamente generado diremos que tiene dimension finita.

Si V' no es finitamente generado, diremos que tiene dimensién infinita, y notamos
dimg (V') = oo —ver Observacién 3.28-.

OBSERVACION 3.28. (1) Es importante destacar que la dimensién de un espacio vec-
torial depende del cuerpo elegido. Por ejemplo, si consideramos R C C, el propio C
considerado como espacio vectorial sobre R tiene dimensién 2 y sobre C tiene dimen-
sion 1. Si consideramos Q C R: dimg(R) = oo. para probar este dltimo hecho alcanza
con observar que 7 no es raiz de ningin polinomio con coeficientes racionales. Luego,
I={m,7%...,7", ...} es un conjunto linealmente independiente con cardinal infinito, de
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donde aplicando el Teorema 3.24 deducimos por absurdo que R no puede ser finitamente
generado sobre Q (si lo fuera, I deberfa ser finito).

(2) El Teorema 3.26 vale para espacios vectoriales no necesariamente finitamente
generados (observar que para definir base no se necesita que el espacio sea finitamente
generado). Eso da lugar a la existencia de bases infinitas en ciertos espacios. Usando
métodos de teoria de conjuntos se puede probar que todo espacio vectorial admite una
base y que todas las bases tienen el mismo cardinal — donde el concepto de cardinal usado
generaliza el concepto de “ntimero de elementos”, para conjuntos no necesariamente
finitos.

(3) En el espacio vectorial k[t] tenemos la base infinita numerable {1,¢,¢* ...}.

EJempLO 3.29. (1) Si V = {0}, entonces dim(V') = 0.
(2) Como la base canénica de k™ tiene n elementos, dimy (k™) = n.

(3) Por las mismas razones que antes, dimy (M, (k)) = nm.

COROLARIO 3.30. Sea V' es un espacio vectorial de dimension finita n. Si G es
un conjunto generador finito, entonces #(G) > n, y si I es un conjunto linealmente
independiente, entonces #(1) < n.

DEMOSTRACION. Si G es generador y B es una base de V, sabemos que #(G) >
#(B) = n. Si [ es linealmente independiente, entonces #(/) < #(B) = n. O

COROLARIO 3.31. Sea V' wun espacio vectorial de dimension finita n. Si G es un
subconjunto generador de V' con n elementos, entonces es una base.

DEMOSTRACION. Si G genera V, podemos encontrar en G una base — ver Teorema
3.26. Pero esa base debe tener el mismo nimero de elementos que G luego debe ser igual
a G. 0

COROLARIO 3.32. iV es un espacio vectorial de dimension finita e I C V es un
conjunto linealmente independiente, entonces existe una base de V' que contiene a I.

DEMOSTRACION. Si B es una base cualquiera, al ser B un conjunto generador, po-
demos aplicar el Teorema 3.24, de modo de asegurar que hay otro generador B’, con el
mismo cardinal que B, tal que I C B’. Usando el Corolario 3.31, deducimos que B’ es
también una base de V. U

COROLARIO 3.33. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n. Si I es un
conjunto linealmente independiente con n elementos, entonces I es una base de V.

DEMOSTRACION. Como [ es linealmente independiente, lo podemos completar a una
base B que tiene n elementos — ver Teorema 3.24 o Corolario 3.32. Como por hipdtesis
I también tiene n elementos, concluimos que I = B. O

COROLARIO 3.34. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado y W C V' un
subespacio. Entonces W es finitamente generado y dimW < dim V. Mds aun, dim W =
dimV sty solo si W = V.

DEMOSTRACION. Sea I C W un conjunto linealmente independiente en 7. Entonces
I es linealmente independiente como subconjunto de V', por lo que existe una base B de
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V tal que I C B. Luego #I < #B = dim V. De lo anterior se deduce que un subconjunto
linealmente independiente de W tiene a lo sumo dim V' elementos, y por lo tanto W es
finitamente generado, con dim W < dim V.

Finalmente, si dim W = dim V' entonces una base de W es un subconjunto de V
linealmente independiente con dim V' elementos; luego el Corolario 3.33 nos garantiza
que es una base de V, y W =V. O

El Corolario 3.32 nos permite probar la existencia de complementos directos para un
subespacio.

DEFINICION 3.35. Sea V un k-espacio y W C V un subespacio. Decimos que un
subespacio N C V es un complemento directo para W si V =W & N.

Antes de probar la existencia de complementos directos, veamos cémo obtener bases
de un espacio a partir de sus sumandos directos.

LEMA 3.36. Sea V' un espacio vectorial y' V = W1 @& Wy una descomposicion en suma
directa. Consideremos By C Wy y By C Wy bases de Wy y Wy respectivamente. Entonces
Bi U By es una base de V.

Reciprocamente, si By U By es una base de V', con By N By = (), entonces V =
(B1) & (By).

En particular, dimV < oo st y solamente si dim Wy < 00 parat = 1,2, y en ese caso
dim V' = dim W; + dim Wj.

DEMOSTRACION. Es ficil ver que de la inclusién (B; U By) D (B;) U (By) se deduce
que V = (B; U By). Por otro lado, como Wi N Wy = {0}, tenemos que By N By = 0.
Luego, una relacion de dependencia en By U Bs se obtiene considerando x4, ...,x, € By e
Y1, ...,y € Bo distintos dos a dos, y escalares a;, b; € k tales que > a;x;+> b;y; = 0. De
V = W18&Ws,, deducimos que 0 = > a,x; € Wiy 0 =) bjy; € Wa, y de la independencia
lineal de By y By deducimos entonces que a; =+ =a, =0y by =---=b =0.

Sean ahora Bj U B, (unién disjunta) una base de V. Entonces
<Bl> -+ <BQ> = <<Bl> U <BQ>>D <Bl U BQ> =V

Luego, (By) + (By) = V. Si 0 = wy + wq, w; € (B;), entonces 0 = > a;x; + Y bjy;,
con x; € By y y; € By. Como By N By = 0, estamos en presencia de una relacién de
dependencia en By U By, que debe ser trivial por ser B; U By linealmente independiente.
Deducimos entonces que w; = wy = 0.

La prueba de la afirmacién sobre las dimensiones es inmediata, y queda a cargo del
lector. O

El lema anterior se generaliza a una suma directa de una familia arbitraria de subes-
pacios:

TEOREMA 3.37. Sea V' un espacio vectorial y V = @, ; W; una descomposicion en
suma directa. Consideremos bases B; C W, i € I. Entonces Uiel B; es una base de V.

Reciprocamente, si B; © € I es una familia de conjuntos linealmente independientes
dos a dos disjuntos tales que | J,c; B; es una base de V', entonces V = @, (B;).

En particular, si #1 < 0o, entonces dimV < oo st y solamente si dim W; < oo para
todoi € I, y en ese caso dimV = > dim W;.
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DEMOSTRACION. Probemos la primera afirmacién. Consideremos un vector v € V.

Entonces existen #y,...,4, € I y w;; € Wy, tales que v = w;; + -+ + w;,. Como B,
es base de W;,, j = 1,...,n, tenemos que existen vectores v ... ,Uij € B;, y escalares
al,. .. ,aij € k tales que w;, = Z:;l a{bvi. Luego,
n n kj
v = Zwij = ZZ@%U% € <UBl>
i=1 i=1 h=1 iel
Hemos probado que V' = <UZe / Bi>. Consideremos ahora una relacién de dependencia
n kj
Z Z aflvi =0,
i=1 h=1
donde v{,...,vij_ € By a{,...,af;j € k para todo j = 1,...,n. Entonces, como
ZIZ’ZI alv] para todo j = 1,...,n, y la familia {E; : i € I es linealmente disjunta,

tenemos que Z:’: 1 aiv% = 0 para todo j € [n]. Como B;, es una base, deducimos que
aj, = 0 para todo j € [n], h € [k;].
Dejamos la prueba de las restantes afirmaciones como ejercicio (ver Ejercicio 28 ). [

COROLARIO 3.38. Sea V' un k—espacio de dimension finita y W C V' un subespacio.
Entonces W admite un complemento directo.

DEMOSTRACION. Sea B = {wj,...,w;} una base de W. Por construccién, B es un
conjunto de vectores linealmente independientes en V. Usando el Corolario 3.32, podemos
completar B a una base de V', que notamos C = {wy, ..., w;, v;11,...,0,}. Si definimos
N = (vj41,...,v,) el Lema 3.36 nos garantiza que W@ N = V. O

OBSERVACION 3.39. Nétese que en la prueba anterior el hecho que dimV < oo
se uso6 para poder completar la base de W en una de V. Como ya fuera comentado,
éste resultado de completacion es valido aunque dim V' = oo por lo que en realidad el
complemento directo existe aunque el espacio sea de dimensién infinita.
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1. Ejercicios

Recordemos que char k = 0 si toda vez que sumamos n veces 1, el resultado es distinto
de 0: 1+4---+1#0.

1. En los siguientes casos determinar si A C R3? es linealmente independiente; en caso
de que no lo sea escribir un vector de A como combinacién lineal de los restantes:

(a) A=1{(1,-3,2),(2,-4,1),(5,3,2), (1,-5,5)};

(b) A={(1,2,1),(1,0,—4),(4,3,-1)};
(C) A = {(27 37 4)7 (27 17 _4)7 (127 117 _4)}7
(d) A={(1,-2,m),(3,0,2),(2,1,—-5)} (discutiendo segun el valor de m).

2. En los siguientes casos determinar si el conjunto A C V' es Li.
(

a) V. ==Cla,b], A= {e', e " cosht}.

(b) V. =Cla,b], A={f,g} siendo f(z) =|z —a|y g(z) =]z —b|

(c) V =K[z]s, A= {z,2* +1,22? 4+ bx + a}, donde chark = 0 — discutir segtin a y
b.

(d) V=RE, A= {senz,cosz}.

3. Sea V = k[z], donde chark = 0. Determinar si A = {2,¢+ 1,¢* + 1, (¢t + 1)*} es
linealmente independiente.

4. Sean (V,+,-) un k—espacio vectorial, con chark = 0, y u,v,x C V tales que {u, v}
es linealmente independiente y {u, x} es linealmente dependiente. En los siguientes casos,
determinar si A C V es linealmente independiente:

(a) A= {u};

(b) A ={u,5v};

() A={u—vu+3v}

(d) A={2u—v,—4u+ 20},
() A ={utv,z};

(f) A={u+z,v+zx}

d.

Sean A = {uy,us} y B = {v1,v9} dos subconjuntos de un espacio vectorial V' tales
que AU B es Li.. Hallar z € V, sabiendo que z es combinacion lineal de los elementos de
A y los elementos de B simultaneamente.

6. Averiguar si los siguientes conjuntos A son generadores del espacio V:

(a) V=R A=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,2) };

(b) V=R3 A={(1,0,1),(-1,1,2),(0,1,3),(-2,1,1) };

(c) V =K[z]s, con chark =0, A= {1,1+ 2% 1 -z +a? + 2% 4 —a+22° + 23},
(d) V={(z,y,2) e R¥: 62 —2y —2z =0}, A= {(1,2,1),(1,0,3)}.

7. En los siguientes casos hallar un subconjunto linealmente independiente maximal

del conjunto A,

(a) A={(1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(2,0,—1,0)} C R*
(b) A= {xQ,x2 —r+1,2r — 2,3} C Qlzl;
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(c)A:{Ml,Mg,Mg}QMQ((C)siendoMlz(2 7>,M2:(_4 3 ),M3:

01
6 4
-1 -9 )

8. Sea V un espacio vectorial y Wy, W5 subespacios de V.

1. Probar que si (G1) = Wy y (Ga) = Wa, entonces (G U Go) = Wi + W,

2. Si ademés pedimos que W7 NW, = {0}. Probar que si I; C Wy, I, C W3 son con-
juntos linealmente independientes, entonces I; U I5 es linealmente independiente.
Sugerencia: St W1 y Wy son linealmente disjuntos entonces vy + vy = 0 implica
que v1 =0 o vy = 0.

9. Sean T': V — W una transformacién lineal inyectiva y A un subconjunto de V.
Probar que A es linealmente independiente si y solamente si T'(A) lo es.

10. Sea U = {p(z) € Rs[z] : p'(1) = 0}, donde p'(z) es la derivada del polinomio
p(z).
1. Demostrar que U es subespacio de Rs[z].

2. Probar que {2z% — 322, 2z — 2%, 2} es un conjunto linealmente independiente.
3. Decida si U = ({22% — 327,22 — 2%, 2}).

11. Sean V' un espacio vectorial y A = {vy,...,v,} v B = {wy, ..., w,} subconjuntos
de V tales que (A) coincide con (B). Demostrar que A es linealmente independiente si y
solo si B lo es.

12. Sean V' un espacio vectorial y A = {vy,...,v,} vy B = {wy, ..., w,} subconjuntos
de V tales que (A) coincide con (B). Demostrar que A es linealmente independiente si y
solo si B lo es.

13. Sea A € M,,(R) cuyas columnas son los vectores vy, . . ., v,. Probar que {vy, ..., v,}
es linealmente independiente si y solo si det A # 0. SUGERENCIA: Hallar un sistema de
ecuaciones lineales compatible determinado cuya matriz asociada sea A. Veremos més
adelante en el curso que la condicién det A # 0 es equivalente a que la matriz A sea
invertible para el producto de matrices.

14. Determinar si el conjunto de vectores dado es una base para el espacio vectorial
correspondiente.
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15. Encuentre una base para cada uno de los siguientes subespacios de R3:

(a) A={(z,y,2) eR®: 2z —y — 2 = 0}.

(b) B={(z,y,2) € R®: 3z — 2y + 6 =0}.

(¢) C={(z,y,2) eR¥: /2 =y/3 = z/4}.

16. Sea A C C'{a,b]. Notamos A’ = {f': f € A} C Cla,b]. Probar que AU {1} es L.i.
si y sélo si A" es 1.i., donde 1 denota la funcién constante igual a 1.

17. Sea A C C'[a,b]. Notamos A’ = {f": f € A} C C[a,b]. Probar que AU {1} es
Li. si y s6lo si A" es 1.i., donde 1 denota la funcién constante igual a 1.

18. En R* consideremos los vectores (1 + a,1,1,1), (1,1 + a,1,1), (1,1,1 + a, 1),

(1,1,1,1+ a). Determinar segiin el parametro a la dimensién y una base del subespacio
vectorial que generan.

19. Sean U, W subespacios de V' tal que U NW = {0}. Si yi, ..., ¥, son elementos
linealmente independientes de U y z1,..., 2 son elementos linealmente independientes
de W, entonces y1,- -+ , ¥, 21, - - , Zs son linealmente independientes. Deducir que si B y
C son bases de U y W respectivamente, entonces B U C' es una base de U & W.

20. Sean W, = {(m,y,z) ER?:x = O} y Wy = {(m,y,z) ER?:y—2z= O}. Probar
que W, y W, son subespacios de R3. Hallar W, N Wy y Wi + W, y dar bases de los

mismos.

21. Se considera el espacio vectorial R,_;[z]. Dados n ntmeros reales diferentes
ai...,a, se definen:

fi = (w—ag)---(x—ayn)

o= (r—a)(r—as)-- (v —an)

fo = (@—a)- (& —an)
Demostrar que {f1,..., f,} es una base de R,,_;|[x].

22. Mostrar que el espacio vectorial de las funciones reales continuas en el intervalo
[0, 1] no tiene dimensién finita.

23. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y U, W C V dos subespacios.

(a) Probar que para toda base B de U N'W existen bases C'y C" de U y W respec-
tivamente tales que B € C', B C (.
(b) Deducir que dimU + W =dimU + dimV —dimU N V.

24. Sean V, W R-espacios vectoriales de dimensién finita con bases {vi,...,v,} ¥
{wy, ..., w,} respectivamente. Consideremos el conjunto

B = {(vl,O),...,(vn,O), (0,wy), . ..,(O,wn)} cCVxW.
Probar que B es base de V' x W y concluir que dim(V x W) = dim V + dim W.

25. En el espacio vectorial R? se consideran los conjuntos S = {(z,y,2,t) € R*/z =
2,y :t} y 1T = {(m,y,z,t) ERYt=0,2+y ::U}.

(a) Probar que S y T son subespacios de R* y calcular sus dimensiones.
(b) Encontrar una base de SN 7T y una base de S + 7.
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26. Dado el espacio vectorial My (R), se consideran los subespacios

wi-{( ) mos-a)
(1))

1. Hallar una base y la dimensién de W7.
2. Hallar una base y la dimension de Ws.
3. Probar que My(R) = W; @ Ws.
27. Sea V = {(x,y,z) ckd:y+z= x} y T :V — V definida por T(z,y,2) =
(y —x,x —y,2y — 2x), con chark # 2, es decir 2 =1+ 1 # 0.
(a) Hallar bases de N(T") e Im(T').
(b) Sea W = {(z,y,2) €k®: 2 =y =0}. Probar que k¥ =V & W.

28. Terminar la prueba del Teorema 3.37.



