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Grupos
1. Probar lo que qued6 como ejercicio en las Proposiciones 1.1.4 y 1.1.8 de las notas del curso.
2. Probar las Proposiciones 1.3.2, 1.3.3, 1.3.5 y 1.3.7 de las notas del curso.

3. Probar lo que qued6 como ejercicio en la Proposicion 1.4.2 y en el Corolario 1.4.5 de las notas del
curso.

Anillos
4. Sea X un conjunto y P(X) su conjunto potencia. Si A, B € P(X) se define
A+ B:=AVB=(A\B)U(B\A), AB:= ANB.

Probar que con estas operaciones P(X) es un anillo conmutativo. Determinar los elementos invertibles
de P(X).
5. Probar la Proposicién 2.1.4 de las notas del curso.
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6. Un anillo de Boole es un anillo A tal que z° = x para todo x € A. Probar:

a) P(X) con la estructura definida en el ejercicio es un anillo de Boole.
b) Si A es un anillo de Boole, entonces se verifica  + = = 0 para todo x € A.
¢) Todo anillo de Boole es conmutativo.
7. Sea z un elemento de un anillo con inverso a la derecha, i.e. existe x tal que zx = 1. Probar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) z tiene mds de un inverso a la derecha.
b) z no es invertible.

¢) z es divisor de cero a la izquierda i.e. existe 0 # ¢ tal que zt = 0.
8. Probar que todo dominio finito es un cuerpo.
9. Sea A un anillo. Un elemento z € A es nilpotente si existe un entero positivo n tal que z"™ = 0.

a) Probar que si A es un dominio, entonces el uinico elemento nilpotente es 0.

b) Probar que Z, contiene elementos nilpotentes no nulos si y solo si n es divisible por el cuadrado
de un ntdmero primo.

¢) Sean x e y elementos nilpotentes de A. Probar que si A es conmutativo, entonces x+y es nilpotente.
Probar con un contraejemplo que este resultado no vale en general si A no es conmutativo.

d) Sea z € A tal que 2™ = 0. Probar que 1 — z es invertible, siendo (1 —2)"! = 142+ 224 -+ 2771,
10. Sea A un anillo. Dado un subconjunto no vacio S de A, se define el centralizador de S por
C(S)={reA:xs=szx, Vs S}

El centro de A es el centralizador de A; en este caso se escribe Z(A) en vez de C'(A).



a) Probar que C(S) es un subanillo de A y que S C C(C(S)), para todo § # S C A.

b) Sea A= My(R) y B — {( . ) . a,b,c € R}. Hallar C(B) y C(C(B)).

)
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¢) Sea A un anillo, probar que Z (M,,(A)) = {al,: a € Z(A)}.
d) Sea k un cuerpo. Probar que si A € M, (k) verifica AB = BA para todo B € M,(k), entonces
existe a € k tal que A = al,.

11. Se consideran las matrices 1, i, j, k € My(C), definidas por:

10 . (1 0 . 0 1 (0 4
(o t) =l 5) (o) k= (00,
Sea H={al+bi+cj+dk:a,bc,deR} C My(C).
Probar que iZ =j? =k?>= -1y que ij = —ji = k.
Deducir: jk = —-kj=1iy ki=—-ik =]j.
Probar que H es un subanillo M»(C).
Hallar el centro de H.
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El conjunto H con esta estructura se llama el anillo de los cuaterniones. Observar que existen iso-
morfismos {al : a € R} Ry {al+bi: a,b € R} ~ C, definidos por al <> a y al + bi < a + bi,
respectivamente. En base al primer isomorfismo, escribiremos a en vez de al, Va € R.

12. Sea H el anillo de los cuaterniones. Dado x = a + bi + ¢j + dk € H, se definen

T=a-bi—cj—dk, N(@)=a*+b*+*+d* y T(z)=2a

Probar
@) x+y=T+YyTYy=7yT, para todo x,y € H.
b) N(z) =27y 2> — T(z)x + N(x) = 0, para todo = € H.
¢) N(zy) = N(x)N(y), para todo =,y € H.
d) H es un anillo con divisién.



