Matematica 0 (2020)
Soluciones del repartido 1 (tema 2)

1. Comencemos con un dibujo que indique los datos que tenemos.
D
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El paralelogramo ABCD se puede subdividir en cuatro triangulos.
D
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Los triangulos del mismo color son semejantes; de hecho, son congruentes (¢, por
que?). Para atacar el problema, calcularemos las longitudes de los lados de cada
uno de estos triangulos.

Empecemos por alguno de los amarillos (por ejemplo el triangulo ABE). Como
-recordemos- las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, ya
conocemos la longitud de dos de sus lados: AE (que mide 5) y BE (que mide 6).
Hasta ahora, sélo hemos trabajado con triangulos rectangulos, asi que dividiremos a
ABE en dos, trazando una de sus alturas.

A




Recordando la definicién de coseno y seno, tenemos que FE =5 cos 48° ~3.35,y
que FA=5sen48°~=3.72. Como BE =6, deducimos que BF =6—FE ~2.65.

Entonces, como ABF es un triangulo rectangulo, podemos aplicar el teorema de
pitdgoras para obtener AB = NFA>+ BF*>= 4.57.

Podemos proceder de igual forma con uno de los triangulos marrones. Tomemos por
ejemplo el triangulo AED y tracemos la altura desde D.
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Por la definicidn de seno, EG =6 cos 48° = 4.01 y DG = 6 sen 48° = 4.46 . Por el
teorema de Pitagoras,
AD =VAG>+ DG? = \(AE + EG)* + DG* = 10.05 .

La idea es construir un triangulo rectangulo tal que uno de sus angulos sea a, y otro
tal que uno de sus angulos sea .
Comencemos por o. Queremos que sen a.= 2 ; por otro lado, la definicion de seno

cateto opuesto
hipotenusa

nos dice que sen a = . Entonces tiene sentido imponer que el triangulo

construido tenga un cateto de longitud @ =5 e hipotenusa ¢ = 6. Por el teorema de
Pitagoras, el otro cateto debe medir 6 = \c2— a2 =11. Con estos datos es facil
construir el triangulo.

Con B se puede proceder igual. Tenemos que i =cos =

cateto adyacente
hipotenusa

, asi que un
cateto puede medir x =3 y la hipotenusa z = 4. Luego el otro cateto debera medir
y=NZ o=

A H BE _ AB H BE _ 13
Los triangulos AGH y ABE son semejantes. Entonces 2% = <%, es decir, 5= = 2.
Luego BE = 173 . Como ABCD es un cuadrado, tenemos que BC = AB . Entonces
EC=BC-BE=AB-BE=13-L£=313.
Por otro lado, los triangulos CED y BFE son semejantes (tienen dos angulos
congruentes entre si). Por el teorema de Thales, 25 =22, Luego 4 =12 =1y
BF = &

=

En el triangulo PQR trazamos la altura h desde R. Dividimos a PQ en dos partes de
longitudes a 'y b.



Tenemos que a =25 cos 55° =~ 14.34 y h =25 sen 55° = 20.48. Como PQ = 38, se
sigue que b =38 —a~23.66. Luego OR =p>+ > =31.29.
5. Trazamos una vertical por B, como en la figura.

A 4 B c
Observando el triangulo ABE deducimos que % = tan(52°), es decir,
2= = tan(52°).
Como los triangulos ABE y ACD son semejantes, tenemos que <2 = &£ = &£
Observando el triangulo BCD deducimos que %) = tan(61°) . Entonces

1 _ 4+BC _ 4 1 _
an(32°y ~ CD ~ CD + 1an(61°) ? y CD =

calcular BC: BC = mc(%o) ~9.77.

4 .
Tian(33%) — Tianel™ Teniendo CD, podemos

6. Sea D el extremo no marcado del segmento de longitud 4. Observar que el angulo

BDC es de 60°.

Tracemos la altura del triangulo ABC desde C, y llamemos E al pie de altura. Esta

altura tiene longitud 4 =12 sen 60° =~ 10.39. También tenemos que
DE =12 cos 60° = 6.
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Luego & ~ £ —sena,y a~64°. Ademas BE ~VI1.52— 10.39? = 4.93. Entonces
x=DE+EB=6+493=10.93.

Por otro lado, observando el triangulo AEC obtenemos que y = VI0? + 10.39% = 14.42 .

Falta hallar . Tomamos el triangulo ADC y trazamos la altura desde A.

=
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Tenemos que & = 14.42 sen B = 4 sen(60°). Entonces sen p ~0.24,y f = 14°.
Supongamos primero que el triangulo considerado es acutangulo.

Comenzaremos viendo que £ = % . Tracemos la altura 4 desde el vértice con
angulo y . Observando los dos triangulos que se forman, tenemos que

h=asenf =bseno.Entonces *££ = ”%B . Las otras igualdades se demuestran por
analogia (es decir, aplicando el razonamiento a los demas pares de angulos y lados,
como lo hicimos con o, B, a 'y b).

Es importante notar que este argumento funciona bien para el caso en que el
triangulo es acutangulo. Si el triangulo es rectangulo, el argumento se simplifica, ya
que podemos usar la definicion de las razones trigonométricas directamente (sin
trazar ninguna altura). Si el triangulo es obtusangulo, hay un problema con el
enunciado, ya que en el curso aun no hemos definido el seno para un angulo obtuso



(¢, por qué?). La solucion es avanzar un poco y mirar la leccion 2, donde vemos esta
definicion y algunas propiedades.

Habiendo visto la leccion 2, supongamos ahora que el tridngulo tiene, en cambio, un
angulo obtuso, por ejemplo «. En este caso, la altura trazada desde y queda “por
fuera” del triangulo. Repitiendo el razonamiento de antes, se obtiene la igualdad
m = % . Como sen(180° — a) = sen a, obtenemos == = LZB , COMO
queriamos.

La idea es ir obteniendo la longitud de cada uno de los segmentos de la figura,
aplicando un razonamiento similar de cada uno de los cuatro triangulos pequenos de
la figura (basicamente aplicar la definicion de seno y coseno varias veces).

Sea E lainterseccion de 4D y BC . Comencemos observando que, por observacion
del triangulo ECD, el angulo CED es de 180° - 40° - 45° = 95°. Luego el angulo
DEB es de 180° - 95° = 85°.

Tracemos la altura del triangulo CDE desde D, con pie de altura F .

B

C 3 D
Por observacion de los triangulos CDF'y EDF , tenemos que
DF =3 sen 40° = DE sen 85°. Entonces DE = &40 ~ 1 94,

sen 85°

A continuacién desplazaremos la atencién al triangulo BDE y repetiremos el
procedimiento que acabamos de hacer con CDE . Como DEB = 85° y

BDE = 58°, se deduce que EBD = 37°. Trazamos la altura de BDE desde E con
pie G.



Por observacion de los triangulos EGD y BGE , tenemos que
EG = DE sen 58° = EB sen 37° . Entonces
_ DE 58°
EB = % ~2.73.
Ahora repetimos lo hecho pero con el triangulo CDE . Trazamos la altura desde FE
con pie H vy, observando los triangulos CHE y EHD , obtenemos
CE sen 40° = DE sen 45°. Luego CE = 2Lseily =2 13,
A continuacion pasamos al triangulo CEA . Para eso necesitamos la amplitud del
angulo CAE , que por observacion del triangulo CEA tenemos que es 180° - 85° -
40.5° = 54.5°. Trazamos la altura desde E con pie J y, observando los tridngulos
CJE y JEA, deducimos que AE sen 54.5° = CE sen 40.5°. Entonces
_ CEsend0.5°
AE = AE sen 54.5° L7.
Finalmente veamos el triangulo AEB . Este caso es distinto, ya que conocemos dos
lados del triangulo y el angulo que forman, en lugar de un lado y dos angulos.
Observemos que el angulo BEA es de 95° y tracemos la altura desde B con pie
K.
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Por Pitagoras aplicado al triangulo EXB , tenemos que EB?>= EK?>+ KB?.
Nuevamente, por Pitagoras aplicado al triangulo AKB , tenemos que
KB?=AB?>—- AK? = AB*— (AE — EK)*. Sustituyendo KB en la primera igualdad,
tenemos
EB?=FEK?+ AB*— (AE — EK)*
= EK?>+ AB*— AE*+ 2AF - EK — EK?
= AB?>— AE?*+2AFE - EK .
Entonces 4B?=EB?>+ AE*—-2AE - EK = 10.34 — 3.4 EK . Observando el triangulo EKB
, obtenemos que EK = BE cos 85° = 0.24 . Por lo tanto,
AB*=EB*+ AE*—2AE - EK = 9.52.

Esto significa que 4B =~ 3.09 kilébmetros.



