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Repartido 2: Anillos, subanillos, ideales, cociente

1. Probar la Proposición 2.1.11 de las notas del curso.

2. Sean m,n enteros positivos. Probar:

mZ+ nZ = dZ, mZ ∩ nZ = qZ, (mZ)(nZ) = mnZ,

siendo d = mcd(m,n) y q = mcm(m,n)

3. Probar la Proposición 2.5.12 de las notas del curso.

4. a) Probar que dado un ideal H de Z, siempre existe otro ideal K de Z tal que Z = H +K.

b) Probar que siH es un ideal propio de Z, entonces no existe ningún idealK de Z tal que Z = H⊕K.

5. Un elemento e de un anillo A se dice idempotente si e2 = e; si además e ∈ Z(A), entonces se dice que
e es un idempotente central. Un conjunto de idempotentes ortogonales es un conjunto de idempotentes
e1, . . . , en tales que eiej = 0, para todo i ̸= j.

a) Probar que si A es un dominio, entonces sus únicos elementos idempotentes son 0 y 1.

b) Probar que si e ∈ A es un idempotente (central) y f = 1 − e, entonces f es un idempotente
(central) y e, f son ortogonales.

6. Sea A un anillo. Probar que son equivalentes:

a) Existen anillos A1, . . . , An tales que A ≃ A1 × · · · ×An.

b) Existen K1, . . . ,Kn ideales de A tales que A = K1 ⊕ · · · ⊕Kn.

c) Existen e1, . . . , en ∈ A idempotentes centrales ortogonales, tales que e1 + · · ·+ en = 1.

Sugerencia: probar c) ⇒ b) ⇒ a) ⇒ c). Para c) ⇒ b), tomar Ki = Aei; para b) ⇒ a), tomar Ai = Ki

con la suma y producto de A (¿cual es su elemento unidad?); para a) ⇒ c), tomar ei = (0, . . . , 1, . . . , 0).

7. Un anillo A se dice simple si A ̸= {0} y A no tiene ideales propios.

a) Probar que un anillo con división es un anillo simple.

b) Probar que si A y B son dos anillos no nulos, entonces A×B es un anillo que no es simple.

8. Sea A un anillo y Mn(A) el anillo de matrices n× n con coeficientes en A.

a) Probar que si I es un ideal de A y Mn(I) ⊂ Mn(A) es el subconjunto de las matrices con
coeficientes en I, entonces Mn(I) es un ideal de Mn(A).

b) Probar que para todo ideal K de Mn(A) se cumple que existe un ideal I de A tal que K = Mn(I).

c) Probar que si A es un anillo con división, entonces Mn(A) es un anillo simple.

9. Dar un ejemplo de un anillo simple que no sea un anillo con división.

10. Se considera el anillo Z6.

a) Hallar todos sus elementos idempotentes.

b) Encontrar dos ideales no triviales H y K de Z6 tales que Z6 = H ⊕K.
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11. Dado un morfismo de anillos φ : A → B, se define φ∗ : Mn(A) → Mn(B) mediante lo siguiente: si
X = (xij) ∈ Mn(A) entonces φ∗(X) = (bij) ∈ Mn(B), siendo bij = φ (xij) para todo i, j = 1, . . . , n.

a) Probar que φ∗ es un morfismo de anillos.

b) Sean A un anillo e I ◁A. Probar Mn(A)/Mn(I) ≃ Mn(A/I).

12. Dado un anillo A, sea Bn(A) ⊂ Mn(A) el conjunto de matrices cuyos elementos por debajo de la
diagonal principal son nulos y Nn(A) ⊂ Bn(A) el subconjunto de matrices cuyos elementos en la
diagonal principal son nulos.

a) Probar que Bn(A) es un subanillo de Mn(A).

b) Probar que Nn(A) es un ideal de Bn(A), pero no es un ideal de Mn(A).

c) Sea Dn(A) ⊂ Mn(A) el subanillo de matrices diagonales. Probar Bn(A) /Nn(A) ≃ Dn(A).

13. Sea X ̸= ∅ un conjunto, A un anillo y AX el anillo de funciones de X en A. Dado S ⊂ X, sea

IS = {f ∈ AX : f(x) = 0, ∀x ∈ S}.

a) Probar que IS es un ideal de AX .

b) Probar que AX/IS es isomorfo a AS .

c) Sean S y T subconjuntos de X tales que S ∪ T = X. Probar que IS ∩ IT = ISIT = {0}.

14. Dos ideales H y K de un anillo A se dicen primos entre śı si H +K = A. Probar que en Z, dos ideales
mZ y nZ son primos entre śı si y solo si m y n son primos entre śı.

15. (Teorema chino de los restos)
Sea A un anillo e I1, . . . , In una familia de ideales de A que son primos dos a dos.

a) Teniendo en cuenta A = A2 = (I1 + I2)(I1 + I3), deducir A = I1 + I2 ∩ I3.

b) Probar por inducción en n que para cada i = 1, . . . , n, vale A = Ii +
⋂

j ̸=i Ij .

c) Probar que para cada i = 1, . . . , n, existe ai ∈ A tal que ai ≡ 1 (mod Ii) y ai ≡ 0 (mod Ij) , ∀j ̸= i.

d) Se define φ : A → A /I1 × · · · × A /In por φ(x) = (x, · · · , x). Probar que φ es sobreyectivo.
Sugerencia: aplicar la parte 15c.

e) Probar
A

I1 ∩ · · · ∩ In
≃ A

I1
× · · · × A

In
.

16. Probar que si m = pn1
1 · · · pnr

r , siendo p1, . . . , pr números primos distintos y n1, . . . , nr enteros positivos,
entonces Zm ≃ Zp

n1
1

× · · · × Zpnr
r
.

17. Sea ϕ : Z+ → Z+ la función de Euler definida por ϕ(n) = #{m ∈ Z : 0 < m ≤ n, mcd(m,n) = 1}.

a) Probar ϕ(n) = # (Z×
n ), para todo n ∈ Z+.

b) Probar que si p es un número primo entonces ϕ
(
pl
)
= pl − pl−1, para todo l = 1, 2, . . . .

c) Probar que si m1, . . . ,mr ∈ Z+ son primos entre śı, entonces ϕ(m1 · · ·mr) = ϕ(m1) · · ·ϕ(mr).

d) Deducir que si n = pl11 · · · plrr , con pi primos distintos, entonces

ϕ(n) =

r∏
i=1

(
pli − pli−1

)
= n

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.

18. Probar las Proposiciones 2.8.6 y 2.8.7 de las notas del curso.
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