Licenciatura en Fisica Primer Parcial Curso Ondas 2025

Ejercicio 1. (a) Suponga una membrana entera circular de radio a = 0,25 m, densidad superficial

de masap = 1,0 kg m~3 y sometida a una tensién de médulo |7| =2,5%x10* N m~1 que tiene el
borde fijo. (a) Para esta membrana hallar los primero cuatro modos normales con menor
frecuencia de vibracion. (b) Para las frecuencias calculadas en la parte anterior, hallar las lineas
nodales de cada modo de vibracion. (c) Suponga que las condiciones iniciales de la membrana
estan dadas por:

z(1,6,0) = (3 X 1073) Jo(koaT)

(62) _0
ot)i—o

Hallar la energia cinética media de la membrana.
SOLUCION

(a) Los modos normales surgen de cumplir la condicién de borde fijo en r = a. Para cumplir esta
condiciéon debemos tener:

. ci
]m(ka)=0:>k:]m?n:numn:ﬂ

Por lo tanto, los modos con menor frecuencia son aquellos con valores mas bajos de j,,,,- De la
tabla adjunta podemos ver que los primeros 4 modos corresponden a: jo1,j11,J21 Y Joz2- La
velocidad de la onda en la membrana esta dada por:

p mn p a

Sustituyendo en esta expresion los valores numéricos correspondientes obtenemos:
woy = 1,52 %X 103 rad/s
wyq = 2,42 %103 rad/s
Wy = 3,25 % 103 rad/s
woy = 3,49 X 103 rad/s
(b) ELmodo 0,1 se expresa como:
2o1(1, t) = Jo(ko17) c0s(¥o) [Ao1 cos(wo1t) + Boq sin(wo;t)]

Por lo tanto, las lineas nodales no dependen del angulo polar 8 y solo pueden depender de .
Como en este caso el primer cero de la funciéon de Bessel se da en el borde (r = a), no hay lineas
nodales en el interior de la membrana.

Elmodo 1,1 se expresa como:

z11(1,0,t) = J1(k117) cos(0 + 1) [A11 cos(wq4t) + Byq sin(wq4t)]
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Nuevamente el primer cero de la funcién de Bessel se da en el borde y por lo tanto no hay linea
nodal al interior de la membrana asociada a la coordenada radial. Sin embargo, en este caso hay
dependencia con el angulo polar. De manera que existe una linea nodal asociada a larecta 6 +
y1 = m/2.De manera que tenemos una linea nodal en

T

0 =—-—
2)’1

El modo 2,1 se expresa como:
721(1,0,t) = J(k317) cos(20 + v;) [A21 cos(wz1t) + Byq sin(wzt)]

Nuevamente el primer cero de la funcién de Bessel se da en el borde y por lo tanto no hay linea
nodal al interior de la membrana asociada a la coordenada radial. Para la coordenada polar
tenemos dos lineas nodales perpendiculares entre si en los angulos:

/s
921‘]’2
3
b=7""

Finalmente, el modo 0,2 se expresa como:

Zga(1,t) = Jo(koa1) cos(¥o) [Aoz cos(wgzt) + By, sin(wg,t)]
Nuevamente aqui no hay lineas nodales asociadas a la coordenada angular, pero en la coordenada

radial tenemos un circulo nodal cuando:

027 01
Joa _ o =192 & 4354

Jo2

(c) La solucidén general de oscilaciones libres en la membrana esta dada por:

o 0o

26,0,) = > " JonUlemn) €000 + ¥r) [Apun €OS@punt) + By Sin(unt)]

m=0n=1

La segunda condicidn inicial dada implica B,,,;, = 0y por lo tanto:

z(r,0,t) = Z Z A m (kpnr) cos(mB + v,,) cos(Wpnt)

m=0n=1

La primera condicién inicial implica:

26,0, = > " Apulin (kyunt) €OS(mO + in) = 3o (k1)

m=0n=1

Usando la ortogonalidad de las funciones de Bessel llegamos a:
Amn = (3 X% 1O_B)é‘moé‘nz ;Yo=0

De manera que para esta condicién inicial la solucién es:
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z(r,t) = (3 X 107%) Jo(ko21) cos(wozt)

Es decir, solo se excita al modo 0,2. La densidad superficial de energia cinética en la membrana e,
esta dada por:

1 (dz\* 9x10°6 2
( ) = ————pwh,(Jo(kozr))" sin?(wyzt)

—2P\ar 2
De manera que la energia cinética total en la membrana es la integral de esta cantidad sobre la
superficie de la membrana:

21

a
9x107°
:fj pw%z(]o(kozr))zsinz(a)ozt) dordr
0 0

9%x106
= Z”T W2 SN (wozt)frfo(kozr)fo(kozr)dr

Para calcular la integral en r usamos la ortogonalidad de las funciones de Bessel y obtenemos:

9x10°°

E. = 2ma* ——— — Wz sin (wozt) (]0(102))

Finalmente, el valor medio de la energia cinética se obtiene integrando este resultado en un
periodo de tiempo y dividiendo entre el valor del periodo:

T
-6

1 9x10
(B = 7 [ Ee(©rde == ma? wf; (5Gor))’

0

Sustituyendo los valores numéricos encontramos (E) = 0,50 J.

Ejercicio 2. Considere la situacion que se muestra en la

figura donde una cuerda de largo L es excitada en su punto

medio (x = 0) con un forzante de la forma Fe'®t. Sean

| v, (x, t) la solucion para—L/2 < x < 0 e y,(x, t) la solucion
x=0 para 0 < x < L/2. (a) Escribir las soluciones generales para

y1(x,t) e y,(x,t) y las condiciones de borde que deben cumplir. (b) Probar que:

y(x, t) = y10x, t) + yo(x, t) = Fe—i("t [sin <k (£ + x)) + sin <k (E — x))]
2k|T| cos (kL) 2 2

(c) Mostrar que la impedancia mecanica en x = 0 esta dada por:

. kL
Zy = —ipc cotan (7)
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SOLUCION

(a) Ambas soluciones consisten en ondas que se propagan en sentido positivo y negativo de x, por
lo tanto:

y1(x,t) = Ael(@t=kx) 4 pei(wt+k)
y,(x,t) = Cel@t=kx) 4 peil@t+kx)
Las condiciones de borde son 4:

1y 2: La cuerda esta fija en los extremos x = +L/2

(~5.6)=0:32(5.t) =0
yl 2’ - 'y2 2’ -

3: La cuerda tiene continuidad de movimiento en x = 0:
y1(0,8) = y,(0,t)
4: La suma de fuerzas sobre el punto x = 0 es nula:
—|T|% - |?|%+ Fel®t =0

(b) Aplicando la primera condicidon de borde tenemos:

Aetkl/2 4 Be—ikL/2 — () = B = —AeikL
De la segunda condicién tenemos:

Ce=ikL/2 4 Deikl/2 — ) = D = —(Ce—ikL
De la tercera condicidon tenemos:

A+B=C+D = A[1-e*]=C[1-e ]

e2 —e 2

kL1 _ikL ikL _IKL [ KL ikL
=>Ae2[e 2—e2]=Ce 2[

ikL kL _IkL kL
= —2ide 2 sin (—) = 2iCe 2 sin (—)
2 2
= C = —Ae'*l

Tenemos por lo tanto:

ikL (L . (L
y,(x, ) = A[e—ikx _ eikLeikx]eia)t — AelT [e—lk(§+x) _ elk(§+x)] plwt
ik L -
= y,(x,t) = —2ide 2 sin| k <E+ x) el@t

. . . . ikL . (L . (L ikL L
yo(x, t) = [~Aekle™k* 4 getk¥|elot = AelT [e_lk(f_x) - elk(f_x)] = —2iAelT sin (k (E - x))
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Imponiendo ahora la cuarta condicion de borde tenemos:

o - kL kL kL
2ik|T|Ae 2 [cos (7> + cos (7)] =—-F

_IkL
Fe 2

B 4ik|f| cos (kTL)

> A=

iwt
=2 y(x,t) =y, (x,t) +y,(x, t) = —L [e'ik(%”) - e“‘(%”) + e'ik(%'x) - eik(%‘x)]

4ik|?| cos (kTL)

___EE%QFm@@+g)Hm@@_gﬂ

2k|7| cos( >
(c) A partir de la expresidn anterior tenemos:

g=mh_ﬂﬁg§Fm@@+g)Hm@@_gﬂ

2k|7_")| cos (7

Evaluando esta expresion en x = 0 tenemos:

dy icFelwt sin (k_L)
E(x =0)= c? kzL
p cos (7)

De manera que la impedancia mecanica en ese punto queda:

7 - Fel®t o kL
0="5y ——lpccotan<7)
at




