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Ejercicio 1. (a) Suponga una membrana entera circular de radio 𝑎 = 0,25 m, densidad superficial 
de masa 𝜌 = 1,0 𝑘𝑔 𝑚−3 y sometida a una tensión de módulo |𝑇⃗ | = 2,5 × 104 𝑁 𝑚−1 que tiene el 
borde fijo. (a) Para esta membrana hallar los primero cuatro modos normales con menor 
frecuencia de vibración. (b) Para las frecuencias calculadas en la parte anterior, hallar las líneas 
nodales de cada modo de vibración. (c) Suponga que las condiciones iniciales de la membrana 
están dadas por: 

𝑧(𝑟, 𝜃, 0) = (3 × 10−3) 𝐽0(𝑘02𝑟)  

(
𝜕𝑧

𝜕𝑡
)
𝑡=0

= 0 

Hallar la energía cinética media de la membrana. 

SOLUCIÓN 

(a) Los modos normales surgen de cumplir la condición de borde fijo en 𝑟 = 𝑎. Para cumplir esta 
condición debemos tener: 

𝐽𝑚(𝑘𝑎) = 0 ⇒ 𝑘 =
𝑗𝑚𝑛

𝑎
⇒ 𝜔𝑚𝑛 =

𝑐𝑗𝑚𝑛

𝑎
 

Por lo tanto, los modos con menor frecuencia son aquellos con valores más bajos de 𝑗𝑚𝑛. De la 
tabla adjunta podemos ver que los primeros 4 modos corresponden a: 𝑗01, 𝑗11, 𝑗21 𝑦 𝑗02. La 
velocidad de la onda en la membrana está dada por: 

𝑐 = √
|𝑇⃗ |

𝜌
⇒ 𝜔𝑚𝑛 = √

|𝑇⃗ |

𝜌

𝑗𝑚𝑛

𝑎
 

Sustituyendo en esta expresión los valores numéricos correspondientes obtenemos: 

𝜔01 ≅ 1,52 × 103 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝜔11 ≅ 2,42 × 103 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝜔21 ≅ 3,25 × 103 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝜔02 ≅ 3,49 × 103 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

(b) El modo 0,1 se expresa como: 

𝑧01(𝑟, 𝑡) = 𝐽0(𝑘01𝑟) cos(𝛾0) [𝐴01 cos(𝜔01𝑡) + 𝐵01 sin(𝜔01𝑡)] 

Por lo tanto, las líneas nodales no dependen del ángulo polar 𝜃 y solo pueden depender de 𝑟. 
Como en este caso el primer cero de la función de Bessel se da en el borde (𝑟 = 𝑎), no hay líneas 
nodales en el interior de la membrana.  

El modo 1,1 se expresa como: 

𝑧11(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝐽1(𝑘11𝑟) cos(𝜃 + 𝛾1) [𝐴11 cos(𝜔11𝑡) + 𝐵11 sin(𝜔11𝑡)] 
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Nuevamente el primer cero de la función de Bessel se da en el borde y por lo tanto no hay línea 
nodal al interior de la membrana asociada a la coordenada radial. Sin embargo, en este caso hay 
dependencia con el ángulo polar. De manera que existe una línea nodal asociada a la recta 𝜃 +

𝛾1 = 𝜋 2⁄ . De manera que tenemos una línea nodal en  

𝜃 =
𝜋

2
− 𝛾1 

El modo 2,1 se expresa como: 

𝑧21(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝐽2(𝑘21𝑟) cos(2𝜃 + 𝛾2) [𝐴21 cos(𝜔21𝑡) + 𝐵11 sin(𝜔21𝑡)] 

Nuevamente el primer cero de la función de Bessel se da en el borde y por lo tanto no hay línea 
nodal al interior de la membrana asociada a la coordenada radial. Para la coordenada polar 
tenemos dos líneas nodales perpendiculares entre sí en los ángulos: 

𝜃 =
𝜋

4
− 𝛾2 

𝜃 =
3𝜋

4
− 𝛾2 

Finalmente, el modo 0,2 se expresa como: 

𝑧02(𝑟, 𝑡) = 𝐽0(𝑘02𝑟) cos(𝛾0) [𝐴02 cos(𝜔02𝑡) + 𝐵02 sin(𝜔02𝑡)] 

Nuevamente aquí no hay líneas nodales asociadas a la coordenada angular, pero en la coordenada 
radial tenemos un círculo nodal cuando: 

𝑗02𝑟

𝑎
= 𝑗01 ⇒ 𝑟 =

𝑗01𝑎

𝑗02
≅ 0,435𝑎 

(c) La solución general de oscilaciones libres en la membrana está dada por: 

𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑ ∑ 𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟) cos(𝑚𝜃 + 𝛾𝑚) [𝐴𝑚𝑛 cos(𝜔𝑚𝑛𝑡) + 𝐵𝑚𝑛 sin(𝜔𝑚𝑛𝑡)]

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

La segunda condición inicial dada implica 𝐵𝑚𝑛 = 0 y por lo tanto: 

𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑ ∑ 𝐴𝑚𝑛𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟) cos(𝑚𝜃 + 𝛾𝑚) cos(𝜔𝑚𝑛𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

 

La primera condición inicial implica: 

𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑ ∑ 𝐴𝑚𝑛𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟) cos(𝑚𝜃 + 𝛾𝑚)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=0

= 3𝐽0(𝑘02𝑟) 

Usando la ortogonalidad de las funciones de Bessel llegamos a: 

𝐴𝑚𝑛 = (3 × 10−3)𝛿𝑚0𝛿𝑛2 ; 𝛾0 = 0 

De manera que para esta condición inicial la solución es: 
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𝑧(𝑟, 𝑡) = (3 × 10−3) 𝐽0(𝑘02𝑟) cos(𝜔02𝑡) 

Es decir, solo se excita al modo 0,2. La densidad superficial de energía cinética en la membrana 𝑒𝑐 
está dada por: 

𝑒𝑐 =
1

2
𝜌 (

𝜕𝑧

𝜕𝑡
)
2

=
9 × 10−6

2
𝜌𝜔02

2 (𝐽0(𝑘02𝑟))
2
sin2(𝜔02𝑡) 

De manera que la energía cinética total en la membrana es la integral de esta cantidad sobre la 
superficie de la membrana: 

𝐸𝑐 = ∫∫
9 × 10−6

2
𝜌𝜔02

2 (𝐽0(𝑘02𝑟))
2
sin2(𝜔02𝑡)

2𝜋

0

𝑑𝜃𝑟𝑑𝑟

𝑎

0

 

= 2𝜋
9 × 10−6

2
 𝜔02

2 sin2(𝜔02𝑡)∫ 𝑟𝐽0(𝑘02𝑟)𝐽0(𝑘02𝑟)𝑑𝑟

𝑎

0

 

Para calcular la integral en 𝑟 usamos la ortogonalidad de las funciones de Bessel y obtenemos: 

𝐸𝑐 = 2𝜋𝑎2
9 × 10−6

2
 𝜔02

2 sin2(𝜔02𝑡)
1

2
 (𝐽0

′ (𝑗02))
2

 

Finalmente, el valor medio de la energía cinética se obtiene integrando este resultado en un 
período de tiempo y dividiendo entre el valor del período: 

〈𝐸𝑐〉 =
1

𝑇
∫𝐸𝑐(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

=
9 × 10−6

4
 𝜋𝑎2 𝜔02

2  (𝐽0
′(𝑗02))

2
 

Sustituyendo los valores numéricos encontramos 〈𝐸〉 ≅ 0,50 J. 

 

 

Ejercicio 2. Considere la situación que se muestra en la 
figura donde una cuerda de largo 𝐿 es excitada en su punto 
medio (𝑥 = 0) con un forzante de la forma 𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡. Sean 
𝑦1(𝑥, 𝑡) la solución para −𝐿/2 ≤ 𝑥 ≤ 0 e 𝑦2(𝑥, 𝑡) la solución 
para 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿/2. (a) Escribir las soluciones generales para 

𝑦1(𝑥, 𝑡) e 𝑦2(𝑥, 𝑡) y las condiciones de borde que deben cumplir. (b) Probar que: 

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑦1(𝑥, 𝑡) + 𝑦2(𝑥, 𝑡) =
𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡

2𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2 )

[sin(𝑘 (
𝐿

2
+ 𝑥)) + sin(𝑘 (

𝐿

2
− 𝑥))] 

(c) Mostrar que la impedancia mecánica en 𝑥 = 0 está dada por: 

𝑍0 = −𝑖𝜌𝑐 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝐿

2
) 
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SOLUCIÓN 

(a) Ambas soluciones consisten en ondas que se propagan en sentido positivo y negativo de 𝑥, por 
lo tanto: 

𝑦1(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥) + 𝐵𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝑘𝑥) 

𝑦2(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥) + 𝐷𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝑘𝑥) 

Las condiciones de borde son 4: 

1 y 2: La cuerda está fija en los extremos 𝑥 = ±𝐿/2 

𝑦1 (−
𝐿

2
, 𝑡) = 0 ; 𝑦2 (

𝐿

2
, 𝑡) = 0 

3: La cuerda tiene continuidad de movimiento en 𝑥 = 0: 

𝑦1(0, 𝑡) = 𝑦2(0, 𝑡) 

4: La suma de fuerzas sobre el punto 𝑥 = 0 es nula: 

−|𝑇⃗ |
𝜕𝑦1

𝜕𝑥
+ |𝑇⃗ |

𝜕𝑦2

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡 = 0 

(b) Aplicando la primera condición de borde tenemos: 

𝐴𝑒𝑖𝑘𝐿/2 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝐿/2 = 0 ⇒ 𝐵 = −𝐴𝑒𝑖𝑘𝐿 

De la segunda condición tenemos: 

𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿/2 + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿/2 = 0 ⇒ 𝐷 = −𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 

De la tercera condición tenemos: 

𝐴 + 𝐵 = 𝐶 + 𝐷 ⇒ 𝐴[1 − 𝑒𝑖𝑘𝐿] = 𝐶[1 − 𝑒−𝑖𝑘𝐿] 

⇒ 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 [𝑒

−
𝑖𝑘𝐿
2 − 𝑒

𝑖𝑘𝐿
2 ] = 𝐶𝑒−

𝑖𝑘𝐿
2 [𝑒

𝑖𝑘𝐿
2 − 𝑒−

𝑖𝑘𝐿
2 ] 

⇒ −2𝑖𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 sin (

𝑘𝐿

2
) = 2𝑖𝐶𝑒−

𝑖𝑘𝐿
2 sin (

𝑘𝐿

2
) 

⇒ 𝐶 = −𝐴𝑒𝑖𝑘𝐿 

Tenemos por lo tanto: 

𝑦1(𝑥, 𝑡) = 𝐴[𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝑒𝑖𝑘𝐿𝑒𝑖𝑘𝑥]𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 [𝑒

−𝑖𝑘(
𝐿
2
+𝑥)

− 𝑒
𝑖𝑘(

𝐿
2
+𝑥)

] 𝑒𝑖𝜔𝑡 

⇒ 𝑦1(𝑥, 𝑡) = −2𝑖𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 sin (𝑘 (

𝐿

2
+ 𝑥))𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝑦2(𝑥, 𝑡) = [−𝐴𝑒𝑖𝑘𝐿𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥]𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 [𝑒

−𝑖𝑘(
𝐿
2
−𝑥)

− 𝑒
𝑖𝑘(

𝐿
2
−𝑥)

] = −2𝑖𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 sin(𝑘 (

𝐿

2
− 𝑥)) 
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Imponiendo ahora la cuarta condición de borde tenemos: 

2𝑖𝑘|𝑇⃗ |𝐴𝑒
𝑖𝑘𝐿
2 [cos (

𝑘𝐿

2
) + cos (

𝑘𝐿

2
)] = −𝐹 

⇒ 𝐴 = −
𝐹𝑒−

𝑖𝑘𝐿
2

4𝑖𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2

)
 

⇒ 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑦1(𝑥, 𝑡) + 𝑦2(𝑥, 𝑡) = −
𝐹 𝑒𝑖𝜔𝑡

4𝑖𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2 )

[𝑒
−𝑖𝑘(

𝐿
2
+𝑥)

− 𝑒
𝑖𝑘(

𝐿
2
+𝑥)

+ 𝑒
−𝑖𝑘(

𝐿
2
−𝑥)

− 𝑒
𝑖𝑘(

𝐿
2
−𝑥)

]  

 

=
𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡

2𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2 )

[sin(𝑘 (
𝐿

2
+ 𝑥)) + sin (𝑘 (

𝐿

2
− 𝑥))] 

(c) A partir de la expresión anterior tenemos: 

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔

𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡

2𝑘|𝑇⃗ | cos (
𝑘𝐿
2 )

[sin (𝑘 (
𝐿

2
+ 𝑥)) + sin(𝑘 (

𝐿

2
− 𝑥))] 

Evaluando esta expresión en 𝑥 = 0 tenemos: 

𝜕𝑦

𝜕𝑡
(𝑥 = 0) =

𝑖𝑐𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜌𝑐2

sin (
𝑘𝐿
2

)

cos (
𝑘𝐿
2 )

 

De manera que la impedancia mecánica en ese punto queda: 

𝑍0 =
𝐹𝑒𝑖𝜔𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑡

= −𝑖𝜌𝑐 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝐿

2
) 


