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Repartido 6: Mdédulos libres y producto tensorial

1. Este resultado vuelve a la parte de anillos y mejora un resultado visto en clase. Ademads, sirve para
probar el ejercicio que sigue.

a) Probar que si en un monoide todo elemento es invertible a izquierda, entonces todo elemento es
invertible.

b) Probar que son equivalentes:
(i) A es un anillo con divisién,

(ii) A no contiene ideales izquierdos propios,
(iii) todo elemento no nulo de A es invertible a izquierda,
(iv) todo elemento de A es invertible.

2. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) A es un anillo con division.

(ii) todo A-mdédulo a izquierda es libre.

Sugerencia para (ii) implica (i), tomar un ideal izquierdo maximal I y observar que el médulo (libre)
a izquierda A/I no tiene submdédulos propios, de lo que se deducird que A no tiene ideales izquierdos
propios.

3. Probar el Lema 4.4.24 de las notas del curso.
4. Probar que si M y N son mddulos libres, entonces M @ N es un moédulo libre.

5. Probar que si M y N son moddulos libres y existen bases B de M y C de N tales que #B = #C,
entonces M y N son isomorfos.

6. Sea A un anillo conmutativo. Probar que Homy (A", A™) es un A-mdédulo libre de rango mn, para
todo m,n € Z™.

7. Se considera Q como Z-mddulo.

a) Probar que Q no es finitamente generado.

b) Probar que Q no es libre.
8. Sea A un anillo conmutativo que verifica que todo submdédulo de un A-mddulo libre, es libre. Probar:

a) Todo ideal de A es principal.

b) En A no hay divisores de cero.
Deducir que A es un DIP.

9. Se considera el anillo de polinomios Q[X]. Sean

A= {ZaiXi € Q[X]: ag ez}, I= {ZaiXi € Q[X]: ag :o}.
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a) Probar que A es un subanillo de Q[X] y que I es un ideal de A.
b) Sean pi,...,p: € I arbitrarios no nulos. Luego cada p; se escribe de la forma
p; = i ks + (términos de grado mayor que k;), i #0, k; > 1.
n; n;
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Probar que Try

X estd en I pero no en Zﬁzl A-p;.

¢) Probar que I no es finitamente generado como A-mdédulo.

10. Sea A un anillo cualquiera y R = Endg A[X] el anillo de endomorfismos de A[X]. En lo que sigue
consideraremos R como R-mddulo (luego la accién es la composicién de morfismos).

Recordar que A[X] es un A-médulo libre de base {1, X, X2 .. }

a) Se definen €1,e5 € R mediante

{ er(X?) = Xn ? { e2(X?") = 0,

51()(2n—&—1) = 0 62(){27%&—1) - Xn, , VneN.

1) Probar que si ¢ € R, entonces ¢ = p1£1 + paeg, siendo @1, p2 € R definidas por
1 (X™) = cp(X2") . pa(XT) = @(X2"+1) , VneN.

2) Probar que {€1,e2} es una base de R como R-mdédulo.

b) Probar que R admite una base de cardinal n, para todo n =1,2,3,....
11. Dar ejemplos de mdédulos en los cuales:

a
b

Un LI tiene mas elementos que un generador.

Un LI tiene la misma cantidad de elementos que una base, pero no es base.

d
e) Los médulos M y N son libres, pero rango(M @& N) # rango(M) + rango(NV).

)

)
¢) Un generador tiene la misma cantidad de elementos que una base, pero no es base.

) El médulo es finitamente generado y tiene un submédulo que no es finitamente generado.

)
12. En este ejercicio los productos tensoriales son sobre Z, A es un grupo abeliano y m,n > 0. Probar:
a) AQ Ly = A/mA.
b) L @ Ly, = Zg. siendo d = med(m,n). Observar que esto implica Z,, ® Z,, = 0. si med(m,n) = 1.
c) QeQ=Q.
d) Q/Z # 0 pero Q/Z @ Q/Z = 0. Generalizar a un dominio cualquiera en lugar de Z.

13. Sea A = Z[z] y sea I el ideal de A generado por 2 y x. Probar que z ® x + 2 ® 2 no es un tensor
elemental en I ® 4 I (pero silo esen A®y A)).

14. Cambiar el anillo en un producto tensorial puede o no afectarlo. Probar:

a) Q®zQ=Q®q Q.
b) Probar que C ®r C ¥ C ®¢ C.



