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Practico 7
En los ejercicios que siguen, D es un dominio de ideales principales.

1. Sea M # {0} un D-médulo finitamente generado. Probar que M es de torsion si y solo si Ann(M) =
(a), con a # 0. Dar un ejemplo de un D-médulo de torsiéon N que verifique Ann(N) = {0}.

2. Sean M, N dos D-médulos tales que Ann(M) = (a) y Ann(N) = (b), siendo a y b no nulos. Probar
Ann(M @ N) = (c¢), siendo ¢ el minimo comun multiplo de a y b.

3. Chequear la parte de unicidad de la Proposicién 5.4.7 de las notas del curso.
4. Chequear lo que quedé como ejercicio en la Proposicién 5.4.13 de las notas del curso.

5. Sea M un D-médulo libre finitamente generado. El objetivo del ejercicio es probar que un generador
de M con una cantidad minima de elementos, es una base! de M. Sea r > 0 el rango de M y G un
generador de M que tiene r elementos.

a) Sea L = D - G el D-médulo libre de base Gy ¢ : L — M el epimorfismo asociado. Probar que
Ker (¢) es un sumando directo de L.

b) Tomando rangos, deducir Ker (¢) = {0}. Concluir que G es una base de M.

Notar que un LI con una cantidad méxima de elementos no tiene por qué ser una base (considerar

M =D =17).
6. Un A-médulo se dice ciclico si tiene un generador de cardinal 1, esto es M = Am para cierto m € M.

a) Probar que A/I es un A-médulo ciclico para todo I ideal de A (A anillo conmutativo cualquiera).
b) Probar que Zy € Z3 es ciclico como Z médulo y Zs @ Z4 no lo es.

¢) Sean ay,...,a, € ZT, probar que @;_, Z,, es ciclico si y s6lo si ay, ..., a, son primos dos a dos.

7. Sea M un D-médulo libre de rango finito y N un submédulo de M. Probar que M/N es un médulo
de torsién si y solo si el rango de M coincide con el de N.

8. Determinar (a menos de isomorfismo):

a) Todos los grupos abelianos de orden 360.

b) Todos los grupos abelianos de orden n, para n < 20.

9. Hallar el ntimero de grupos abelianos no isomorfos de érdenes 216, 3.000, 3.375 y 10.000. Pensar en
c6mo seria una férmula para calcular el nimero de grupos abelianos no isomorfos de un orden dado.

10. Sea p € N un primo. Un grupo abeliano G es un p-grupo si para cada g € G, existe n > 0 (que depende
de g) tal que p™ - g = 0.

a) Sea G un p-grupo abeliano finito. Probar que existe k > 0 tal que Ann(G) = (p*). Deducir que
el orden de G es una potencia de p.

'El caso M = D = Z muestra que un LI con una cantidad méxima de elementos no tiene por qué ser una base.



11.

12.

b) Probar que Zy» (n > 0) admite subgrupos de orden p*, para todo k =0,...,n.

¢) Sea G un grupo abeliano de orden p", n entero positivo. Probar que G admite una torre de
subgrupos {0} = Gy C G1 C --- C G, = G, tales que el orden de G, es p¥, para todo k = 0,...,n.
(Ojo que la hipétesis no implica G =~ Z».)

Hay unicidad de los subgrupos en los dos casos anteriores?

Sea G un grupo abeliano finito. Probar que para cada natural n que divide al orden de G, existe un
subgrupo de G que tiene orden n.

Determinar los divisores elementales y los factores invariantes de los siguientes grupos abelianos.
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