
Ejercicio 1 

(a) Considere una fuente de ondas plana pero de geometría arbitraria cuya superficie vibra en 
forma armónica con velocidad 𝑈0𝑒

𝑖𝜔𝑡 en todos sus puntos. Mostrar que en la aproximación de 
campo lejano el campo acústico de presión toma la forma: 

𝑃′(𝑟, 𝑡) = 𝑃𝑠
′(𝑟, 𝑡)𝐻(𝜃, 𝜑) 

donde 𝑃𝑠
′(𝑟, 𝑡) es el campo de una fuente simple que solamente depende de la distancia a la fuente 

y tiene simetría esférica y 𝐻(𝜃, 𝜑) es el diagrama de directividad de la fuente, siendo 𝜃, 𝜑 los 
ángulos de las coordenadas esféricas. (b) Si la fuente es un rectángulo de lados 𝑎 y 𝑏, hallar 𝑃𝑠

′(𝑟, 𝑡) 
y 𝐻(𝜃, 𝜑). (c) En el caso en que la fuente sea cuadrada (𝑎 = 𝑏), mostrar que la condición para que 
exista al menos una línea nodal en la emisión está dada por: 

tan(𝜃) ≥
𝜆

𝑎
 

donde 𝜆 es la longitud de onda de la emisión.  

Solución 

(a) Si dividimos la fuente arbitraria en infinitas fuentes simples, el campo acústico de cada una de 
ellas está dado por: 

𝑑𝑃′(𝑟, 𝑡) =
𝑖𝜔𝜌0

4𝜋|𝑟 − 𝑟𝑠|
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘|𝑟−𝑟𝑠|)𝑑𝑄𝑠 

Donde 𝑟 es el punto de observación y 𝑟𝑠 es un punto sobre la superficie de la fuente, como se 
muestra en la figura. Como todos los puntos de la superficie vibran con la misma amplitud 
tenemos 𝑑𝑄𝑠 = 𝑈0𝑑𝑆. La distancia 𝑅 = |𝑟 − 𝑟𝑠| está dada por: 

𝑅 = [𝑧2 + (𝑥 − 𝑥𝑠)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)

2]1/2 = 𝑧 [1 + (
𝑥 − 𝑥𝑠

𝑧
)
2

+ (
𝑦 − 𝑦𝑠

𝑧
)
2

]
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= 𝑧 [1 +
𝑥2 + 𝑥𝑠

2 − 2𝑥𝑥𝑠 + 𝑦2 + 𝑦𝑠
2 − 2𝑦𝑦𝑠

𝑧2
]
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En la aproximación de campo lejano podemos despreciar los términos cuadráticos en la fase y 
expresar a primer orden: 

𝑅 ≅ 𝑧 [1 +
1

2

(𝑥2 + 𝑦2)

𝑧2
−

𝑥𝑥𝑠

𝑧2
−

𝑦𝑦𝑠

𝑧2
] = 𝑧 +

1

2

𝜌2

𝑧
−

𝑥

𝑧
𝑥𝑠 −

𝑦

𝑧
𝑦𝑠 

Mientras que para el término en amplitud nos quedamos el orden cero: 

𝑅 ≅ 𝑧 +
1

2

𝜌2

𝑧
≅ 𝑟 

Donde hemos definido 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2. De manera que en la aproximación de campo lejano tenemos 
para cada fuente simple: 



𝑑𝑃′(𝑟, 𝑡) ≅
𝑖𝜔𝜌0𝑈0

4𝜋𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)𝑦𝑒

𝑖𝑘𝑥
𝑧

𝑥𝑠𝑒
𝑖𝑘𝑦
𝑧

𝑦𝑠𝑑𝑆 

El campo total de la fuente se obtiene integrando sobre la superficie de esta: 

𝑃′(𝑟, 𝑡) ≅
𝑖𝜔𝜌0𝑈0

4𝜋𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) ∫ 𝑒

𝑖𝑘𝑥
𝑧

𝑥𝑠𝑒
𝑖𝑘𝑦
𝑧

𝑦𝑠𝑑𝑆

𝑆

 

Podemos escribir: 

𝑥

𝑧
= tan(𝜃) cos(𝜑) 

𝑦

𝑧
= tan(𝜃) sin(𝜑) 

De manera que: 

 

𝑖𝜔𝜌0𝑈0𝑆

4𝜋𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) [

1

𝑆
 ∫ 𝑒𝑖𝑘 tan(𝜃)(𝑥𝑠 cos(𝜑)+𝑦𝑠sin (𝜑))𝑑𝑆

𝑆

] 

La expresión entre paréntesis rectos es una función de 𝜃 y 𝜑 que es proporcional a la transformada 
de Fourier de la geometría de la fuente y llamaremos 𝐻(𝜃, 𝜑). El producto 𝑈0𝑆 = 𝑄 es el poder total 
de la fuente, de manera que llegamos al resultado buscado: 

𝑃′(𝑟, 𝑡) = 𝑃𝑠
′(𝑟, 𝑡)𝐻(𝜃, 𝜑) 

Donde: 

𝑃𝑠
′(𝑟, 𝑡) =

𝑖𝜔𝜌0𝑄

4𝜋𝑟
 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) 

𝐻(𝜃, 𝜑) =
1

𝑆
∫ 𝑒𝑖𝑘 tan(𝜃)(𝑥𝑠 cos(𝜑)+𝑦𝑠sin (𝜑))𝑑𝑆

𝑆

 

(b) Si la fuente es un rectángulo de lados 𝑎 y 𝑏, tenemos de la parte anterior: 

𝑃𝑠
′(𝑟, 𝑡) =

𝑖𝜔𝜌0𝑈0𝑎𝑏

4𝜋𝑟
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟) 

𝐻(𝜃, 𝜑) =
1

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑒𝑖𝑘 tan(𝜃) cos(𝜑)𝑥𝑠

𝑏/2

−𝑏/2

𝑒𝑖𝑘 tan(𝜃) sin(𝜑)𝑦𝑠𝑑𝑥𝑠𝑑𝑦𝑠

𝑎/2

−𝑎/2

 

=
1

𝑎𝑏

[
 
 
 

∫ 𝑒𝑖𝑘𝑡𝑎𝑛(𝜃) cos(𝜑)𝑥𝑠

𝑎
2

−
𝑎
2

𝑑𝑥𝑠

]
 
 
 2𝑖 sin (𝑘 𝑡𝑎𝑛(𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

𝑏
2)

𝑖𝑘𝑡𝑎𝑛(𝜃) sin(𝜑)
  



=
sin (𝑘 𝑡𝑎𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

𝑎
2
)

𝑘 𝑡𝑎𝑛(𝜃) cos(𝜑)
𝑎
2

sin (𝑘 𝑡𝑎𝑛(𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝜑)
𝑏
2
)

𝑘 𝑡𝑎𝑛(𝜃) sin(𝜑)
𝑏
2

 

= 𝑠𝑖𝑛𝑐 (
𝑘𝑎

2
tan(𝜃) cos(𝜑)) 𝑠𝑖𝑛𝑐 (

𝑘𝑏

2
tan(𝜃) sin(𝜑)) 

(c) la función 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑥) se anula cuando el argumento vale  𝑚𝜋 con 𝑚 = 1,2,3…. de manera que para 
tener una línea nodal en una fuente cuadrada se debe cumplir una de las siguientes condiciones: 

𝑘𝑎

2
tan(𝜃) cos(𝜑) = 𝑚𝜋 

𝑘𝑎

2
tan(𝜃) sin(𝜑) = 𝑚𝜋 

La primera línea nodal se da en 𝑚 = 1. De manera que para que exista alguna línea nodal para un 
ángulo 𝜃 dado, debemos tener alguna de las siguientes condiciones 

cos(𝜑) =
2𝜋

𝑘𝑎

1

tan(𝜃)
=

𝜆

𝑎

1

tan(𝜃)
 

sin(𝜑) =
𝜆

𝑎

1

tan(𝜃)
 

Tanto sin (𝜑) como cos(𝜑) deben ser menores o iguales a 1 de manera que se debe cumplir: 

tan(𝜃) ≅ sin(𝜃) ≥
𝜆

𝑎
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ejercicio 2. 

Considere una guía de ondas rectangular de lados 𝑎 y 𝑏 con bordes rígidos, y una onda plana de 
frecuencia 𝜔 y velocidad 𝑐 que incide sobre la entrada de la guía. En su interior la onda se propaga 
con un ángulo respecto a la dirección 𝑧 como se muestra en la figura.  

 

(a) A partir de las condiciones de borde y el método de separación de variables muestre que la 
componente de propagación de la onda en la dirección z es: 

𝑘𝑧 = [(
𝜔

𝑐
)
2

− 𝑘𝑚𝑛
2 ]
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  ;   𝑘𝑚𝑛
2 = (

𝑚𝜋

𝑎
)
2

+ (
𝑛𝜋

𝑏
)
2

 

 
y explique brevemente qué sucede si 𝜔/𝑐 < 𝑘𝑚𝑛. (b) Encuentre la velocidad de fase y la velocidad 
de grupo para la onda que se propaga en la guía, en función de la frecuencia de la onda incidente 
(𝜔) y la frecuencia de corte (𝜔𝑚𝑛 = 𝑐𝑘𝑚𝑛). (c) Mostrar que la velocidad de grupo se puede escribir 
como 𝑐𝑔 = 𝑐 cos(𝜃). Explique qué pasa con la propagación de la onda (velocidad de fase y de 
grupo) en los casos límites 𝜃 = 0 y 𝜃 = 𝜋/2. ¿En estos casos, cómo es la relación entre la 
frecuencia incidente y la frecuencia de corte de cada modo? 

 
Solución 

(a) Como la onda contiene una única frecuencia tenemos la relación entre el número de ondas y la 
frecuencia:  

𝑘2 = (
𝜔

𝑐
)
2

 

Aplicando separación de variables a la ecuación de ondas tenemos: 



𝑃′ = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧)𝑒𝑖𝜔𝑡 

∇2𝑃′ + 𝑘2𝑃′ = {[𝑌𝑍
𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+ 𝑋𝑍

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2
+ 𝑋𝑌

𝑑2𝑍

𝑑𝑧2
] + 𝑘2𝑋𝑌𝑍}𝑒𝑖𝜔𝑡 = 0 

Dividiendo esta expresión entre 𝑃′ tenemos: 

1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+

1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2
+

1

𝑍

𝑑2𝑍

𝑑𝑧2
= −𝑘2 

De manera que podemos escribir: 

1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
= −𝑘𝑥

2 

1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2
= −𝑘𝑦

2 

1

𝑍

𝑑2𝑍

𝑑𝑧2
= −𝑘𝑧

2 

con 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2 = 𝑘2 ⇒ 𝑘𝑧 = (𝑘2 − 𝑘𝑥

2 − 𝑘𝑦
2)

1/2
 .Cada función espacial cumple con la ecuación 

diferencial de un movimiento armónico simple de manera que: 

𝑋(𝑥) = 𝐴 sin(𝑘𝑥𝑥) + 𝐵 cos(𝑘𝑥𝑥) 

Usando la condición de borde rígido tenemos que la velocidad particular cumple: 𝑣𝑥 = 0 𝑠𝑖 𝑥 =

0 ; 𝑥 = 𝑎. La velocidad particular se relaciona con la presión acústica mediante la ecuación de 
Euler: 

𝜌0

𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
= −∇𝑃′ 

De manera que 𝑣𝑥 ∝ 𝑑𝑋/𝑑𝑥: 

𝑑𝑋

𝑑𝑥
= 𝑘𝑥(𝐴 cos(𝑘𝑥𝑥) − 𝐵 sin(𝑘𝑥𝑥)) 

Evaluando en 𝑥 = 0 tenemos 𝑘𝑥𝐴 = 0 ⇒ 𝐴 = 0. Evaluando en 𝑥 = 𝑎 tenemos 𝐵 sin(𝑘𝑥𝑎) = 0 ⇒

𝑘𝑥 = 𝑚𝜋/𝑎 𝑚 = 0,1,2,3,… De manera análoga tenemos 𝑘𝑦 = 𝑛𝜋/𝑏  𝑛 = 0,1,2,3,… Por lo tanto la 
expresión para 𝑘𝑧 está dada por: 

𝑘𝑧 = [(
𝜔

𝑐
)
2

− 𝑘𝑚𝑛
2 ]
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; 𝑘𝑚𝑛
2 = (

𝑚𝜋

𝑎
)
2

+ (
𝑛𝜋

𝑏
)
2

 

Si 𝜔/𝑐 < 𝑘𝑚𝑛   entonces 𝑘𝑧 es imaginario y tenemos una onda evanescente en la dirección 𝑧. La 
consecuencia es que no hay propagación para ese modo en particular.  

(b)La velocidad de fase la encontramos como: 



𝑐𝑓 =
𝜔

𝑘𝑧
=

𝜔

[(
𝜔
𝑐
)
2
− 𝑘𝑚𝑛

2 ]

1
2

= 𝑐 [1 − (
𝜔𝑚𝑛

𝜔
)
2

]

−1/2

 

con 𝜔𝑚𝑛 = 𝑐𝑘𝑚𝑛. Para la velocidad de grupo tenemos que calcular:  

𝑐𝑔 =
𝜕𝜔

𝜕𝑘𝑧
= (

𝜕𝑘𝑧

𝜕𝜔
)
−1

 

𝜕𝑘𝑧

𝜕𝜔
=

1

2
[(

𝜔

𝑐
)
2

− 𝑘𝑚𝑛
2 ]

−
1
2
2

𝜔

𝑐2
=

1

𝑐
[1 − (

𝜔𝑚𝑛

𝜔
)
2

]
−

1
2
  

⇒ 𝑐𝑔 = 𝑐 [1 − (
𝜔𝑚𝑛

𝜔
)
2

]
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(c) Tenemos que: 

cos(𝜃) =
𝑘𝑧

𝑘
= (

𝜔

𝑐
) [1 − (

𝜔𝑚𝑛

𝜔
)
2

]
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𝑘
= [1 − (

𝜔𝑚𝑛

𝜔
)
2

]
1/2

 

de manera que: 

𝑐𝑔 = 𝑐 cos(𝜃) 

Si 𝜃 = 0, cos(𝜃) = 1 de manera que 𝑐𝑓 = 𝑐𝑔 = 𝑐. La onda se propaga únicamente en la dirección 𝑧. 
Esta condición se obtiene en el modo 0,0 o en el límite 𝜔 ≫ 𝜔𝑚𝑛. 

Si 𝜃 = 𝜋/2  cos(𝜃) = 0 ⇒ 𝑘𝑧 = 0. La onda no se propaga dirección 𝑧 y por lo tanto 𝑐𝑔 = 0 , 𝑐𝑓 → ∞. 
Esta condición se obtiene cuando 𝜔 = 𝜔𝑚𝑛.  

 


