Ejercicio 1

(a) Considere una fuente de ondas plana pero de geometria arbitraria cuya superficie vibra en
forma armodnica con velocidad eri“’t en todos sus puntos. Mostrar que en la aproximacion de
campo lejano el campo acustico de presion toma la forma:

P'(7,t) = F{(r,t)H (6, 9)

donde P/(r, t) es el campo de una fuente simple que solamente depende de la distancia a la fuente
y tiene simetria esféricay H(0, ) es el diagrama de directividad de la fuente, siendo 8, ¢ los
angulos de las coordenadas esféricas. (b) Si la fuente es un rectéangulo de lados a y b, hallar P, (1, t)
y H(8, ¢). (c) En el caso en que la fuente sea cuadrada (a = b), mostrar que la condicién para que
exista al menos una linea nodal en la emision esta dada por:

A
>
tan(@) = 7

donde A4 es la longitud de onda de la emision.
Solucion

(a) Si dividimos la fuente arbitraria en infinitas fuentes simples, el campo acustico de cada una de
ellas esta dado por:
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Donde 7 es el punto de observaciony 7; es un punto sobre la superficie de la fuente, como se
muestra en la figura. Como todos los puntos de la superficie vibran con la misma amplitud
tenemos dQ, = U,dS. La distancia R = |F' — 7;| esta dada por:

R=[z2+(x—x)+(—y)? " =2 [1 + (x _sz)z + (y _Zys)z]l/
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En la aproximacion de campo lejano podemos despreciar los términos cuadraticos en la fasey
expresar a primer orden:

1(x2+y%) xxs vy 1
Rzz[1+————s——s =zt X = s

Mientras que para el término en amplitud nos quedamos el orden cero:

R=z+=
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Donde hemos definido p2 =x? + yz. De manera que en la aproximacion de campo lejano tenemos
para cada fuente simple:



iwpeU, ikx = iky

dP'(7,t) = el @t=knye 2z Ysez 75dS

El campo total de la fuente se obtiene integrando sobre la superficie de esta:
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P'(#,t) = Mel(wt—kr) f e%xse%%ds
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Podemos escribir:
X
- = tan(6) cos()
y .
= = tan(#@) sin(¢p)
Z

De manera que:

iwpoUpS pi(wt—kr) 1 f otk tan(8) (x5 cos(@)+yssin (9)) 4§
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La expresion entre paréntesis rectos es una funciéon de 8 y ¢ que es proporcional a la transformada
de Fourier de la geometria de la fuente y llamaremos H(6, ¢). El producto UyS = Q es el poder total
de la fuente, de manera que llegamos al resultado buscado:

P'(7,t) = P/(r,t)H(O, @)

Donde:

iw .
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(b) Si la fuente es un rectangulo de lados a y b, tenemos de la parte anterior:
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sin (k tan(0) cos(p) %) sin (k tan(0) sin(p) g)

k tan(0) cos(¢) % k tan(0) sin(¢) g

ka kb
= sinc (7 tan(6) cos((p)) sinc (7 tan(6) sin((p))

(c) la funcién sinc(x) se anula cuando el argumento vale mrm conm = 1,2,3 .... de manera que para
tener una linea nodal en una fuente cuadrada se debe cumplir una de las siguientes condiciones:

ka
7tan(9) cos(p) =mm

ka )

7tan(9) sin(p) = mn
La primera linea nodal se daenm = 1. De manera que para que exista alguna linea nodal para un
angulo 6 dado, debemos tener alguna de las siguientes condiciones

_ 2 1 _ A1
cos(¢) = katan(8) atan(6)

A1
atan(6)

sin(gp) =
Tanto sin (¢) como cos(¢) deben ser menores o iguales a 1 de manera que se debe cumplir:

A
tan(@) = sin(0) = 2



Ejercicio 2.

Considere una guia de ondas rectangular de lados a y b con bordes rigidos, y una onda plana de
frecuencia w y velocidad ¢ que incide sobre la entrada de la guia. En su interior la onda se propaga
con un angulo respecto a la direccion z como se muestra en la figura.
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(a) A partir de las condiciones de borde y el método de separacién de variables muestre que la
componente de propagacion de la onda en la direccion z es:

=0 ] = 2

y explique brevemente qué sucede si w/c < k- (b) Encuentre la velocidad de fase y la velocidad
de grupo para la onda que se propaga en la guia, en funcién de la frecuencia de la onda incidente
(w) y la frecuencia de corte (W, = ckmy)- (¢) Mostrar que la velocidad de grupo se puede escribir
comocy; =c¢ cos(8). Explique qué pasa con la propagacién de la onda (velocidad de fase y de
grupo) en los casos limites 8 = 0y 8 = /2. ;{ En estos casos, como es la relacidon entre la
frecuencia incidente y la frecuencia de corte de cada modo?

Solucion

(a) Como la onda contiene una Unica frecuencia tenemos la relacién entre el nUmero de ondasy la
frecuencia:

(&)

Aplicando separacién de variables a la ecuacién de ondas tenemos:



P' = X(xX)Y()Z(z)e't

2 2 d*X d?y d?Z ) .

V2P + k2P =|lyZ—= + X7 —— + XY —=| + k2xyZz ! eiwt =
dx? dyz dz>

Dividiendo esta expresion entre P’ tenemos:

1d2X+1d2Y+1dZZ_
Xdx?2 Ydy? Zdz?

De manera que podemos escribir:

1d%X 5
X~ K
1d*y
Y dy? - y
1d%z ,
Zdz - "

1/2
conkZ +k2Z+kz=k?=k,=(k*—ki-kZ) /2 Cada funcion espacial cumple con la ecuacion
diferencial de un movimiento arménico simple de manera que:

X(x) = Asin(k,x) + B cos(k,x)

Usando la condicion de borde rigido tenemos que la velocidad particular cumple: v, = 0si x =
0;x = a. Lavelocidad particular se relaciona con la presiéon acustica mediante la ecuacion de
Euler:
00 _
Po at

De manera que v, x dX/dx:

dX
Tx ky(Acos(k,x) — B sin(kyx))

Evaluando en x = 0 tenemos k,A = 0 = A = 0. Evaluando en x = a tenemos B sin(k,a) =0 =
ky =mn/am = 0,1,2,3, ... De manera analoga tenemos k,, = nw/b n = 0,1,2,3, ... Por lo tanto la
expresion para k, esta dada por:

o= [ ] = (2 (5
z c mn » mn T a b
Siw/c < k,,, entonces k, es imaginario y tenemos una onda evanescente en la direccién z. La
consecuencia es que no hay propagacion para ese modo en particular.
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(b)La velocidad de fase la encontramos como:



o= s =c[1-(2)]
(%) -]

con Wy, = ck,,y,. Paralavelocidad de grupo tenemos que calcular:

_dw (8kz)"1
=%k, \ow

= [1 _ (w;m)z]l/z
(c) Tenemos que:
kz mn 292 1 mn 212
cos =7 = (-2 | 2=l -]

de manera que:
cg = ccos(0)

Sif = 0,cos(6) = 1de manera que ¢ = ¢, = c. La onda se propaga Unicamente en la direccion z.
Esta condicion se obtiene en el modo 0,0 o en el limite w > w;,y,.

Sif =m/2 cos(f) = 0=k, =0.Laondano se propaga direccion zy por lo tanto ¢, = 0, ¢g — .
Esta condicion se obtiene cuando w = wy .



