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Vectores aleatorios

» Sean Xi,..., X, variables aleatorias definidas en un
espacio de probabilidad (2, A, P).

» Elvector X = (Xi,..., Xs) se denomina vector aleatorio,
» Este vector toma valores en R”, es decur

X:Q — R

» En el caso particular n = 1, que llamamos unidimensional,
obtenemos una variable aleatoria.

» Como el conjunto {w: Xx(w) < Xk} es un suceso (es decir,
pertenece a A) paracada k =1,...,nyreales xy,..., Xk
arbitrarios, tenemos que

m{w: Xi(w) < Xk} € A,
i=1



v

v
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Se puede definir la funcion real de n variables
n
F(x1,....xn) = P(ﬂ{w: Xe(w) < xk}),
i=1

que se denomina funcion de distribucion n—dimensional
del vector aleatorio X.

La probabilidad recién considerada se designa también

P(X1 SX‘],,XnSXn)

Luego,

F(Xt,...,%n) = P(X1 < Xx1,..., Xn < Xp). (1)

Para n = 1 la definicién en dada coincide con la definicion
de distribucién de una variable aleatoria.



Distribucion uniforme en el hiper-cubo

Ejemplo. Decimos que el vector aleatorio X = (Xi,...,Xp)
tiene distribucion uniforme en el hiper-cubo [0, 1]” del espacio
R", si tiene densidad dada por

(x Xn) = 1, si0<x;<1parai=1,...,n,
Pt Xn) =g, en caso contrario.

Observacion: El comando runi £ (n) nos da un punto con
distribucion uniforme en [0, 1]".



Distribucién normal n dimensional

Decimos que el vector aleatorio X = (Xj, ..., Xj) tiene
distribucion normal n—dimensional si tiene densidad dada por

1 1 —1 /

— —5(x—a)B~'(x—a)
X) = e 2 2
p(x) (27)"/2/det(B) @

donde

» X =(X1,...,Xn)y @a=(a1,...,an) son vectores fila de
numeros reales;

» B es una matriz de dimensién n x n, definida positiva',

» no singular y simétrica, B~' es la matriz inversa de la
matriz B,

» x’ denota el vector traspuesto de x.

'Una matriz B = (b;) de dimensién n x n es definida positiva, si para todo
vector fila x = (x1, ..., Xa) no nulo, se verifica xBx" = 3", . x;bjx; > 0.



Casosn=1,2

En el caso n = 1, esta densidad se reduce a la férmula de la
densidad normal, donde el “vector” a es el numero a, y la
matriz de dimensién 1 x 1 es B = [+2].

Caso bidimensional. Consideremos un vector aleatorio (X, Y)
con distribucion normal bidimensional 2. No es dificil de
verificar que la matriz

2
. lop o102p
5= { g102p Ug ] 7 ©

verifica las tres condiciones indicadas, sioy > 0,00 > 0,y
-1 <p<.

2Decimos bidimensional en vez de 2—dimensional.



Veamos esto:

» Es claramente simétrica

>
det(B) = 0503 — p?0505 = (1 — p?)o2o3 > 0.
» Los valores propios tienen el mismo signo:

Mo = det(B) >0

» Y su suma es positiva
M + Ao =traza(B) = 02 + 05 > 0

Luego ambos valores propios son positivos y la matriz es
definida positiva.



Si a=(ay,a0), y sustituimos la matriz B dada en (3) en la
densidad, obtenemos,

1

plx.y) = 270 Ugm
Xexp{ —1 [(X—a1>2+(y—az)z_zp(X—aO(y—az)H
2(1 — p?) o4 oo o4 oo '

(4)



Distribucion marginal

Dado un vector X, cada coordenada X; tiene una distribucion
que se llama marginal.

Demostremos que para el vector (X, Y) normal bidimensional,
X tiene distribucion normal con parametros (as,o4): 2 Tenemos

X oo
PX<x)=P(X<x,Y<ox)= / / p(u, v)dudv

— /_; (/_O; p(u, v)dv) du. (5)

Para calcular la integral con respecto de v, introducimos el
cambio de variable

t=((v—a)/oe—p(u—ar)/o1)/V1—p?

3Luego Y tiene distribucion normal con parametros (az, a2).



Calculando 2 y sustituyendo en el exponente en la densidad,
obtenemos

/ p(u,v)d =3 /OO o (f/2+(u-a1)?/(20%)) 4t
TO1 J_oo

v e

o1vVer ’
donde utilizamos que [~ e~*/2dt = /2r.




Sustituyendo esta expresion, resulta

1 d 2 /(0,2

P(X < x) = / e (u-a?/(2o?) g
o1Ver J-s ’

es decir, la variable aleatoria X tiene distribucion normal con

parametros (aj, o1).

La afirmacion relativa a Y se demuestra en forma analoga.



Vector normal estandar
Un caso importante es cuando
a=0, B = Idp.

En este caso

1
P = Gy Jae(B)

LIPS P P P G
= e = e 2
(2%)”/2 (27r)”/2
R PSR | LS,
(2m)n/2 Ly vaer

= [[#(x).
i1



Variables independientes

» Sean Xi,...,Xpv.a. en (Q,A4,P),

» Sea Fi(x) la distribucién de la variable aleatoria
Xk (k: 1,...,[7),

» Sea F(x1,...,Xp) aladistribucion del vector aleatorio
(X1,..., Xn).

» Decimos que Xj, ..., X, son variables aleatorias
independientes cuando

F(x1,...,%n) = F1(x1) ... Fa(Xn)

para reales xy, ..., X, arbitrarios.



Ejemplo: distribucién uniforme en el hiper-cubo

Sea X = (Xj,..., Xn) tiene uniforme en [0, 1]". Tenemos

F(Xq,.... %) =P(X; < Xq,...,Xn < Xp)

(es el hiper-volumen). Por otra parte
Fr(xk) = P(Xk < Xk) = Xk.

Entonces
F(x1,...,%n) = F1(x1) ... Fa(Xn).

Es decir, las v.a. Xj,... X, son independientes.



Lema. Las variables aleatorias Xi, ..., X, son independientes
si y solo si, para reales x1, ... xp arbitrarios, son independientes
los sucesos {w: Xj(w) < X1},...,{w: Xp(w) < Xn}

Demostracidn. En efecto, si los sucesos anteriores son
independientes, tenemos

P({w: Xi(w) <x1},..., {w: Xn(w) < Xn})
=P({w: Xi(w) < x1})...,P({w: Xn(w) < Xn}),

es decir
F(x1,...,%n) = F1(x1) ... Fa(Xn).

(el reciproco se lee al revés).



Si consideramos variables aleatorias discretas o
absolutamente continuas, podemos formular la condicion de
independencia

F(X1,...,%n) = F1(x1) ... Fa(Xn).

en términos de las probabilidades de los valores que toman las
variables aleatorias discretas, o en términos de densidades en
el caso absolutamente continuo. Para ésto, utilizamos el
resultado siguiente.



Lema
Consideremos dos variables aleatorias X, Y independientes.
Paraa < b, ¢ < d, se verifica

Pla<X<bc<Y<d)=Pla<X<b)P(c< Y <d).



Demostracion Sea F(x, y) la funcion de distribucion del vector
(X,Y). Tenemos

F(b,d)=P(X<b Y<d)=P(X<aY<d+PX<hY<c)
—-P(X<aY<c)+Pla<X<bcec<Y<d).



Aplicando la formula de independencia, obtenemos

Pla< X <b,c<Y <)
=P(X<b)P(Y<d)—P(X<a)P(Y <d)
—-PX<bhP(Y<c)+P(X<aP(Y<c)
=P(X <b)(P(Y<d)-P(Y<c))
—-P(X <a)(P(Y<d)-P(Y<c))

=Pla< X<b)P(c< Y <d),

lo que concluye la demostracion.



Proposicion

Consideremos dos variables aleatorias X, Y con distribucion
discreta. Sean x1, X2, ... los valores que toma la variable X ;
Y1, Y,... los valores que toma la variable Y. Las variables
aleatorias X e Y son independientes, si y solo si se verifica

P(X =X, Y = yj) = P(X = x) P(Y = ), (6)

paratodos k,j=1,2,....



Demostracion Supongamos primero que las variables
aleatorias X e Y son independientes. Para cada k y cada n
naturales, consideramos el suceso

Appn={w: xx—1/n < X(w) < x¢}.

Tenemos
A1 DAk2D -,
y ademas

() Akn = {w: X(w) = xx}.

n=1



Por |la propiedad de continuidad, obtenemos

lim P(Ak n) = P(X = Xk).

n—oo

En forma analoga, obtenemos

lim P(y; —1/n< Y <y)=P(Y =y), parajarbitrario.

n—oo
Con la misma argumentacion, obtenemos que

nILm Pxk—1/n < X < X, yj=1/n <Y < y) =P(Y = y;, X = xi)
(7)

para j, k arbitrarios.



Aplicando el lema 1, se tiene

Pxk —1/n< X< xx,y; —1/n< Y <y)
=P(xk —1/n< X< x)P(y; —1/n< Y < y),

que sustituido en (7), da la igualdad (6).



Dem del reciproco.

Supongamos que las variables aleatorias X e Y verifican
P(X =xx,Y =y)=P(X=x)P(Y =),
Consideremos el vector aleatorio (X, Y) y su funcion de
distribucién
Fx,y)=P(X <x,Y <y).
Tenemos que ver

F(x,y) = P(X < X)P(Y < y) = Fx(x)Fy(y)-

para x e y arbitrarios.



Tenemos

Fx,y)= >  PX=x.Y=y)

Koj: xk<x,y;<y

= Y PX=x)P(Y=y)

Koj: xk<x,y;<y

= > > P P(Y =)

K: xk<xj: y;<y

= Y PX=x) 3 P(Y=y)

K: Xk <x i yi<y

=P(X <x)P(Y <),
LQQD



Utilizando un método similar, se obtiene la siguiente
generalizacion de la proposicion 1.

Proposicion

Consideremos n variables aleatorias X, ..., X, con
distribucion discreta, siendo x4, Xx2, . . . los valores que toma
cada variable aleatoria Xy, parak = 1,...,n. Las variables

aleatorias dadas son independientes, siy solo si se verifica

P(X1 =X1my, - - ',Xn = Xnmn) = H P(Xk - kak)’
k=1

para naturales my, ..., my no nulos y arbitrarios.



El resultado que sigue es el analogo de la proposicion 2 para
variables aleatorias absolutamente continuas.

Proposicion

Consideremos un vector aleatorio X = (Xi, ..., Xn)
absolutamente continuo, y sea py(x) la densidad de la variable
aleatoria Xx(k =1, ..., n). Las variables aleatorias Xi, ..., X,

son independientes, si y solo si se verifica

P(X1, ..., Xn) = P1(X1) - - Pn(Xn)



Demostracion Si las variables aleatorias Xj, ..., X, son
independientes, la funcidn de distribucion se escribe de dos
formas: como producto de las distribuciones

Fk(xk) (k =1,...,n), y como integral multiple de la densidad
p(u1,...,un), es decir

X1 Xn
/ / DUt Un) s -l = F1(x1) - - Fo(xn).

Derivando n veces en ambos miembros de esta identidad,
primero respecto de xq, luego respecto de x», ...,y finalmente
respecto de x,, obtenemos

p(X1,...,Xn) :p1(X1)---pn(Xn)



Reciproco

Supongamos

p(X1,...,Xn) :p1(X1)"'pn(Xn)

Integramos n veces en ambos lados de esta igualdad, primero
con respecto de x; en el intervalo (—oo, 1), ..., y por ultimo
con respecto de x;, en el intervalo (—oo, ). Obtenemos

F(y1,...,yn):F1(y1)"'Fn(_}/n)-

y se verifica la definicion de independencia.



Ejemplo

Sea nuevamente (X, Y) normal bidimensional, con densidad

1

plx.y) = 2ro100y/1 — p?
Xexp{ —1 [(xf31)2+<yfaz)z_zp(xfad(yfaz)”
2(1 - p?) o4 oo o1 o '

Sabemos que

X~(a1,o12) YN(ag,O'g).



Si p = 0, la densidad se reduce a

1 2 /(02 1 2 /202
—(x—ay)?/(20?) —(y—a)*/205 _
X, e 17X e 2 X )
P(x.y) o1V enr ooV2r1 P1(X)pe(y)

donde
» pi(x) es la densidad de la variable aleatoria X,

» po(y) la densidad de Y.

Como consecuencia en el caso p = 0, las variables aleatorias
X e Y son independientes.



Ejemplo Consideremos un vector aleatorio (Xj, ..., X,) con
distribuciéon normal n—dimensional, con densidad p(x) dada en
la férmula (2). Supongamos que la matriz B es diagonal, y esta
dada por

o2 0 -~ 0

0 Jg )
B=| . - (8)



Siox >0 (k=1,...,n)la matriz dada verifica las tres
condiciones indicadas en la definicion (ser definida positiva,
simétrica, y no singular). Sustituyendo la matriz B en la formula
(2), obtenemos la densidad del vector considerado, que es

1 n 2 2
_ = 2okt (Xk—aw)?/(20%)
p(X1""’X”)_(27r)”/2a1---a,,e k=1 k. (9)

Como ocurre en el caso n = 2, se verifica que cada variable
aleatoria Xj tiene distribucién normal, con parametros (ax, o),
es decir, tiene densidad py(x) = (oxv2r)~ e~ (x—a)?/(27)),
para k = 1,...,n. Mas aln, factorizando la férmula (9),
tenemos

n

1
P(X1,~-,Xn):Hm ~(—a0%/(20}) = HPka (10)
k=1

Aplicando la proposicion 3 se obtiene la independencia mutua
de las variables aleatorias Xi, ..., X.



Reciprocamente, si las variables aleatorias Xi, ..., X, son
independientes, y cada una de las variables X tiene
distribucion normal con parametros (ax,ox) (k=1,...,n),
aplicando la proposicion 3, obtenemos que la densidad
p(xi,...,xn) del vector X = (Xj, ..., Xy) verifica la formula
(10), y en consecuencia, que el vector X tiene distribucion
normal n—dimensional, con densidad dada en (2), y matriz B
dada en (8).



Hoy: jsalpicén!

» ;Qué es un terapeuta? 1024 gigapeutas.

» ¢ Por qué un fotén no puede hacer una pizza? Porgue no
tiene masa.

» ¢ Que es un niflo complejo?: el que tiene madre real y
padre imaginario.
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