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PrAcTICO 3 - ECUACIONES LINEALES

1. Probar que si f : [a,b] — R™ es una funcién continua, entonces se cumple

I/ bf(t)dtH < [wona

Sugerencia: Usar las sumas de Riemann y el hecho de que la raiz cuadrada es sub-aditiva, es decir que

cumple \Jx +y < x+/y (para x,y > 0).

2. Encuentre el maximo dominio de definicién de la solucién general de las siguientes ecuaciones. Verificar
si son o0 no continuas.

w2 = 22
/ t

=T 1—z2
/ X

= 2 =7

3. Escriba las siguientes ecuaciones lineles en R como ecuaciones lineales de primer orden en una dimensién
mayor.

w442 =0
w2’ —ela’ + 2 = cos(t).

w 2+t — 5z =log(t)
4. Consideramos en el espacio de matrices M,(R) la siguiente norma:
1Al = sup {[|Av]| : v € R?, o] =1}

a) Verificar que esta expresion efectivamente define una norma. Observar que el supremo es un
maximo.

b) Probar que la norma definida es sub-multiplicativa, es decir que cumple ||AB|| < ||Al|||B]| para
todo par de matrices A, B € M, (R).

c¢) Probar que si A = (aj;), entonces se cumple
1 .
—[|All < max |a;| < [|All
n 17

d) Concluir que M, (R) es completo con la distancia inducida por la norma || ||, y que una funcién
A: 1 — M,(R) (con I un intervalo en R) es continua con esta norma si y solo si todos sus
coeficientes son continuos.

5. a) Consideramos la ecuacién lineal homogénea & = A(t)x, donde A : I — M, (R) es continua. Probar
que el conjunto de soluciones

Su=1{p:1—>R:p=Alt)p}

es un espacio vectorial de dimensién n.



10.

11.

b) Sea ahora S es el conjunto de soluciones de la ecuacién no homogénea & = A(t)z. Probar que si
p € 5, entonces
S=¢p+eSu={p+vp:vcSn}

Hallar la solucién general y dibujar el diagrama de fase de los siguientes sistemas,
{w’:ac {x’:ac {x’:m {ac’:—m—l—y
y=y  ly=2" |¥y=3" |vV=-y

Hallar ¢4 en los siguientes casos encontrando una decomposicién de la forma A = BDB~! con B una

matriz de cambio de base y D una matriz de la forma Dy = A0 , Dy = Ah o D3 = Al
0 u - A 0 A

A= (370) A (5 3) A (B h)

= —y
{0z,

a) Probar que si ¢(t) = (x(t),y(t)) es solucién de la ecuacién entonces x2(t) + y%(t) = cte.

siendo A y u reales.
Sea el sistema

b) Dibujar el diagrama de fase.

Sea A una matriz 2 X 2 con valores propios reales A y u diferentes, y supongamos que (0,1) y (=1, 1) son
los vectores propios asociados respectivamente. Esquematizar el diagrama de fase para los siguientes
casos:

0< A< p, 0< <A, A< <0

A <0< p, u< 0 <A A=0<p

Resolver el problema de Cauchy:

' =2x —
{oon v, s0=10-1

Hallar la solucién general del sistema lineal

=
Y=oy
donde a es un pardametro real. Hacer un esquema del diagrama de fase para los valores o = —1,0, 1.

Observar que la estructura cualitativa del diagrama de fase es la misma para todo a < 0, para todo
a > 0, pero que cambia cuando a = 0.

a) Dada una matriz A, probar que si a no es valor propio de A, entonces la ecuacién 2’ = Az + e*'b
tiene una tnica solucién de la forma x(t) = e®u, con u € R™. Calcular u en funcién de 4,by .

b) Resolver el sistema

¥ =2z +y+e?
y =z +2y— e



12. SISTEMAS MASA-RESORTE-AMORTIGUADOR.

En un sistema masa-resorte-amortiguador forzado, la posicién z(t) del objeto obedece la ecuacién
diferencial
mi + cx + kx = F,

donde m es la masa del objeto, k es la constante de restitucién y c es la constante de amortiguamiento
(k >0y c>0). La fuerza externa F' depende solamente de t.

13. MOVIMIENTO AMORTIGUADO. Un pequeno objeto de masa igual a 1 kg se encuentra sujeto a un resorte
con constante de restitucién igual a 2 N/m. El sistema masa-resorte estd inmerso en un medio viscoso
con constante de amortiguamiento igual a 3 Ns/m. En el tiempo ¢t = 0, la masa se encuentra 1/4 m
por debajo de la posicién de equilibrio, desde donde es soltada. Demuestre que la masa regresard a la
posicién de equilibrio conforme ¢ tiende a infinito.

14. MOVIMIENTO AMORTIGUADO FORZADO. Un sistema masa-resorte-amortiguador tiene una masa de m
kg, constante de restitucién k£ = 9m N/m, y constante de amortiguamiento ¢ = 6m Ns/m. La masa
parte de la posicién de equilibrio en el tiempo ¢t = 0 y sobre ella actia una fuerza externa F'(t) = 3 sen 3t
N. El resorte se rompe si es estirado 5 m a partir de su posiciéon de equilibrio. Demuestre que existe
una cota inferior en m para que el resorte no se rompa y halle esa cota.

15. MULPLIES FRECUENCIAS DE RESONANCIA. Cuando a un sistema masa-resorte
. 2
T+wyr =F

se le aplica una fuerza peridédica sinusoidal F' = Fjsen wt, la tnica frecuencia de resonancia es w = wy.
Si en cambio la fuerza es F = Fysen® wt, que es perédica pero no sinusoidal, hay dos frecuencias w que
producen resonancia. Héllelas, justifique su respuesta. (Sug: use que sen® o = (sen 2a — sen 3ar)/4).

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. ECUACION DE LEGENDRE.
La ecuaciéon
(1- 1‘2) y" —2xy + 11+ 1)y =0,

siendo [ € R un pardmetro, aparece frecuentemente al resolver EDPs (por ejemplo la de Laplace)
utilizando coordenadas esféricas.

a) Halle sus soluciones por series de potencias en torno a x = 0, escribiendo la relacién de recurrencia
para los coeficientes.

b) ;Para qué valores de [ estas soluciones son polinomios?

¢) De los polinomos anteriores, los que cumplen y(1) = 1 se denominan polinomios de Legendre.
Encuentre algunos de ellos.

d) Férmula de Rodrigues. Para cada entero positivo n, probar que el polinomio P, (z) = 2%“%(:52 —
1)™ es un Polinomio de Legendre (solucién normalizada de la ecuacién de Legendre con [ = n).

e) Probar la relacién de ortogonalidad

1
2
P(2) Py (2)de = ———5, 1
/1 V@) Pr(z)de = oo

2. EcuAciON DE HERMITE.

Considerar la ecuacién
y' —2zy + My =0,

donde A es un parametro.



Encontrar expansiones en series de potencias para una base del espacio de soluciones.

,Para qué valores de A las soluciones halladas son polinémicas? Estos polinomios se llamas poli-
nomios de Hermite cuando su término de mayor orden tiene coeficiente 2™.

. . el . . 2 gn
Férmula de Rodrigues. Para cada entero positivo n, probar que el polinomio H,(z) = (—1)"e” (;i—n

es el polinomio de Hermite para la ecuacion con A = 2n.

Probar la relacién de ortogonalidad

/ Hy(2)Hy(z)e ™ do = 2" /T
R

3. ECUACION DE SCHRODINGER.

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la funcién de onda del oscilador arménico
(unidimensional) es

1
————— + —mw?z* = B,

donde E es un pardmetro (que corresponde a la energia del sistema), m a la masa y w a la frecuencia
del oscilador.

a)

Demuestre que, mediante cambios de variable independiente y redefiniciones, puede pasarse a la
ecuacién adimensionada

d* 2
— +(e—x =0
T (e a?)
cone:EﬁoyE():%hw.

z2
Demuestre que, mediante el cambio de variable dependiente ) = e~ 2 y, se pasa a la ecuacién de

Hermite
y' —2zy + Ay =0
con A =¢€— 1.
Los polinomios de Hermite son la tnicas soluciones que hacen que la funcién de onda ¢ (z) =

22
y(x)e” 2 sea de cuadrado integrable ( fj;o \¢|2 dx < 00). Por lo tanto, son las unicas aceptables
como solucion del problema fisico. ; Qué implica esto sobre los posibles valores del parametro E7

()



