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Práctico 5 - Series de Fourier y ecuaciones en derivadas parciales

1. a) Probar que si f es 2π-periódica, y continua a trozos, entonces |an(f)| y |bn(f)| están acotados
por arriba por 2∥f∥∞. (Recordar que como f es continua a trozos, y periódica, está acotada.)

b) Supongamos que f es 2π-periódica, y de clase C1. Utilizando integración por partes probar que

an(f) = − 1

n
bn(f

′), bn(f) =
1

n
an(f

′).

c) Concluir que si f es 2π-periódica, y de clase Ck entonces

máx{|an(f)|, |bn(f)|} ≤ 2

nk
∥f (k)∥∞.

d) Probar que si f es 2π-periódica de clase C2, entonces la serie de Fourier converge uniformemente.

2. Demuestre que si f(x) es una función periódica de peŕıodo 2L entonces para todo a la función f(x−a)
es periódica de peŕıodo 2L. Demuestre que si f(x) es una función periódica de peŕıodo 2L (integrable
en intervalos finitos), entonces, ∫ a+L

a−L
f(x)dx =

∫ L

−L
f(x)dx

3. Halle la serie de Fourier de f(x) = sen(10x) como función periódica de peŕıodo 4π, y la de f(x) =
sen2(x) como función periódica de peŕıodo 2π.

4. Considere la función f(x) = ex para x ∈ [−1, 1). Extienda dicha función a una de peŕıodo 2 y calcule
su serie de Fourier.

5. Considere la función f(x) = sen(x) para x ∈ [0, π]. Extienda f(x) a una función par de peŕıodo 2π.
Halle su serie de Fourier.

6. Probar que la serie de Fourier de la extensión 2π-periódica de |x| en [−π, π] está dada por

π

2
− 4

π

∞∑
j=0

1

(2j + 1)2
cos((2j + 1)x).

Concluir que la serie de Fourier converge uniformemente a la función. ¿Cuál es la serie de Fourier de
la extensión 2π-periódica de π/2− |x| en [−π, π]? (Sug: usar linealidad de coeficientes.)

7. Considere la siguiente función,

f(x) =

{
x(x2 − π2) si x ∈ (−π, π),
0 si x = −π, π

extendida a una función de peŕıodo 2π en R.

a) Determine el máximo k ≥ 1 tal que f es Ck.

b) Calcule los coeficientes de la serie de Fourier de f .



c) ¿Qué puede decir acerca de la convergencia de la serie de Fourier?

8. Consideremos la extensión 2π-periódica función f que toma el valor 0 en [−π, 0), y el valor 1 en el
intervalo [0, π). Probar que la serie de Fourier es

S(f)(x) =
1

2
+

1

π

∞∑
k=1

2

(2k − 1)
sen(2k − 1)x.

Evaluando S(f) en x = π/2, probar la siguiente identidad

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

9. La siguiente función es diferenciable a trozos,

f(x) =


(sen 100x)/x si x ∈ [−π, 0),
202 si x = 0,
cos 4x si x ∈ (0, π)

Extienda f(x) a una función periódica de peŕıodo 2π. Determine el valor de la series de Fourier en
x = 0, x = π/2 y x = π.

10. (Cuerda con púa) Consideremos la función que modela la forma inicial de una cuerda de guitarra al
tocarse con púa:

f(x) =

{
xh
p 0 ≤ x ≤ p

h(π−x)
π−p p ≤ x ≤ π.

a) Probar usando el desarrollo de Fourier por senos que

f(x) =
∞∑
n=1

An sen(nx) con An =
2h

n2

sennp

p(π − p)
.

b) ¿Para qué posición de p faltan armónicos1?

c) Encontrar p tal que los armónicos para n = 2, 4, 6, . . . no estén presentes. Análogo pero para los
armónicos n = 3, 6, 9, . . ..

11. Considerar el problema cuya ingógnita es una función continua u : [0,+∞)× [0, L] → R que es C2 en
el interior de su dominio:

ut(t, x) = kuxx(t, x) para todo (t, x) ∈ (0,+∞)× (0, L)
u(0, x) = f(x) para todo x ∈ [0, L]

u(t, 0) = a, u(t, L) = b para todo t ∈ [0,+∞)

Donde a, b ∈ R.

a) ¿Para qué funciones f el problema admite una solución constante en el tiempo? (Es decir, u(t, x) =
f(x) para todo t ≥ 0.)

b) ¿Cómo se resuelve el problema en general?

12. Consideramos la ecuación del calor ut = kuxx en una barra de largo uno. Hallar las soluciones a dicha
ecuación con los siguientes valores iniciales y de frontera,

a) u(x, 0) = (sinnπx/2)(cosnπx/2), u(0, t) = 0, u(1, t) = 0,

b) u(x, 0) = a+ (b− a)x+ sin 3πx, u(0, t) = a, u(1, t) = b.

1Es decir, sumandos de la serie de Fourier.



13. Sea

f(x) =

{
xh
p 0 ≤ x ≤ p

h(π−x)
π−p p ≤ x ≤ π.

Consideremos la ecuación de ondas utt = uxx en el intervalo [0, π]. Hallar solución de la ecuación de
onda con u(x, 0) = f(x), y ut(x, 0) = 0.

14. El Laplaciano de una función dos veces diferenciable u : Ω → R es definido por

∆u(x, y) = uxx(x, y) + uyy(x, y).

a) Resolver utilizando separación de variables el siguiente problema, donde u es una función continua
definida en [0, π]× [0, π] y de clase C2 en (0, π)× (0, π):

∆u(x, y) = 0 para todo (x, y) ∈ (0, π)× (0, π)
u(0, y) = 0 y u(π, y) para todo y ∈ [0, π]

u(x, 0) = 0, u(x, π) = x(π − x) para todo x ∈ [0, π]

b) Ahora queremos encontrar una función continua u definida en la bola cerrada de radio 1, B̄ =
B̄(0, 1) ⊂ R2 y de clase C2 en el interior de su dominio que cumpla{

∆u = 0 en B(o, 1)
u = f en S1 = ∂B(o, 1),

(1)

donde f es una función continua definida en el ćırculo S1.

1) Mostrar que si u es solución del problema, entonces ũ = u ◦ φ, donde φ : [0, 1] × [0, 2π] →
B(0, 1) es el cambio de coordenadas polares, cumple

ũrr + 1
rur +

1
r2
uθθ = 0 en el interior del dominio de ũ.
ũ(0, θ) es constante en θ

ũ(r, 0) = ũ(r, 2π) para todo r
ũ(1, θ) = f(cos(θ), sen(θ)) para todo θ.

(2)

2) Usar el método de separación de variables para encontrar soluciones de (2) para algunas
funciones f y usar esto para obtener un método para resolver (1).

Ejercicios complementarios

15. a) Circuito RLC Calcule la seres de Fourier de la function “pulso” I(t) de peŕıodo T , definida en
[−T/2, T/2) como,

I(t) =

{
0 si x ∈ [−T/2, 0),
1 si x ∈ [0, T/2)

y extendida de manera periódica.

b) Considere un circuito RLC estándard alimentado con un potencial V (t) = V0I(t) donde V0 es
constante. Si Q(t) es la carga, sabemos que Q(t) obedece la ecuación

LQ′′ +RQ′ +Q/C = V (t)

1) Encuentre una solución particular Qp(t) usando series de Fourier.

2) Demuestre que dicha solución es la que sobrevivirá en tiempos largos (solución estacionaria).

16. Un problema del tipo Sturm-Liouville

La temperatura T (x) de una barra de longitud 2L obedece la ecuación diferencial

T ′′ − T = F (3)

y es mantenida a temperatura constante T = 1 en los extremos x = −L y x = L. La “fuente” F (x) es
la funcón x2 − 1.



a) Encuentre una representación de la temperatura T (x) en series de Fourier.

b) Usando el criterio de la mayorante Weirstrass demuestre que dicha serie converge uniformemente
a una función C2 (es decir que dicha representación en series es de hecho la solución a (3)).


