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PRACTICO 5 - SERIES DE FOURIER Y ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

1. a) Probar que si f es 2w-periddica, y continua a trozos, entonces |a,(f)| v |bn(f)| estdn acotados
por arriba por 2| f|lco- (Recordar que como f es continua a trozos, y periddica, estd acotada.)

b) Supongamos que f es 2m-periddica, y de clase C'. Utilizando integracién por partes probar que

¢) Concluir que si f es 2r-periédica, y de clase C* entonces

2
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d) Probar que si f es 2m-periédica de clase C2, entonces la serie de Fourier converge uniformemente.

2. Demuestre que si f(x) es una funcién periédica de periodo 2L entonces para todo a la funcién f(z —a)
es periddica de periodo 2L. Demuestre que si f(z) es una funcién periddica de periodo 2L (integrable

en intervalos finitos), entonces,
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3. Halle la serie de Fourier de f(z) = sen(10z) como funcién periédica de periodo 4w, y la de f(z) =
sen?(z) como funcién periédica de periodo 2.

4. Considere la funcién f(z) = e* para = € [—1,1). Extienda dicha funcién a una de periodo 2 y calcule
su serie de Fourier.

5. Considere la funcién f(z) = sen(x) para x € [0, 7. Extienda f(x) a una funcién par de periodo 2.
Halle su serie de Fourier.

6. Probar que la serie de Fourier de la extensién 27m-periddica de |z| en [—m, 7] estd dada por
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Concluir que la serie de Fourier converge uniformemente a la funcién. ;Cudl es la serie de Fourier de
la extensién 27-periddica de 7/2 — |z| en [—m, 7|7 (Sug: usar linealidad de coeficientes.)

7. Considere la siguiente funcién,

r(z? - 7% si z€(-m,m7),

R )
)= { 0 si x=-m,m
extendida a una funcién de periodo 27 en R.

a) Determine el méaximo k > 1 tal que f es C*.

b) Calcule los coeficientes de la serie de Fourier de f.



10.

11.
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c¢) ¢ Qué puede decir acerca de la convergencia de la serie de Fourier?

Consideremos la extensién 27-periddica funcién f que toma el valor 0 en [—7,0), y el valor 1 en el
intervalo [0, 7). Probar que la serie de Fourier es

S(f)(x) = % + i; @;_Dsen(Qk —1)x.

Evaluando S(f) en x = 7/2, probar la siguiente identidad

La siguiente funcion es diferenciable a trozos,

(sen100z)/x  six € [—m,0),
flz)=4¢ 202 siz =0,
cos4dx sixz e (0,m)

Extienda f(z) a una funcién periédica de periodo 27. Determine el valor de la series de Fourier en
x=0,x=7/2yx=m.

(Cuerda con pta) Consideremos la funcién que modela la forma inicial de una cuerda de guitarra al

tocarse con pua:
zh
= 0<z<p
f(z) = { hn-a)
= p .
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a) Probar usando el desarrollo de Fourier por senos que

o
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T) = Apsen(nx) con A, =——-—.
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b) ;Para qué posicién de p faltan armoénicos'?
¢) Encontrar p tal que los arménicos para n = 2,4,6, ... no estén presentes. Andlogo pero para los

armoénicos n = 3,6,9, .. ..

Considerar el problema cuya ingégnita es una funcién continua w : [0, +00) x [0, L] — R que es C? en
el interior de su dominio:

ug(t, ) = kug,(t, z) para todo (¢,z) € (0,4+00) x (0, L)
u(0,z) = f(x) para todo = € [0, L]
u(t,0) = a, u(t,L) = b para todo t € [0, +00)

Donde a,b € R.

a) {Para qué funciones f el problema admite una solucién constante en el tiempo? (Es decir, u(t, z) =
f(z) para todo t > 0.)

b) ;Cdémo se resuelve el problema en general?

Consideramos la ecuacién del calor u; = kug, en una barra de largo uno. Hallar las soluciones a dicha
ecuacion con los siguientes valores iniciales y de frontera,

a) u(z,0) = (sinnmz/2)(cosnmx/2), u(0,t) =0, u(l,t) =0,
b) u(xz,0) =a+ (b—a)xr+sin3nz, u(0,t) = a, u(l,t) =b.

'Es decir, sumandos de la serie de Fourier.
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Consideremos la ecuacién de ondas uy = ug, en el intervalo [0, 7]. Hallar solucién de la ecuacién de
onda con u(z,0) = f(z), y ut(x,0) = 0.

14. El Laplaciano de una funcion dos veces diferenciable u : 2 — R es definido por

AU(CE, y) = uxx(xa y) + “yy(% y)
a) Resolver utilizando separacion de variables el siguiente problema, donde u es una funcién continua
definida en [0, 7] x [0, 7] y de clase C? en (0,7) x (0, 7):
Au(z,y) = 0 para todo (z,y) € (0,7) x (0,7)
u(0,y) =0y u(m,y) para todo y € [0, 7]
u(z,0) =0, u(z,7) = (7 — z) para todo x € [0, 7]

b) Ahora queremos encontrar una funcién continua u definida en la bola cerrada de radio 1, B =
B(0,1) € R? y de clase C? en el interior de su dominio que cumpla

Au=0en B(o,1) (1)
u=fen S'=0B(o,1),
donde f es una funcién continua definida en el circulo S*.
1) Mostrar que si u es solucién del problema, entonces & = u o ¢, donde ¢ : [0,1] x [0,27] —

B(0,1) es el cambio de coordenadas polares, cumple

urr + %ur + T%ueg = 0 en el interior del dominio de «.
%(0,0) es constante en @)
a(r,0) = u(r,2m) para todo r
u(1,0) = f(cos(#),sen()) para todo 6.

2) Usar el método de separacién de variables para encontrar soluciones de (2) para algunas

funciones f y usar esto para obtener un método para resolver (1).

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

15.  a) CircuiTo RLC Calcule la seres de Fourier de la function “pulso” I(t) de periodo T', definida en
[—-T/2,T/2) como,

[0 si o xze[-T/2,0),
H”—{1sixepwm

y extendida de manera periddica.

b) Considere un circuito RLC estandard alimentado con un potencial V(¢) = VI(t) donde Vj es
constante. Si Q(¢) es la carga, sabemos que ()(t) obedece la ecuacién

LQ"+ RQ'+Q/C =V (t)

1) Encuentre una solucién particular Qp(t) usando series de Fourier.
2) Demuestre que dicha solucién es la que sobrevivird en tiempos largos (solucién estacionaria).

16. UN PROBLEMA DEL TIPO STURM-LIOUVILLE
La temperatura T'(z) de una barra de longitud 2L obedece la ecuacién diferencial
T"-T=F (3)

y es mantenida a temperatura constante 7' =1 en los extremos © = —L y = L. La “fuente” F(x) es
la funcén 22 — 1.



a) Encuentre una representacién de la temperatura 7'(x) en series de Fourier.

b) Usando el criterio de la mayorante Weirstrass demuestre que dicha serie converge uniformemente
a una funcién C? (es decir que dicha representacién en series es de hecho la solucién a (3)).



