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Lluvia de ideas

Un grupo de matematicos:

@ “Es un refinamiento de la LGN y el TCL"

@ “Es una extensién del teorema de Cramér relacionado al promedio de
v.a."

@ "“Estd relacionado con el método de Laplace o Principio de Laplace’
@ "“Tiene que ver con cambios de medida de orden exponencial”

@ “Tiene que ver con el decaimiento exponencial de las probabilidades
de eventos raros”
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BOLTZMANN (1877) Gas ideal

(microscépico)

24— — — - —

83 — — — — -

82 — o - — —

G ] - — — — —
1 2 3 4 N
Particles i

155 42 Besich. sw, sweitem Hauptsatso u. Wabrscheinlickkeitrochuung.

binzutritt, welche ein Minimum werden soll; filbren wir ferner
statt der Bedingung, daB der Neoner ein Minimum werden
muob, die glichbedentende ein, dab dessen Logarithmus ein
Minimom werden muB: dann erhalten wir fir das Wirme-
gleichgewicht die Bedingung, daf die Grite

M= luey + oy lowy + ey duey & oo —m
ein Minimum sei, wibrend gleichzeitiz wieder die beiden Be-
dingungen erfallt sein missen:
2o LR S R e
2y Lo vy 4+ 2ewy + Jow, + .
welche mit den Gleichungen (1) und (%) des ersten Abschuittes
identisch sind. Fohren wir hier zunichst statt der Griben w
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EINSTEIN (1910) Gas no ideal

@ Generalizacidon de
Boltzmann

Auns @leichung (1) folgt

-
=

¥ = konst. e

Diese Gleichung gilt der GroBenordnung nach, wenn man
jedem Zustand Z ein kleines Gebiet, von der GriBenordnung
wahrnehmbarer (Gehiete, d Die K basti
sich der Grifenordnung nach durch die Erwiigung, daf #
fur den Zustand des Estropiemaximums (Entropie &) von der
Grifenordnung Eins ist, so daB man der GriBenordnung
nieh hat
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EINSTEIN (1910) Gas no ideal

Postulado de Einstein:

e Existe una entropfa S tal que W(m) = eN3(m)

o Probabilidad: P(m) = eN(S(m)=5(m")) "siendo m* (equilibrio) tal que

S(m*) = sipS(m)

@ S debe estar relacionada a las funciones de energia libre.
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F. ESSCHER (1932)

On the probability function in the collective theory of risk

@ Sean Xi,..., X, v.a. tales que X; = monto reclamado por el cliente i
a una aseguradora.

X; ~ Poisson(A)

LGN: XX 5 ) luego Sy = Xy + -+ + X, ~ n\
Sia> A, jcomo es P (% > a)?

Por la LGN, P (2 > a) — 0

Por el TCL,

(521

~1-—

) )

(a—A)) —0sia> \

R
m:@

21 de Agosto de 2025 9/22



F. ESSCHER (1932)

On the probability function in the collective theory of risk

o Luego, el evento {S, > na} es un evento raro, pero que puede tener
un gran impacto para la aseguradora
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F. ESSCHER (1932)

On the probability function in the collective theory of risk

o Luego, el evento {S, > na} es un evento raro, pero que puede tener
un gran impacto para la aseguradora

@ Esscher probé que

n

P <5" > a> ~e ")

siendo /(a) una constante que solo depende de a 'y A.
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CRAMER (1938)

Harald Cramér (1893-1985)

On & daillewrs &, = En introduizant dans (21), on

<y, ot pre-
tion (27). En

obtient dono

by, of
ol

Seil maintenant ¢ un nombre donné Lel que 0=
nans & égal & la racine (unique) po e de |
introduisant cette valeur dans (28] eb en posant

(2 = = km— log K

(it T'on woit facilerent que o eat toujours positil), on a ls théa-
réme suivant.

@ Sean Xi,..., X, v.a. i.id.

(Xi € R) tales que existe
su funcién generatriz de
momentos:

M(a) :=E (eaxl) Va e R
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@ Sean Xi,..., X, v.a. i.id.
(Xi € R) tales que existe
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CRAMER (1938)

e /(a) = sup{aa—logM(a)}

aeR
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CRAMER (1938)

e /(a) = sup{aa—logM(a)}

aeR

o Es la transformada de Legendre-Fenchel de A(«) = log M(«)

o ;Qué ocurre si X; € R9?
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SANOV (1957)

e Sean Xi,..., X, (Xi € R)
i.i.d. con distribucién p y

L(C) = %#{/; X; € C}

1 n
5 géxi(c)

lvan Nikolaevich Sanov (1919-1968)

Teopesa 10. Myems F(x) — dymnyua  pacapedetenun e
Ay &, F oy (x) — sunupowekon yNeigue  pocnpedesesus o
auciawiy Madwodenndd capradnod srawnw E Myems @ (x) —

0 dd-
N nesa-
WG i

"y
quss pacnpedeannus, maxag, wno | In Gd® cpyromagen. Mycmn Vy—

mocasd CABMOCITIE B i, k Wix) o F-coods-
werea K ned.
Toeda
.\'[___tal--"(;wnnn["'_’u":J

P(FyEV,) =
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e Sean Xi,..., X, (Xi € R)
i.i.d. con distribucién p y

L(C) = %#{/; X; € C}

1 n
5 géxi(c)

Ivan Nikolaevich Sanov (1919-1968) o L,e M(R)

Teopesa 100 Tyems F(5) — dpscyua  pacnpedeteuun  capiadund -
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e Sean Xi,..., X, (Xi € R)
i.i.d. con distribucién p y

L(C) = %#{/; X; € C}
1 n
= n;%@(C

Ivan Nikolaevich Sanov (1919-1968) o L,e M(R)

Teopesa 100 Tyems F(5) — dpscyua  pacnpedeteuun  capiadund -

:ulr:luj:x MAU‘IE:I]NIIIJM:ILQI-’!T;:T:;MM::?::':\fl_:lx P;;m”:::::.:ru .n.u.-ra‘ .a.m.m— o SI A C M(R), entonces

R paEnpedcanuT, makag, wm I'\ In S5 4 cympomayem. Mycmn Vi —

OCASBIAMEASNOCTHE 6l i, cod @) u  Fcods- 1

lim = logP(L, € A) = — inf I(v)

n—oo n VvEA

o T 0 2 gwpagra (2in8)
P(EyEV,) = e ETTE J
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SANOV (1957)

@ La funcién | puede escribirse como:

1) = {f g” log ( ) du(s), siexiste gTVN

400, si no
o “Entropia relativa”de v con respecto a p

o “Distancia de Kullback-Leibler”

@ Resultado anticipado por Boltzmann casi 100 afios antes
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VARADHAN (1966)

Formulacién teérica de los Grandes Desvios

@ Presenta una formulacién
tedrica del Principio de
Grandes Desvios (PGD)

A

Premio Abel 2007
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VARADHAN (1966)

Formulacién teérica de los Grandes Desvios

@ Presenta una formulacién
tedrica del Principio de
Grandes Desvios (PGD)

@ Incluye un conjunto de
“trucos” para probar un PGD
cuando P(X,, € A) — 0 a partir
de un cambio de medida que le Al
asigna mucho peso a {X, € A} Premio Abél

2007

21 de Agosto de 2025 15 /22



VARADHAN (1966)

Formulacién teérica de los Grandes Desvios

Definicién (PGD)

Sea (2, A,P) un e.p., X un espacio métrico (X =R 6R? 6 C ([o, T],RY)
6 D ([0, T|,R9) 6 ...) y {Xn}, una familia de v.a. X, : Q — X.
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VARADHAN (1966)

Formulacién teérica de los Grandes Desvios

Definicién (PGD)
Sea (2, A,P) un e.p., X un espacio métrico (X =R 6R? 6 C ([o, T],RY)
6 D ([0, T|,R9) 6 ...) y {Xn}, una familia de v.a. X, : Q — X.

Decimos que {X,},, verifica un PGD si existe una funcién
| : X — [0,+0o0] (tasa o entropia) tal que

1
lim =logP (X, € A) = — fngl(x)
xX€

n—oo N
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Problemas de los GD

@ Nivel 1:

o Probar que {X,}, verifica un PGD
o Hallar I explicitamente
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Problemas de los GD

@ Nivel 1:

o Probar que {X,}, verifica un PGD
o Hallar I explicitamente

@ Nivel 2: Deducir propiedades de {X,}, a partir de /:

o Estados de equilibrio (LGN): Hallar xp tal que /(x) =0
o Determinar el estado mas probable una vez que ha ocurrido un gran
desvio respecto de xg:

sixg¢ Ay irgi\l(x) = /(x*), entonces x*es el estado mdas probable
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GARTNER-ELLIS (1980's)

@ Sean Xj,..., X, v.a. (X; € R) tales
que existe:

1
A@) = lim —Iog]E(e”o‘X">

n—oco n

Jurgen Gartner
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GARTNER-ELLIS (1980's)

@ Sean Xj,..., X, v.a. (X; € R) tales
que existe:

1
A@) = lim —Iog]E(e”o‘X">

n—oco n

e Si A(a) es diferenciable, entonces
{Xn}, verifica un PGD con

I(x) = sup {ax = N(a)}

Jurgen Gartner
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Mas allad de las v.a.: Procesos de Markov

Donsker & Varadhan (1970's)

o Sea {Xi},c[o, 77 un proceso de Markov
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Mas allad de las v.a.: Procesos de Markov

Donsker & Varadhan (1970's)

o Sea {Xi},c[o, 77 un proceso de Markov

1 T
o Y7 = / f(Xs)ds
T'Jo

0SiT = +oo: P(Yr=y)=e TV
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Mas allad de las v.a.: Perturbaciones de sistemas dinamicos
Freidlin & Wentzell (1970's)
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Mas allad de las v.a.: Perturbaciones de sistemas dinamicos

Freidlin & Wentzell (1970's)

@ Sea {X = b();
0

x(0) = xo

o Sea {X{'},c[o,77 solucién de:

{dXt" = b(XP)dt + /1AW,

X():Xo
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Mas allad de las v.a.: Perturbaciones de sistemas dinamicos

Freidlin & Wentzell (1970's)

@ Sea {X = b();
0

x(0) = xo

o Sea {X{'},c[o,77 solucién de:

{dXt" = b(XP)dt + /1AW,

X():Xo

1
o Iim —logP(X" € A) = —inf/(x) con

n—oo n xXEA
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Resumen

@ Se viene desarrollando la teoria para poder estudiar los GD para
cualquier familia de v.a. {X,}, con X, : Q — X
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Resumen
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Resumen

@ Se viene desarrollando la teoria para poder estudiar los GD para
cualquier familia de v.a. {X,}, con X, : Q — X

Limites escalados en n — 00, T — 00, € — 0

Eventos raros = Fluctuaciones

@ Estado mas probable = Estado de equilibrio o tipico

Funcién de tasa = -Entropia

A, cumulante = Energias libres

Los matematicos y fisicos deberiamos conversar mas seguido
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