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¿Qué es un Principio de Grandes Desv́ıos?
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Lluvia de ideas
Un grupo de matemáticos:

“Es un refinamiento de la LGN y el TCL”

“Es una extensión del teorema de Cramér relacionado al promedio de
v.a.”

“Está relacionado con el método de Laplace o Principio de Laplace”

“Tiene que ver con cambios de medida de orden exponencial”

“Tiene que ver con el decaimiento exponencial de las probabilidades
de eventos raros”
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“Está relacionado con el método de Laplace o Principio de Laplace”

“Tiene que ver con cambios de medida de orden exponencial”

“Tiene que ver con el decaimiento exponencial de las probabilidades
de eventos raros”

21 de Agosto de 2025 3 / 22



Lluvia de ideas
Un grupo de matemáticos:
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Lluvia de ideas
Un grupo de f́ısicos:

“Es una generalización de la teoŕıa de fluctuaciones de Einstein”

“Es un conjunto de técnicas para calcular entroṕıas y funciones de
enerǵıa libres”

“Es una expresión rigurosa de las aproximaciones a estados de
equilibrio, que se usan bastante en mecánica estad́ıstica”

“Es una formulación rigurosa de la mecánica estad́ıstica”
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Teoŕıa de los Grandes Desv́ıos
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BOLTZMANN (1877) Gas ideal

(microscópico)

Distribución de enerǵıa
(macroscópico):
ωj = # de part. en el nivel j

log

(
N!∏
j ωj

)
≈ −N

∑
j

ωj log(ωj)

= NS(ω)

P(ω) ≈ eNS(ω) Entroṕıa
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EINSTEIN (1910) Gas no ideal

Generalización de
Boltzmann

Macroestados: MN

Densidad:

W (m) = #{ω : MN(ω) = m}
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EINSTEIN (1910) Gas no ideal

Postulado de Einstein:

Existe una entroṕıa S tal que W (m) = eNS(m)

Probabilidad: P(m) = eN(S(m)−S(m∗)), siendo m∗ (equilibrio) tal que

S(m∗) = sup
m

S(m)

S debe estar relacionada a las funciones de enerǵıa libre.
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F. ESSCHER (1932)
On the probability function in the collective theory of risk

Sean X1, . . . ,Xn v.a. tales que Xi = monto reclamado por el cliente i
a una aseguradora.

Xi ∼ Poisson(λ)

LGN: X1+···+Xn
n → λ, luego Sn = X1 + · · ·+ Xn ≈ nλ

Si a > λ, ¿cómo es P
(
Sn
n > a

)
?

Por la LGN, P
(
Sn
n > a

)
→ 0

Por el TCL,

P
(
Sn
n

> a

)
= P

(√
n√
λ

(
Sn
n

− λ

)
>

√
n√
λ
(a− λ)

)
≈ 1− Φ

(√
n√
λ
(a− λ)

)
→ 0 si a ≫ λ.
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F. ESSCHER (1932)
On the probability function in the collective theory of risk

Luego, el evento {Sn > na} es un evento raro, pero que puede tener
un gran impacto para la aseguradora

Esscher probó que

P
(
Sn
n

> a

)
≈ e−nI (a),

siendo I (a) una constante que solo depende de a y λ.
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CRAMÉR (1938)

Sean X1, . . . ,Xn v.a. i.i.d.
(Xi ∈ R) tales que existe
su función generatriz de
momentos:

M(α) := E
(
eαX1

)
∀α ∈ R

Si a > E(X1), entonces

ĺım
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n

> a

)
= −I (a)

Si a < E(X1), entonces

ĺım
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n

< a

)
= −I (a)
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CRAMÉR (1938)

I (a) = sup
α∈R

{αa− logM(α)}

Es la transformada de Legendre-Fenchel de Λ(α) = logM(α)

¿Qué ocurre si Xi ∈ Rd?
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SANOV (1957)

Sean X1, . . . ,Xn (Xi ∈ R)
i.i.d. con distribución µ y

Ln(C ) :=
1

n
#{i : Xi ∈ C}

=
1

n

n∑
i=1

δXi
(C )

Ln ∈ M(R)

Si A ⊂ M(R), entonces

ĺım
n→∞

1

n
logP(Ln ∈ A) = − ı́nf

ν∈A
I (ν)
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ĺım
n→∞

1

n
logP(Ln ∈ A) = − ı́nf

ν∈A
I (ν)

21 de Agosto de 2025 13 / 22



SANOV (1957)

La función I puede escribirse como:

I (ν) =

{∫
dν
dµ log

(
dν
dµ

)
dµ(s), si existe dν

dµ ,

+∞, si no

“Entroṕıa relativa”de ν con respecto a µ

“Distancia de Kullback-Leibler”

Resultado anticipado por Boltzmann casi 100 años antes
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VARADHAN (1966)
Formulación teórica de los Grandes Desv́ıos

Presenta una formulación
teórica del Principio de
Grandes Desv́ıos (PGD)

Incluye un conjunto de
“trucos”para probar un PGD
cuando P(Xn ∈ A) → 0 a partir
de un cambio de medida que le
asigna mucho peso a {Xn ∈ A}

Premio Abel 2007
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VARADHAN (1966)
Formulación teórica de los Grandes Desv́ıos

Definición (PGD)

Sea (Ω,A,P) un e.p., X un espacio métrico (X = R ó Rd ó C
(
[0,T ],Rd

)
ó D

(
[0,T ],Rd

)
ó ...) y {Xn}n una familia de v.a. Xn : Ω → X .

Decimos que {Xn}n verifica un PGD si existe una función
I : X → [0,+∞] (tasa o entroṕıa) tal que

ĺım
n→∞

1

n
logP (Xn ∈ A) = − ı́nf

x∈A
I (x)
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Problemas de los GD

1 Nivel 1:
Probar que {Xn}n verifica un PGD
Hallar I expĺıcitamente

2 Nivel 2: Deducir propiedades de {Xn}n a partir de I :

Estados de equilibrio (LGN): Hallar x0 tal que I (x0) = 0
Determinar el estado más probable una vez que ha ocurrido un gran
desv́ıo respecto de x0:

si x0 /∈ A y ı́nf
x∈A

I (x) = I (x∗), entonces x∗es el estado más probable
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GARTNER-ELLIS (1980’s)

Richard S. Ellis

Jurgen Gartner

Sean X1, . . . ,Xn v.a. (Xi ∈ R) tales
que existe:

Λ(α) = ĺım
n→∞

1

n
logE

(
enαXn

)

Si Λ(α) es diferenciable, entonces
{Xn}n verifica un PGD con

I (x) = sup
α∈R

{αx − Λ(α)}
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Más allá de las v.a.: Procesos de Markov
Donsker & Varadhan (1970’s)

Sea {Xt}t∈[0,T ] un proceso de Markov

YT :=
1

T

∫ T

0
f (Xs)ds

Si T → +∞: P(YT = y) ≈ e−TI (y)
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Más allá de las v.a.: Perturbaciones de sistemas dinámicos
Freidlin & Wentzell (1970’s)

Sea

{
ẋ = b(x),

x(0) = x0

Sea {X n
t }t∈[0,T ] solución de:{

dX n
t = b (X n

t ) dt +
√

1
ndWt ,

X0 = x0

ĺım
n→∞

1

n
logP(X n ∈ A) = − ı́nf

x∈A
I (x) con

I (x) =

∫ T

0
(ẋ(t)− b(x(t)))2 dt
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Resumen

Se viene desarrollando la teoŕıa para poder estudiar los GD para
cualquier familia de v.a. {Xn}n con Xn : Ω → X

Ĺımites escalados en n → ∞, T → ∞, ε → 0

Eventos raros = Fluctuaciones

Estado más probable = Estado de equilibrio o t́ıpico

Función de tasa = -Entroṕıa

Λ, cumulante = Enerǵıas libres

Los matemáticos y f́ısicos debeŕıamos conversar más seguido
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Se viene desarrollando la teoŕıa para poder estudiar los GD para
cualquier familia de v.a. {Xn}n con Xn : Ω → X
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21 de Agosto de 2025 21 / 22



Resumen
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¡GRACIAS!
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