Mecénica Cuédntica Curso 2025

Repartido 2. Herramientas matematicas y notacion de Dirac

1. Pruebe las siguientes propiedades de los operadores lineales, siendo [A, B] el conmutador de
A con B.

a) Si Ay B son hermiticos, entonces i[A, B] también lo es
b) [AB,C] = A[B,C] + [A,C]|B
c) [A,[B,C]]+ [B,[C,A]] + [C,[A, B]] = 0 (Identidad de Jacobi)
2. Sea F'(z) una funcién analitica que en un cierto dominio puede ser desarrollada como F(z) =

Yoo gcn2™. Si A es una matriz, la funcién F(A) se define como el desarrollo en potencias de A
con los mismos coeficientes de F'(z):

e}

F(A) =) c,A™.

n=0

Si |¢) es un vector propio de A con Alp) = aly), muestre que F(A)|p) = F(a)|p). Si {|¢;)}
es una base de vectores propios de A con valores propios a; (que existe si A es hermitica, por
ejemplo), obtenga la representacién siguiente para F'(A):

N

F(A) =Y F(a;)l)e;l-

j=1
3. Considere dos operadores X y P con la propiedad [X, P] = A\l y F una funcién analitica.
a) Pruebe que [X, F(X)] = 0.

b) Pruebe por induccién completa que [X, P"] = AnP"~! para n > 1.
¢) Pruebe que [X, F(P)] = AF'(P).

4. Como los operadores hermiticos tienen autovalores reales, si A es hermitico, su valor espe-
rado para cualquier funcién de onda coincide con su conjugado, (A) = (A)*. Utilizando esta
propiedad, probar que para un operador hérmitico A se verifica que:

/ " e ¢ (2) Au(a) = / " e (Ag)* (2)(x)

—0o0 —00

Sugerencia: Aplique la propiedad a ¥ = ¢ + A1) con A un niimero complejo arbitrario.



5. Operadores hermiticos.

a) Demuestre que si A y B son operadores hermiticos, (A + B)" también serd un operador
hermitico.

Si A es un operador hermitico, probar que (A?) es real.

oo iH™
n=0 n!

es el hermitico conjugado de e,

A)‘

Probar que si H es hermitico, entonces e'f = 3
Si A es una matriz hermitica AT = A, muestre que det(e?) = e

Considere un operador hermitico H que verifica H* = I. ;Cuéles seran los autovalores de
posibles H? jCudles serian los autovalores posibles si H no fuera hermitico?

6. Se dice que un operador U es unitario si verifica UUT = UTU = I.

H

a) Considere dos matrices H y U relacionadas por: U = ¢ g € R. Demuestre que H es

hermitica si y sélo si U es unitaria.
b) Demuestre que si U y V son operadores unitarios, entonces UV también serd unitario.
7. a) Demostrar que un autovalor A de un operador unitario U debe ser de la forma e.
Sugerencia: Escribir [ dx (U¢)*(2)(Uv)(z) de dos maneras distintas.

b) Demostrar que si ¢(z) es una funcién de onda normalizada y U es un operador unitario,
entonces ¢(z) = Uy (z) también estard normalizada.

¢) Considere un conjunto completo de autofunciones normalizadas y ortogonales de un ope-
rador A, u,(x). Dado un operador unitario U, podemos construir un conjunto vg(z) =
Uug(x). Demuestre que el nuevo conjunto de autofunciones también es ortonormal, es
decir que [ dz v} (z)vp(x) = dap

8. El espacio de estados de un sistema fisico es tridimensional y {|u1),|ug),|us)} es una base
ortonormal de ese espacio. Se definen los ket |¢1) y |1)2) como

1) = —fu) + ) + 3 ), ) = )+ fus) + 5 )

a) {Estdn normalizados los ket |¢1) y [1)2)?
b) Calcule las matrices p; y p2 que representan los proyectores sobre |1)1) y sobre |¢)2) en la
base {|u1), |u2),|us)}. Verifique que se trata de una matriz hermitica.

9. Considere el operador K definido por K = |¢)(¢| siendo |p) y [¢) dos vectores del espacio
de estados.

a) ;Bajo qué condiciones K es hermitico?

b) Calcule K2. ;Bajo qué condiciones K es un proyector?

¢) Muestre que K siempre puede ser escrito en la forma K = AP, P, donde \ es una constante
a ser calculada y P;, P, son proyectores.



10. Considere un sistema cuyo espacio de estados tridimensional es generado por la base orto-
normal {|u1),|us), |us)}. En esta base se definen los operadores H y B dados por

1 0 O 100
H=hhyn|[0 -1 0 B=b{0 0 1
0 0 -1 010

donde wy y b son reales constantes.

a) {Son H y B hermiticos?
b) Muestre que H y B conmutan. Encuentre una base de autovectores comunes de H y B.

¢) De los conjuntos de operadores {H} , {B} , {H, B} y {H?, B} ;cuéles forman un conjunto
completos de operadores que conmutan?

11. Usando la relacién (z|p) = e*/" /\/2wh encuentre una expresién para (x| X P[¢) y (x| PX |4))

en términos de ¥ (z). ;Puede encontrar los mismos resultados usando que el operador P actia

como 24 en la representacién {|z)}?



