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Un poco de historia

Vamos a comenzar con algunos hechos marcantes del desarrollo de
la teoria de procesos estocdsticos, mas bien procesos de difusidn.
Robert Brown un boténico inglés del siglo XIX observé en 1828
que los granos de polen suspendidos en agua llevaban a cabo un
movimiento de enjambre continuo. Brown atribuyé el fenémeno a
que las particulas tenian alguna forma de vida, el vitalismo estaba
de moda.
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Un poco de historia

Louis Bachelier, en 1900, derivé la ley que gobierna la posicién de
un simple grano que se mueve como una particula Browniana en

una dimensién y que parte de en el tiempo cero de xp y concluyé
que

1 (x—x0)
P(X(t) € dx) = —=p(~——)dx.
(X(0) € ) = o
2
Donde ¢(z) = e\/i es la densidad de la Gaussiana estandar.
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Un poco de historia

Un hecho muy interesante y que une dos teorias fisicas: la Teoria
del Calor y la difusién de particulas es que la funcién

((X—Xo))

t

)

1
QO(t,X,Xo) = W(p
satisface la ecuacién del calor

T %axxu (1)
u(0,x) = 0x(x)

Bachelier también sefialé la naturaleza Markoviana del Movimiento
Browniano (MB).
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Un poco de historia

Esta propiedad se expresa por medio de la relacién

(f th-1,€n—1,&n)d&1déo ... A, (2)

PX0(31<X t1 < by, a2<X(t2)<b2,.. an<X(tn)<b)

La primera consecuencia de esta caracterizacién fue la
determinacién usando el método de reflexién de la ley del supremo

0 _2 [
P(TE;(X(S)SX)_\/E/O
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Un poco de historia

Albert Einstein en 1905 también derivé la consecuencia (1), a
través de consideraciones de Mecanica Estadistica y la utilizé para
determinar los didmetros de las moléculas.

Bachelier no pudo dar una descripcién formal del MB, siendo sus
ideas rechazadas en la época. Tal hecho no sorprende pues el MB
necesita de la definiciéon de una medida de probabilidad en un
espacio de funciones y no fue hasta 1909 que Emile Borel publicé
su cldsica memoria: “Les probabilités denombrables et leurs
applications arithmétiques” en ella se daba por primera vez una
construccién de la probabilidad en un espacio de dimensién infinita.
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Un poco de historia

No mucho tiempo después, con los trabajos de Borel, Lebesgue y
Daniell se creé un marco para establecer sobre bases matematicas
firmes la Teoria del MB. Tal tarea fue acometida, por la primera
vez, por Norbert Wiener en 1923.

Entremos en materia entonces.

Sea C[0,00) el espacio de las funciones reales continuas con la
norma del supremo definimos para cada w € C[0, ), definamos
las funciones coordenadas 7:(w) = w(t). Sea B la o-algebra de
Borel generada por los abiertos de este espacio.
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Un poco de historia

Tal coleccién de conjuntos incluye a los eventos elementales
B ={w:a<m(w)<b}.

Wiener establecié la existencia de una medida de probabilidad en
C[0, 00) tal que se cumple la relacién (2). Ademds, se puede decir,
que el logro de Wiener le dio sentido formal a las ideas seminales
de Bachelier.

Paul Levy, matematico francés, nos legé otra construccién del MB
y en su famosa Monografia: “Processus stochastiques et
Mouvement Brownien” de 1948, nos dio una descripcién profunda
de estructura individual de las trayectorias Brownianas.
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Un poco de historia

En particular estudio la variable aleatoria, o mas bien el proceso, el
tiempo local “mesure du voisinage” en su denominacién.

_.om{s: x<X(s)<y,s<t}
/(t, x) —Jinx 30y — ) .

Este proceso ha tenido un estudio muy profundo, a partir de los
afnos setenta del siglo pasado. Marc Yor fue uno de los pioneros en
este estudio.
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Un poco de historia

Podemos ir un poco mas alld. Sea —L el opedador diferencial
definido por
—Lf = 0%(x) O f + b(x)0xf,

definamos por p(t, xp, x) la funcién de Green del operador

atU = —Lu
u(0,x) = 0x(x)

Esta funcién comparte diferentes propiedades con el niicleo
gaussiano del calor.
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Un poco de historia

0<p

/p(t,y,x)dx_l
R
p(t,y,x) = /Rp(t—s,y,z)p(s,z,x)dz

Los procesos ligados a este operador fueron estudiados por Willian
Feller y A.N. Kolmogorov y establecieron la conexién entre el
operador y las trayectorias de tales procesos. Kiyoshi I1td en 1946
demostré que si

o(x) = o)+ [V b(x) = v b(y)| < Clx = y|.
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Un poco de historia

el movimiento asociado a —L se identifica con la solucién continua
de la Ecuacién Diferencial Estocastica

X(t) — X(0) = /O o(X(s))dW(s) + /0 b(X(s))ds.

Luego W. Feller llevé adelante el siguiente desarrollo. Dado un
movimiento Markoviano con trayectorias X : 2 x [0,00) — Ry
con probabilidades P(B) sobre un intervalo real /.
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Un poco de historia

Los operadores P;[f](x) = EX[f(X(t)] constituyen un semigrupo
P:ys[f1(x) = Pt[Ps[f]](x) y ademds

Pe[f](x) = e~ *[f](x).

Con una definicién conveniente de la exponencial, siendo asi —L
denominado el generador infinitesimal.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Podemos entonces definir el MB. En primer lugar W(t) es un MB
si es Gaussiano y continuo. Y satisface

> E[W(s)] =0y ademas E[W(s)W(s')]=sA5s.

» Es un proceso de incrementos independientes esto es

W(s) — W(s') y W(t) — W(t') son independientes siempre
que t’ > s.

A continuacién daremos la demostracién de Wiener de la existencia
de tal proceso.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Sea {(n}52, una sucesién de variables aleatorias Gaussianas
estandar e independientes. Definamos entonces la siguiente serie

2n—1 .
B = Loty Y 20

n>1 k=2n—1

Vamos a demostrar que la serie converge uniformemente casi
seguramente y satisface las propiedades de un MB. Con este fin
introduzcamos la siguiente sucesién

n—1

sin kt
Smn(t) = Z K Ck  tmn = Tax |Smn(t)]-

m
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

smkt 2 n—m—1 n—/-1 CJCJ-}—,
mn§m3X|Z Ck’ Z +2 Z ’ Z ‘

l+/
n—1 1 n—m—1 n—I—-1 CC .
jSj+i 1
(B(tm,n)* < (E(tmn))* < Y 2 T2 > E( D .(J,. i ,)\2)2
m 1=1 j=m J
n—1 1 n—m—1 n—/-1 1 )
< — 42 2
et 2 (2 e
n— m-—n.1
< 5— +2(n—m)( )2
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Al poner n = 2m, tenemos

N

IE(1-'m,2m) S \/gmi )

de aqui

B[ " ty-100] < E(tpn-19n) < 00

n>1 n>1
]P)[Z t2n71’2n) < OO] = 17
n>1

de este hecho y el lema de Weirtrass se tiene la convergencia
uniforme en [0, 7], de lo cual por un cambio de variable se tiene la
convergencia en [0,1]. Esto es el MB en [0, 1] se define por

2"—-1 .
Wit,w) = vaB(H) = Lo) 230 Y TG w)

t
T k
n>1 k=on—1
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

He resaltado el w € Q, para ilustrar la v.a definida
X :Q — C[0,1] por X(w) = W(-,w)

estd bien definida y tenemos:
1. W(0,w)=0.
2. W(t,w) es Gaussiana para cada t € [0,1].
3. Nos resta probrar que E[W (t)W(s)] =s A t.

Pero como fol 110,61 (u)1jo,gy(u)du = s A t, el resultado se obtiene
del desarrollo en serie de senos de esas funciones.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Para definir el proceso en [0, c0] se extiende la definicién de Wiener
de la siguiente manera sea {W,(t) : 0 <t <1, n> 0} copias
independientes del M.B definimos

W) = W (0<t<1)
— Wh()+ WA(E—1) (1<t<2)
Wo(].) + W2(].) + Wg(t — 2) (2 <t< 3)
etc.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Propiedades simples del MB

1. De la férmula E[W(t)W(s)] = s A t se obtiene la
independencia de los incrementos.

2. cW(£) es un MB para cualquier constante ¢ > 0.

3. tW(3) para t > 1 es un MB esto nos lleva dado que
P(W(0+) =0) =1 a la LGN para el MB

P lim Wt(t):o]zl.

4. El MB no es diferenciable en ninglin punto. Para demostrarlo

se prueba que la probabilidad de que sea diferenciable el algtn
punto es cero.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Una propiedad que es bastante delicada de demostrar es el médulo
de continuidad del MB. El ya mencionado Paul Levy demostré que

W(t) - W
IP’[ lim sup |W(t2)
0<t1 <to<1;t=trp—t; =0 (2t|og1

En vista del resultado de la no-diferenciabilidad no es posible
definir, para cualquier funcién f : [0,1] — R, la integral
fo u)dW (u) por medio de la integral de Lebesgue-Stieltjes.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Paley-Wiener-Zigmund inventaron una receta que funciona bien.
Supongamos que la funcién f es diferenciable y se anula en los
extremos. Entonces podemos definir

1 t
/(f):/0 F(u)dW (u) ::/O £(u)W(u)du,

Notemos que la integral de la derecha estd bien definida para
cualquier funcién con derivada que es Lebesgue integrable, pues W
es una funcién continua.
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Usando las propiedades del MB se ve sin dificultad que

E[I?(f)] = fol f2(u)du. Lo que nos dice que en el dominio de
definicién /| es una isometria de L?(Q2) en L2([0, 1], dx).

De esta manera usando la densidad de las funciones diferenciables
que se anulan en cero en L2([0, 1], dx) y la propiedad de isometria
se define para cualquier f € L2([0, 1], dx)

I(f) = lim I(f, 7cuando/ |fa(u )|?du — 0y f, diferenciable.

n—oo
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Podemos entonces concluir que hemos definido para cada
f € L2[0, 1] la variable aleatoria Gaussiana /(f) que llamaremos
integral estocastica que satisface:

> E[I(f)] =0y E[I(f)I(g)] = (. &)

> si f tiene una derivada el L2[0, 1] entonces

I(f) = [y f'(t)W(t)dt.

Considerando el MB definido en (—o0, 00) podemos definir al igual
que antes /(f) = [ f(t)dW(t). Ahora I serd una isometria
entre las variables Gaussianas de 1.2(f2) y aquellas de L?(—o0, 00).
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Esta construccién nos permite de introducir el proceso de
Orstein-Ulhenbeck. Queremos darle sentido a la Ecuacién
Diferencial Estocastica (EDE)

dX(t) = —=X(t) + dW(t).

Para resolverla podemos considerar en primer lugar la ecuacién
homogénea dX(t) = —X(t)dt cuya solucién es, X(t) = Ke™! para
una constante positiva K ahora bien usamos el método de
variacién de constante para obtener

t

X(t) = X(—a)e (t=2) ¢ / e (=)W (s).

—a
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Definicion del MB y algunas de sus propiedades

Si suponemos que X(—a)e? — 0 cuando a — oo el proceso de
antes converge al proceso

t
X(t) = / e (=9dw(s),
este proceso es un proceso Gaussiano que verifica E[X(t)] =0y si
t1 < B

1
EX(t)X(t2)] = (U_ooje” ") oo e 27)) = §ef(t27tl)-

Este proceso de O-U y es el (nico proceso estacionario y
Markoviano.
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Férmula de Cameron-Martin

Férmula de Cameron-Martin
Sea una medida Gaussiana en R? con media 1 y con matriz de
covarianza ¥ la densidad de tal variable es la funcién

o H(E1 (). (x-m))

(2m)? %]

Y=(x) =

Denotemos por X el vector aleatorio con esta distribucién si z es
un vector de RY fijo queremos ver cudl es la densidad de ese vector
y explorar su relacién con 5.
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Férmula de Cameron-Martin

La densidad de ese vector resulta ser igual a

e—%<271(2—2(x—u))72>72 (X)

Esta expresién nos indica que si denotamos i, la medida del vector
trasladado se tiene que

dMZ = e—%<z—1(272(X,‘u‘))7z>
dpio

)
esto es que la medida inducida por la traslacién es absolutamente

continua con respecto a pg. La férmula de Cameron-Martin es la
extensién de esta idea al MB.
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Férmula de Cameron-Martin

Si =0, caso que nos interesa particularmente, obtenemos

ditz (s (z-2x),2) _

(z,x>fl(2_1(z,z>
= e 2
d,u,()

)

e
Sabemos que la medida de Lebesgue es la tnica medida en RY que
es invariante bajo traslaciones y hemos visto como se transforman
las Gaussianas bajo estas transformaciones. Ahora bien la medida
de Lebesgue no existe en un espacio de dimensién infinita, pero la
Gaussiana si. Entonces j Cudl es la férmula para traslacién de un

vector Gaussiano que toma valores en un espacio de dimensién
infinita?
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Férmula de Cameron-Martin

Debemos introducir la forma de integrar con respecto a la medida
generada por el MB A manera de ejemplo si f : R — R es una
funcién continua se tiene

E[F(xo + W(t))] = /R f(xo0 4+ x)pe(x)dx = /R f(x)pe(x — x0)dx.
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Férmula de Cameron-Martin

Sea C, un cilindro de dimension n
Ch={xeC[0,1]: a1 < x(t1) < b1...,an < x(tn) < bn}

Entonces

by bn
/"LW(CFI) = / . / ptl(Xl)ptg—tl(X2 - Xl)
al an
Pty—t,_1 (Xn — Xn—1)dx1 . . . dXp.

Notemos al pasar que esta es una de las maneras de construir la
medida de Wiener a partir de este sistema coherente de
distribuciones finito dimensionales.
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Férmula de Cameron-Martin

De la misma forma si F,, : C[0,1] — R es una funcién que depende
de una funcién x : [0,1] — R sélo de los valores x(t1),...,x(tn).
Entonces

/ Fa(x(:))dpw (x(-)) = E[Fa(W(s) : 0 < s < 1)]
c[o,1]

= / Fn(Xla X2t ;Xn)Ptl (Xl)ptz—t1 (X2 - Xl)
e Pto—t,_(Xn — Xn—1)dX1 .. . dXp

Observemos que en la primera igualdad hemos usado la notacién
probabilistica.

José Rafael Le6n Ramos IMERL. UDELAR Movimiento Browniano y mas alla



Férmula de Cameron-Martin

Sabemos que F,(x(-)) — F(x()) para toda funcién x(-) € CJ[0,1].
Por convergencia acotada tenemos que

/F(())duw ﬁ/ Ndpw(x()).
clo,1] c[o,1]

Que se escribe en notacién probabilistica
E[Fn(W(s)):0<s<1)]— E[F(W(s)):0<s<1)].

Veamos algunos casos particulares interesantes.
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Férmula de Cameron-Martin

» En primer lugar consideremos L(x) = x y G(x) = |x|P para
p > 1. Entonces si N denota una Gaussiana N(0,1) tenemos

1 1 1
E[/ |W(s)\pds]:/ E[W(s)|pds:IE[]N\p]/ s8ds
0 0 0
2
—ENP—2 .
IN oo

Notemos que no hemos tenido que usar la aproximacién.

» Sea y: C[0,1] — R, queremos calcular

O(y(.) = E[e! s VOIW ] =/ "= dpyy (x(4))-
c[o,1]
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Férmula de Cameron-Martin

Asi podemos recurrir a la aproximacién
E[e's 2 Y@V,
Ahora bien como suma de Gaussianas es Gaussiana se tiene que
n . .
1 I i
hud YW=
Y W)
i=1
es una Gaussiana centrada y con varianza igual a

2= S Ay

i=1 j=1

1 t
. /0 y(8)( /0 y(s)sds)dt = o2 (y(-)).
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Férmula de Cameron-Martin

Obteniendo asi

o(y() = E[eifoly(S)W(S)ds] — lim E[e Ly y(i,;)W(%)]

n—o0

— lim e 3% — a=392) — o= Jo (O[5 ¥(s)sds)d
n—oo

» Consideremos ahora un caso muy importante para la fisica.
Tenemos L(z) = e~ %, G(z) = V(z) > 0 funcién que
llamaremos potencial y definamos para f : R — R

F(x(1) = e~ Jo Voorx@ds (s 4 x(1)), x0 € R.
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Férmula de Cameron-Martin

Asi

/ F(x(-))dpw(x()) = E[e~Jo VeorWENds £ (5o 4 w(t))]
c[o,1]

[nt]

)

= lim E[efﬁ S Veorw( ))f(x + W(—

n—oo

Siendo esta (ltima esperanza igual a la integral

[nt] .
/ " il V(Xf’“f)f(xo + Xn)) Pt (X1 — X0) Pty—1, (X2 — x1)
o Pty—t,_1(Xn — Xn—1)dXq . .. dXp,

ytj:%paralgjg[nt].
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Férmula de traslacién C-M-G

Estamos interesados en conseguir una férmula similar a la que se
obtuvo en dimensién finita para la traslacién por una funcién. La
férmula, cuya demostracion se bosquejara en lo que sigue, fue
demostrada en el articulo:

Cameron, R. H.; Martin, W. T. Transformations of Wiener
integrals under translations. Ann. Math. (2) 45, 386-396 (1944).
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Férmula de traslacién C-M-G

Sea entonces F : C[0,1] — R (también podria ser a valores
complejos). Ademas, sea y(-) : [0,1] — R una funcién de variacién
acotada, denotaremos por y’(-) a su derivada. Estamos interesados
en conseguir una férmula para

/ F(y(:) + x(-))dpw(x(-)) = E[F(y(s) + W(s) : 1 <s < t)].
c[o,1]

Supondremos que F es continuo para la topologia de la
convergencia uniforme y es acotado.
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Férmula de traslacién C-M-G

Definamos, para cualquier funcién z en C[0,1], su aproximacién
por poligonales. Aqui t; = JE

Z(tj) + Z(tj+1) — Z(tj)(

fi1 — ¢ S_tj)7 tj<s < tjy1.
j+1 J

zn(s) =
Si definimos Hp(x(t1), x(t2), - .., x(tn)) = F(xa(-)) este funcional
solo depende de un ndmero finito de valores, los valores de x(t;)
paral <;j < n.
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Férmula de traslacién C-M-G

Consideremos la traslacién por la funcién y(-), esto es la funcién
que en cada t vale y(t) + x(t) para una funcién genérica x del
espacio C[0, 1]. Se tiene trivialmente que la aproximacién poligonal
de esta dltima funcién es y,(-) + xn(-)-
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Férmula de traslacién C-M-G

Entonces

/ / F(x(-) + y(-))dpw(x(-))
clo,1] Jco,1]
— Iim/ F(yn(-) + xa(:))dpw(x(*))
B,CC[0,1]

n—oo
= / H(y1 + X1, -+ Y + Xn) Pty (1) Pty—t, (2 — x1)
e Pto—t,_ 1 (Xn — Xn—1)dX1 . . . dXp 1= I,

Haciendo el cambio de variable correspondiente
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Férmula de traslacién C-M-G

Se obtiene

Iy = / Hxt, o x0)Pr (51— Y1) Pyt (X2 — 51 — (v2 — y1))
. pt,,ftn,l(xn — Xp—1 — (Yn - Ynfl))dxl ... dxp

El producto de las funciones p se puede agrupar de la siguiente
forma (similar a lo que hicimos en el caso de dimensién finita)

)2

2
_1xn X S (x—xj-1) Oi=¥-1) 15w B—y-1)
e 2 j=1 tj tj 1 e j=1 J— t—tj 1 2 j=1 tj*tj—l
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Férmula de traslacién C-M-G

Asi pasando al espacio C[0, 1] obtenemos

n O—x(t; L n M
m:/‘HM“kzqu =L

N F(X(.))e—éf( y'(s)2ds+ ) y Y/ ($)9(S) 1y (x(-)
clo.1]

= [ PO+ y ()l
clo,1]
En notacién de probabilidad se tiene

E[F(y(s) + W(s): 0= s < 1)]
— E[F(W(s):0< s < 1)e 30/ d+fgy(c)aw(s)),
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Aplicaciones

Esta férmula también se escribe

E[F(W(-))] = E[F(W(-) + y())e™2 O/ @Fds= oy ()awie

> Formula de Feyman-Kac.
Ahora aplicaremos esta férmula para obtener la expresién
asintética, cuando h — 0 de la esperanza del funcional

e_%fot V(Xo-H/EW(S))de(XO + \/EW(t))
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]E[e_% fot V(Xo-‘r\/EW(S))dsf(Xo + \/EW(t))]
_ E[e_% S V(X0+y(5)+\/EW(s))d5f(X0 + y(t) + \/EW(t))

X e_ﬁ fot(y/(s)yds_ﬁ ot}"(s)dW(s)]

Escojamos y(-) que satisface la EDO de Newton (con signo
cambiado)

y'(s) = V'(xo+y(s))
y(0)=0 y'(t)=0
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De esta forma obtenemos

/ty’(S)dW(S) =y (0)W(0) — y'()W(t) — /ty”(S)W(S)dS
0 0

-/ V(0 + y(5))W(s)ds

Por otra parte usando el desarrollo de Taylor
t
/ V(%o + y(s) + VAW(s))ds
0
t t
_ / V(s + y(s))ds + v / V(0 + y(s))W(s)ds + O(h).
0 0
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Aplicaciones

Agrupando los desarrollos y poniendo f = 1 obtenemos
— lim hlog E[e# Jo VOorVAWE)ds £ (5 1 /W (1))]
—

- /Ot %(y’(s))z + V(x0 +y(s))ds = S(y,y', t).

Observemos que S es la funcional de accién de la cual la y(-) es un
punto critico.
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» Densidad de transicion
Consideremos X(+) un proceso estocastico solucién de la
ecuacién diferencial estocastica

dX(t) = dW(t)+ b(X(t))dt

Si P:(f)(x) define el semigrupo asociado a la difusién

P(f)(x) = E[f(x + X(£))] = /, ge(x, ¥)F(y)dy,

la funcidén p; es la densidad de transicién de la difusién.
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Usando una modificacién de la férmula de Cameron-Martin debida
a Girsanov se obtiene

PuF)(x) — B[ s Mot WO~ PGt wWiNds £l 4 W ())].
Por medio de la férmula de la probabilidad total obtenemos

= Efelo 10t W =3 [ Ot WSy (2) = y]£(y)]pe(x—y) dy-
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El modelo de regresién para vectores Gaussianos nos permite
demostrar que esta integral es igual a

_ // Efe 4 o MVEB()+(1-5)x+ )05 MOO-MY) o, (x — y)E(y)dly,

donde v(x) = 3[1?(x) + p/(x)] y M(x) = [y u(s)ds.

José Rafael Le6n Ramos IMERL. UDELAR Movimiento Browniano y mas alla
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Por dualidad se verifica que

)= E[e_% Jo V(\/EB(S)+(1—s)x+sy)ds]eM(X)_M(y)

qt(X7y Pt(X—Y)~

Y desarrollando para t pequeno se verifica la aproximacién

x,y) = pe(x — y)etM¥)=M()) -t yyu u)+o
1(x.9) = pulx = MM — 2 [T () + of
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Aplicaciones

Hemos aplicado este método modificado a la difusién de
Wright-Fisher

dX(t) =/ X(t)(1 — X(t))dW(t).
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